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Los autores originales revisaron completamente el manuscrito, aña- 
diendo sugerencias y comentarios para darle su forma definitiva. 

Los autores desean expresar su agradecimiento a los fabricantes que 
generosamente les proporcionaron fotografías y aclaraciones. También, re- 
conocer la libertad con que han consultado otros libros,spublicaciones de 
fabricantes, revistas técnicas, etc., habiendo intentado expresar directa- 
mente este reconocimiento cuando ha sido posible y cuando su contribu- 
ción ha sido más importante. 

El libro presupone el conocimiento del análisis mecánico básico, aunque 
la Parte I puede estudiarse sin este requisito. Los autores han intentado 
tener en cuenta las diversas necesidades de los profesores que utilizan el 
libro y, así, la materia abarcada por la Parte II se ha dispuesto de modo 
que, si se trata de dar un curso breve, pueden omitirse los ejemplos más 
complejos y los métodos de las secciones finales de cada capítulo, sin per- 
juicio del orden general. Por otra parte, la obra puede adaptarse a cursos 
más avanzados, extendiéndose más en los problemas más complicados o 
en aplicaciones a los problemas del tipo expuesto en el Cap. 13. 

Los problemas que se proponen al estudiante, colocados al final de la 
obra, han sido elegidos con miras a ilustrar en lo posible las aplicaciones 
prácticas de la teoría fundamental tratada en clase. También se dan, al 
final, las soluciones a muchos de los problemas propuestos. La mayoría 
de éstos son de ingeniería práctica, cuyos mecanismos y datos se han to- 
mado de catálogos y planos de los fabricantes, revistas técnicas y fuentes 
similares. Estos problemas típicos serán de especial utilidad al profesor que 
use este libro por primera vez y servirán como guía para el planteamiento 
de otros. 

La obra es particularmente adecuada para ser utilizada en cursos se- 
mestrales de tres clases teóricas y dos sesiones prácticas (de 3 horas cada: 
una, dedicadas a la resolución de problemas) semanales, durante un total 
de 16 semanas. No obstante, la Parte 1 puede darse en un curso menos 
intenso de mecanismos o cinemática (añadiendo, si se desea, los capítulos 
sobre velocidades y aceleraciones, de la Parte II), seguido de otro algo 
mayor sobre dinámica de máquinas. El libro puede adaptarse fácilmente 
a cursos trimestrales de doble intensidad. 

En esta época de grandes velocidades en la maquinaria industrial, la 
cinemática y la dinámica de máquinas son de importancia creciente para 
los ingenieros. La intención de los autores ha sido incluir en un solo texto 
las materias necesarias, en calidad y cantidad, para dar al estudiante una 
idea de los fundamentos de estas materias, dentro de los límites que per- 
miten los programas normales de estudio de ingeniería mecánica, y servir 
de base sólida para resolver muchos de los problemas prácticos o para se- 
guir cursos más avanzados o más especializados. 
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CAPÍTULO 1 


INTRODUCCION 


La Ingeniería se basa en las matemáticas, la física y la química. Estas 
tres ciencias están más o menos relacionadas entre sí, particularmente 
las dos primeras. La mecánica es una de las numerosas ramas de la física. 
Se ocupa de las relaciones que existen entre masas, movimientos y fuerzas, 
y se la considera corrientemente dividida en otras tres: cinemática, estática 
y cinética. La primera estudia el movimiento aisladamente; la segunda, las 
fuerzas, independientemente del movimiento; y la tercera, las fuerzas en, 
relación con los movimientos. Puesto que estas dos últimas, la estática y la 
cinética, estudian la acción de las fuerzas sobre los cuerpos, la parte de la 
mecánica abarcada por estas dos ramas es a veces llamada dinámica. 


1-1. Objeto. La mecánica de máquinas tiene por objeto el estudio 
de las masas, los movimientos y las fuerzas en las máquinas. Esta materia 
no incluye el estudio de las fuerzas elásticas y las deformaciones en los com- 
ponentes de las máquinas, ya que ello corresponde a la resistencia de mate- 
riales; tampoco trata de la determinación de las formas y dimensiones de 
las piezas de las máquinas necesarias para soportar las cargas y transmitir 
los esfuerzos a que son sometidas, pues esto entra en el campo del proyecto 
de máquinas. 

El tema de la mecánica de máquinas, tal como se presenta en este libro, 
será tratado en dos partes: Parte I, Mecanismos; y Parte II, Cinemática y 
Dinámica de Máquinas. ; 

` 1-2. Definiciones. Una máquina es una combinación de cuerpos 
rígidos o resistentes agrupados y conectados de tal modo qué tengan entre 
sí movimientos relativos determinados y transmitan fuerzas desde la fuente 
de energía a la resistencia a vencer. Por tanto, la máquina tiene en sí la 
doble función de transmitir movimientos relativos determinados y trans- 
mitir esfuerzos. Cuando la atención se centra en la primera (supuestas 
resistencia y rigidez necesarias para transmitir dichos esfuerzos), el término 
mecanismo se aplica'a la combinación de cuerpos geométricos que consti- 
tuyen la máquina o parte de ella. Un mecanismo puede, pues, definirse 
como la combinación de cuerpos rígidos o resistentes agrupados y conec- 
tados de tal modo que tengan entre sí movimientos relativos determinados. 
La palabra mecanismo usada con más amplio sentido, como se hace en. el 
título de la Parte I de este libro, se aplica preferentemente al estudio de las 
funciones, las propiedades geométricas y los movimientos relativos de varios 
mecanismos de uso común. El estudio de movimientos en un sentido más 
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amplio (incluyendo velocidades y aceleraciones) se reserva para la Parte 11 
del texto. Aunque, en general, se estudien primero los mecanismos y luego 
la cinética y dinámica de máquinas, también se tratarán en la Parte I los 
principios elementales de mecánica que se consideren oportunos. 

La cinemática de máquinas estudia los movimientos de las piezas de las 
máquinas sin tener en cuenta cómo influyen los factores (fuerza y masa) 
que afectan al movimiento. Trata de los conceptos fundamentales de espa- 
cio y tiempo y de sus magnitudes derivadas, velocidad y aceleración. La 
dinámica de máquinas se ocupa de las piezas de las máquinas sometidas a 
fuerzas, equilibradas o no, teniendo en cuenta sus masas y aceleraciones, 
así como las fuerzas exteriores. 

1-3. Movimiento en las máquinas. El movimiento de una pieza de 
máquina es normalmente tal, que todos sus puntos se mueven en planos 
paralelos. A este tipo de movimiento se le llama plano. 

Un mecanismo èn el cual todos sus puntos se mueven en planos paralelos 
se llama mecanismo plano. Los movimientos reales de todos los puntos de 
un mecanismo de este tipo pueden proyectarse sobre un mismo plano, lo 
que permite eliminar una dimensión en el análisis del movimiento. El movi- 
miento plano puede a veces, ventajosamente, considerarse como la combi- 
nación de dos tipos más sencillos de movimiento: traslación y rotación. 
Hay traslación de una pieza de una máquina cuando cualquier línea dibu- 
jada sobre ella permanece siempre paralela a sí misma durante el movi- 
miento. Hay rotación cuando dicha línea no permanece paralela a sí misma 
o, en otras palabras, la línea cambia de dirección durante el movimiento. 
El movimiento del órgano motor de las máquinas es corrientemente bien 
de rotación alrededor de un eje fijo o de traslación, siendo esto aplicable 
también al órgano final encargado de vencer la resistencia útil. 

Los mecanismos planos son un caso especial de los mecanismos tridimen- 
sionales, en los cuales sus puntos no se mueven necesariamente en planos 
paralelos. Dos ejemplos de movimientos tridimensionales (a diferencia de 
movimientos planos o bidimensionales) de gran importancia son el helicoidal 
y el esférico. Un punto de la rosca de un tornillo que avanza dentro de su 
tuerca es un ejemplo de movimiento helicoidal. Es interesante notar que el 
movimiento helicoidal es la combinación de una rotación alrededor de un 
eje y una traslación a lo largo de ese eje. Cuando un cuerpo tiene movimiento 
esférico, todos sus puntos se mueven sobre superficies de esferas que tienen 
un punto fijo como centro común, como en el caso del regulador de bola, 
la junta cardan, la unión a rótula, etc. 

Un cuerpo que no está unido materialmente a otros, de modo que su 
trayectoria varía con las fuerzas exteriores que actúan sobre él, se dice 
que tiene movimiento libre. Es el caso de los planetas. Un cuerpo que está 
unido materialmente a otro, de modo que su movimiento en relación al 
otro cuerpo queda determinado independientemente de las fuerzas exterio- 
res que puedan actuar sobre aquél, se dice que tiene movimiento desmo- 
drómico. Todas las piezas de las máquinas tienen esta clase de movimiento 
para su adecuado funcionamiento. 

1-4, Ciclo, período y fase del movimiento. Cuando, partiendo de un 
conjunto simultáneo do posiciones relativas iniciales, las piezas de una 
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máquina pasan por todas las posiciones que pueden ocupar y vuelven a 
sus posiciones relativas de partida, se dice que han completado un ciclo 
cinemático. El tiempo invetido en un ciclo se llama período. Las posiciones 
relativas simultáneas ocupadas por los elementos de una máquina en un 
instante cualquiera durante el ciclo constituyen una fase. 

En la máquina de vapor ordinaria, en muchos motores diesel y en algu- 
nos motores de gasolina, el ciclo energético y también el cinemático corres- 
ponden a una revolución del cigiteñal (ciclo de dos tiempos). En los motores 
de gasolina ordinarios, sin embargo (y también en muchos de los diesel), 
cada ciclo energético requiere dos revoluciones del cigijeñal o cuatro carre- 
ras del émbolo. Por lo tanto, por cada ciclo energético del motor, las partes 
principales (cigijeñal, biela y émbolo) completan dos ciclos cinemáticos. El 
árbol de levas y las válvulas completan, en cambio, solamente un ciclo cine- 
mático durante este intervalo; así, pues, considerando el motor en conjunto, 
sus piezas móviles vuelven a sus posiciones relativas iniciales únicamente 
después de dos revoluciones del cigúeñal o cuatro carreras del émbolo. Por 
este motivo, los motores de este tipo son conocidos como de ciclo de cuatro 
tiempos o, simplemente, de cuatro tiempos. 

1-5. Movimiento continuo, intermitente, y alternativo. El movi- 
miento de una pieza de una máquina es continuo si durante cada ciclo ni se 
para ni invierte su sentido; intermitente, si durante cada ciclo permanece 
parada un tiempo finito; y alternativo, si durante cada ciclo invierte el sen- 
tido de su movimiento. El cigúeñal de un motor de gasolina tiene un movi- 
miento continuo; las válvulas, intermitente y alternativo; y el émbolo, pu- 
ramente alternativo. 

La rotación de una pieza puede ser continua, intermitente o alternativa, 
designándose ésta última, más corrientemente, como oscilatoria. La trasla- 
ción de un cuerpo, que puede ser rectilínea o curvilínea, también puede ser 
continua, intermitente o alternativa, con la excepción de que, evidentemen- 
te, la traslación rectilínea no puede ser continua. El movimiento de las barras 
de trasmisión que unen las ruedas de una locomotora que marcha sobre un 
tramo recto de la vía es un buen ejemplo de traslación curvilínea. Cuando 
el término traslación se usa sin calificativos se sobreentiende referido a tras- 
lación rectilínea. 

1-6. Elementos de enlace. Pares. Las piezas resistentes de una 
máquina deben situarse y conectarse a las adyacentes de tal modo que el 
movimiento relativo entre cada dos de ellas tenga un carácter fijo y deter- 
minado. Las formas geométricas dadas a dos cuerpos para que puedan ser 
conectados de esta manera reciben el nombre de elementos de enlace. Dos pie- 
zas así unidas constituyen lo que se llama un par, y el proceso de unión es 
llamado enlace. Los pares que permiten contacto superficial se conocen 
como pares inferiores; los que permiten sólo contacto puntual o lineal se 
llaman pares superiores. Los ejemplos más corrientes de pares inferiores 
son el par giratorio y el par deslizante rectilíneo. 

El motor diesel de la Fig. 1-1 contiene ejemplos de diferentes tipos de 
pares. La conexión entre la biela (3) y el cigieñal (2) es un par inferior de 
tipo giratorio, produciéndose deslizamiento entre las superficies en contacto 
del oodo dol cigiicñal y la cabeza de la biela. Un ejemplo de par deslizante 
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rectilíneo es el formado por el émbolo y la camisa del cilindro. Un par supe- 
rior es el constituido por la combinación leva-rodillo con contacto lineal úni- 
camente. 

Otros ejemplos de pares superiores son los cojinetes de bolas y de rodi- 
llos y las superficies de contacto de una pareja de dientes de un engranaje. 
Estos ejemplos son tan familiares que no requieren dibujos aclaratorios. Nor- 
malmente, un par inferior restringe completamente el movimiento de la pa- 
reja de órganos por él conectados, mientras que en el caso de un par supe- 
rior, la restricción es, a menudo, incompleta. 


y 
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Fra. 1-1. Corte de un motor diesel. (Cortesía de Nordberg. Manufacturing Co.) 


Ocurre frecuentemente que un solo par inferior puede tener varios con- 
tactos superficiales. Un ejemplo de par giratorio con múltiples contactos es 
el del cigijeñal de un motor y sus cojinetes. Un ejemplo de par deslizante con 
varios contactos es el que hay en una máquina de vapor entre el conjunto 
formado por el émbolo, vástago y prensaestopas, y la cruceta y guías. Ve- 
mos, pues, que un par deslizante rectilíneo puede tener un número indotor- 
minado de contactos superficiales, siempre que tales superficies svan para- 
lelas, y un par giratorio puede tener un número indefinido de mufñonos y eo- 
jinotos, siempre que tengan el mismo eje, 
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1-7. Eslabones. Un eslabón puede definirse como un cuerpo rígido 
que tiene dos o más elementos de enlace, por medio de los cuales puede co- 
nectarse a otros cuerpos, con objeto de transmitir fuerza o movimiento. Un 
eslabón se define a veces, de modo más amplio, incluyendo bandas, correas 
y fluidos. En la práctica, sin embargo, tal nombre se aplica a cuerpos ee 
y en este sentido será usado a lo largo de este libro. 

En toda máquina hay un eslabón que, bien ocupa una posición fija con 
respecto a la tierra, o lleva a toda la máquina consigo durante el movimien- 
to. Este eslabón es, en esencia, el soporte o bastidor de la máquina, y se lla- 
ma eslabón fijo. Como ejemplo ilustrativo del uso del término eslabón, con- 
sideremos el motor de la Fig. 1-1. Teniendo en cuenta solamente los órganos. 
principales de la máquina, se ve que el número de eslabones es cuatro. El 
eslabón 1 es el fijo, que incluye el cárter y todas las partes fijas, como cilin- 
dro, cojinetes del cigijeñal y cojinetes del árbol de levas. El eslabón 2 com- 
prende cigiieñal, volante, ete., todos los cuales tienen un movimiento de ro- 
tación alrededor del eje de los cojinetes principales. El eslabón 3 es la biela 
que, siendo un eslabón intermedio o «flotante», tiene movimiento plano. El 
eslabón 4, el émbolo, tiene movimiento rectilíneo y alternativo de traslación. 
Es evidente que un eslabón incluye todas las piezas auxiliares que están uni- 
das rígidamente a la principal del eslabón, y se mueven con él formando un: 
todo. 

1-8. Cadenas cinemáticas. Cuando varios eslabones se enlazan por 
medio de pares dan lugar a un sistema llamado cadena cinemática, o simple- 
mente cadena. Una cadena puede ser bloqueada, desmodrómica o libre. Si es 
bloqueada, no es posible el movimiento relativo entre sus eslabones, y cuan- 
do tenga lugar algún movimiento, será de la cadena en conjunto. La Fig.1-2a. 


Fic. 1-2 


muestra una cadena de esta clase. Si la cadena es desmodrómica, es posible 
el movimiento relativo determinado entre sus eslabones, o sea, que si uno 
de ellos se mantiene fijo y otro se mueve, todos los puntos de los restantes 
eslabones se moverán sobre ciertas líneas determinadas, y siempre sobre las 
mismas, independientemente del número de veces que se repita el movi- 
miento. La Fig. 1-2b muestra una cadena desmodrómica. Si la cadena es li- 
bre, los movimientos relativos de sus eslabones no están determinados, o 
sea, que si uno de ellos se mantiene fijo y se repite el movimiento de otro, 
los puntos de los restantes no siguen, en general, las mismas trayectorias.. 
La Fig. 1-2c muestra una cadena libre. 

La cadena bloqueada es de gran aplicación en estructuras. La cadena 
desmodrómica es la que tiene mayor interés desde el punto de vista cinemá- 
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tico, y constituye la base de todad las máquinas. La cadena libre es de muy 
poca aplicación. 

No debe deducirse que las únicas cadenas desmodrómicas sean las de 
cuatro eslabones. Por ejemplo, el cepillo de la Fig. 1-4 contiene seis eslabo- 
nes. Un conjunto de leva y apoyo deslizante puede tener hasta solamente 
tres eslabones. 

1-9. Mecanismo. Máquina. Estructura. Si uno. de los eslabones de 


mecanismo. Si fuera otro el eslabón fijo (de la misma cadena), tendríamos | 
un mecanismo diferente. Evidentemente, puede haber, para una misma 
“cadena, tantos mecanismos diferentes como eslabones tenga la cadena. 
Puede prestarse a confusión el uso de los términos mecanis- 
mo y máquina, ya que ambos designan fundamentalmente 
una cadena desmodrómica con un eslabón fijo. Tal como se 
ha dicho en el Árt. 1-2, la función primordial de un meca- 
nismo es transmitir o modificar movimiento, mientras’ que 
la de una máquina es modificar energía y realizar trabajo. 
“Por lo tanto, si la cadena se considera sólo desde el punto 
de vista del movimiento transmitido o modificado será un 
mecanismo. En cambio, si se considera como agente modifica- 
dor de energía o productor de trabajo útil será una máquina. 
Hay numerosos instrumentos o aparatos tales como los re- 
lojes, máquinas de sumar, máquinas de escribir, etc., que, 
de acuerdo con las definiciones anteriores, se encuentran, 
aparentemente, en una zona intermedia entre mecanismo y 
máquina. Pero deben ser clasificados, propiamente, como 
mecanismos, ya que la fuerza que manejan es sólo la precisa 
para producir el movimiento relativo requerido. En otras 
palabras: el efecto útil es el movimiento de sus piezas y no 
Fic. 1-3. Es. la realización de trabajo externo. Cuando se analiza una ca- 
“.quoma do los dena cinemática como mecanismo, no es preciso tener en 
dad: cuenta las formas y proporciones de sus eslabones, salvo en 
tor diesel de 10 que respecta a la situación de sus elementos de enlace. 
da Fig. 1-1. Como máquina, sin embargo, las necesidades de resistencia, 
rigidez, holguras, etc., obligan a considerar los eslabones 
«en todos sus aspectos. 
La principal diferencia entre máquina y estructura _ consiste en que la 


1-10. Representación. Esquemas. Para su análisis Temático; un 
mecanismo puede representarse en forma simplificada, lo que constituye 
su esquema. El esquema debe dar toda la información geométrica necesaria 
para determinar los movimientos relativos de los eslabones. En la Fig. 1-3 
se ha dibujado el esquema del motor de la Fig. 1-1. En él se encuentran 
todos los datos necesarios para determinar los movimientos relativos de 
sus principales eslabones: longitud 0,4 del codo del cigieñal; longitud A.B 
de la biela; O,, situación del eje de los cojinetes del cigiteñal; y la línea 
«dde acción OB del punto B, que representa el bulón. 
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Al dibujar el esquema, un eslabón que tenga sólo dos elementos de enlace 
puede representarse por un segmento rectilíneo que una los ejes de dichos 
elementos, como se ha hecho con el eslabón 2 de la Fig. 1-3. Los pares gira- 
torios pueden representarse por pequeños círculos (a menudo con un punto 
en su centro), como en O, A y B. El eslabón fijo sólo necesita ser repre- 
sentado en las proximidades de sus elementos de enlace y, para indicar su 
carácter estático, puede emplearse el rayado convencional mostrado en 
la Fig. 1-3 para el eslabón 1. Un eslabón deslizante puede representarse 
del modo hecho en 4, es decir, por un rectángulo articulado en el eje del 
elemento de enlace del eslabón con el que tenga enlace giratorio. Un método 
sencillo para representar un enlace giratorio con el eslabón fijo es el mostrado 
en O, en la figura. El empleado en O, u O, en las Figs. 1-4b y 1-154 puede 
usarse también. Un eslabón con tres o más elementos de enlace se representa. 
por la figura geométrica formada al unir los ejes de dichos elementos de 
enlace, como se hace con el eslabón 3 de la Fig. 1-15, por ejemplo. 

Un ejemplo de esquema de un mecanismo más complejo es el del cepillo 
de la Fig. 1-4. En este mecanismo, la rueda dentada 2 es mandada por un 
piñón montado en el eje de la polea motriz (no representado), y lleva un 
tetón A sobre el cual gira el bloque 3. Por medio del deslizamiento del bloque: 
en la ranura del vibrador 4 y la rotación de la rueda 2 se produce la oscila- 
ción del eslabón 4. Como el carro está ligado a la bancada de modo que sólo 
se le permite un movimiento alternativo a lo largo de dicha línea horizontal, 


Fic. 1-4 


"mientras el extremo superior del eslabón 4 se mueve sobre un arco de círculo 
al oscilar, es preciso interponer el eslabón 5 entre los 4 y 6. Se ve que el esla- 
bón 2, el eslabón motor principal, es realmente una manivela, y así se ha 
representado en el esquema mostrado en b. Es evidente también que el esla- 
bón 6 queda completamente representado en el esquema por un rectángulo 
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que se articula al extremo del eslabón 5 y es guiado en dirección horizontal 
por el eslabón 1. La representación más sencilla del enlace entre los eslabo- 
nes 3 y 4 es un rectángulo deslizante sobre una línea, tal como se ha dibujado. 
En eslabones que contengan pares superiores, es normalmente imposible 
simplificar mucho la forma real del eslabón al 
dibujar su esquema; en especial para algunos 
tipos de levas. Un engranaje de dos ruedas 
dentadas recta puede, sin embargo, represen- 
tarse por sus circunferencias primitivas, como 
muestra la Fig. 1-5. A veces la presencia de 
pares superiores en un mecanismo puede 
despreciarse, como en el caso de usar cojine- 
Fra. 1-5 te de bolas en lugar del de fricción. El coji- 
nete de bolas es un ejemplo claro de par 
“superior en lo que respecta a sus elementos, pero actúa como conjunto 
exactamente igual que una junta girato- 

ria ordinaria. 

1-11. Ampliación de los pares. El ta- 
maño de los elementos de enlace no influye 
en el movimiento relativo de los eslabones 
enlazados por el par. A veces, al ampliar 
simplemente el tamaño de los elementos 
de enlace, el aspecto de una máquina pue- 
de cambiar de tal modo que no se la reco- 
nozca, sin alterar en lo más mínimo el 
carácter de su movimiento. Así se da el 
caso de mecanismos que con aspecto muy 
diferente tienen el mismo o similar esque- 
ma, como puede apreciarse claramente en 

„las Figs. 1-6 a 1-11. 

En cada una de estas figuras, el esque- 
ma se ha superpuesto al dibujo del meca- 
nismo, tal como es en la realidad, en el 
sitio en que se ha hecho la ampliación. El 
estudio de los distintos esquemas mostrará 


Fic. 1-6 


que son idénticos, demostrando por consiguiente que los mecanismos son 
iguales desde el punto de vista cinemático. Las diferencias de aspecto son de- 
bidas solamente a modificaciones de detalle (pero no esenciales) de los pares. 

Considerem'os el mecanismo fundamental de la Fig. 1-6. El eslabón A.B 
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es remplazado en la Fig. 1-7 por una excéntrica, simplemente ampliando 
el tamaño de los elementos de enlace de B hasta incluir el par A. En la 
Fig. 1-6, los elementos de enlace estaban representados por un pequeño 
círculo con centro en B. En la Fig. 1-7, en cambio, se agranda ese círculo 
(la circunferencia de la excéntrica) sin cambiar la posición de su centro B. 
Las posiciones o movimientos relativos de los dos eslabones afectados, 
2 y 3, no han sido alterados en modo alguno. De la comparación de ambas 
figuras, resultá evidente que una excéntrica es equivalente a una manivela 
de longitud igual a la excentricidad. 


Fic. 1-8 


En la Fig. 1-8, el par D ha sido ampliado de escala para incluir ©. 
Evidentemente, el movimiento de DC quedará igualmente restringido si 
los segmentos laterales de la excéntrica se suprimen, dejando solamente 
la franja comprendida entre las cuerdas. Otra modificación es la que mues- 
tra la Fig. 1-9, donde al eslabón CD se le da forma anular en lugar de circular. 
El paso siguiente en el proceso de simplificación es cortar todo el anillo, 
salvo un pequeño dado que contenga al par C. Finalmente, puesto que por 
la rotación de la manivela AB el par C está obligado a oscilar sobre un 
arco de círculo limitado, la ranura en que se mueve el dado puede reducirse 


Fre. 1-10 


a la longitud estrictamente necesaria, como muestra la Fig. 1-10. Compa- 
rando las figuras 1-10 y 1-6, se ve que el par deslizante C de la primera es 
equivalente a un par giratorio cuyo centro de curvatura sea el mismo que 
el de la ranura, o sea, .D. Es también evidente que el dado que contiene al 
punto C es equivalente a una barra de longitud CD igual al radio de cur- 
vatura de la ranura y articulado en dicho centro D. Aumentando el radio 
de curvatura de la ranura, se pueden obtener los equivalentes a eslabones 
de gran longitud, sin aumentar las dimensiones de la máquina. Vemos, 
por consiguiente, que el par deslizante rectilíneo ordinario, consistente en 
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un dado que se mueve en una ranura recta, es equivalente a un par giratorio 
cuyo eje se encuentre a distancia infinita. 

Por una serie de modificaciones similares a las descritas, aplicadas 
al par C de la Fig. 1-6, se ha llegado al mecanismo de la Fig. 1-11 sin alterar 
para nada los movimientos relativos de sus eslabones. La solución se deja 
al lector. 


1-12. Inversiones. Inversión es un término usado en cinemática para 
designar la transposición o intercambio de forma o función, y así se aplica 
a los mecanismos y cadenas cinemáticas. 

Quedó establecido en el Art. 1-9 que una cadeha cinemática puede dar: 
lugar a tantos mecanismos diferentes como eslabones tenga, sin más' que 
fijar cada vez uno de ellos. Estos mecanismos reciben el nombre de inver- 


siones, y el cambio de un eslabón fijo por otro es conocido como inversión __. 


del mecanismo. 

— Bi, por ejemplo, el eslabón 2 del mecanismo de la Fig. 1-12a se mantiene 
fijo, permitiendo en cambio moverse al 1, resulta un nuevo mecanismo, 
mostrado en b, que es una inversión del original. No debe perderse de vista 


(0) (6) 
Fra. 1-12 


que la inversión de un mecanismo no altera los movimientos relativos de sus 
eslabones, pero sí los absolutos. Otro ejemplo de inversión de un' mecanismo 
nos lo da la Fig. 1-13. El engranaje de b es una inversión del de a, al hacer 
que el eslabón fijo sea la rueda 3 en lugar de la barra de unión 1. A veces, 
, la inversión de un mecanismo obliga a invertir también un par o a cambiar 
las proporciones de los eslabones para ajustarse a las nuevas condiciones 
de funcionamiento. 


Fic. 1-13 


Hay inversión de función en el caso de máquinas herramientas tales 
como limadora y cepilladora, torno y taladro, etc. Mientras en una limadora 
la pieza a trabajar se mantiene fija,y el útil se mueve, en la cepilladora sucede 
lo contrario. De modo similar, en el torno el útil permanece fijo, y en cambio 
en el taladro la pieza es la que está fija. También hay inversión de función 
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en una máquina cuando, al invertir el sentido del movimiento, el órgano 
motor o conductor pasa a ser el conducido. 

1-13. Trayectorias. Diagramas cinemáticos. En el estudio cinemá- 
tico de los mecanismos, es a menudo conveniente dibujar las trayectorias 
de ciertos puntos y construir un diagrama con los desplazamientos de 
algún punto, en correspondencia con los movimientos o desplazamientos 
de otro de los puntos del mismo mecanismo. En la mayoría de los casos, los 
puntos considerados son los que representan los ejes de los pares móviles. 
El modo usual de construir un diagrama cinemático es dibujar los despla- 
zamientos de algún punto del último eslabón conducido en relación con los 
de algún punto del primer eslabón motor, empleando el sistema de coorde- 
nadas que se juzgue conveniente. Normalmente, las coordenadas carte- 
sianas rectangulares son las más apropiadas. Veamos primero un ejemplo 
sencillo. En el mecanismo motor de la Fig. 1-14a sabemos que un extremo, Å, 


Desplazamientos 
del émbolo 


4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Posiciones de la manivela 


Diagrama cinemático de B 
(6) 
Fra. 1-14 


O 1 2 3 


de la biela describe una circunferencia, mientras el otro, B, se mueve sobre 
una recta. Tomemos 12 posiciones, equidistantes entre sí, de la cabeza A 
do la biela, en su recorrido. En correspondencia con éstas, se pueden situar 
otras tantas posiciones de un punto cualquiera, C, de la biela, dando lugar 
a la elipse dibujada en la figura. Del mismo modo, se puede dibujar un 
diagrama cinemático del émbolo B en relación con los desplazamientos 
del extremo 4 de la manivela OA. La Fig. 1-14b muestra el diagrama cine- 
mático, donde en el eje de abscisas se representan los desplazamientos linea- 
los del extremo A de la manivela o los ángulos barridos por ésta; y en orde- 
nadas, los recorridos del émbolo B. Es importante señalar que la escala 
en abscisas es completamente arbitraria y no tiene por qué ser la unidad, 
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Trayectoria de C 


Desplazamientos del émbolo 


Posiciones de la manivela 
Diagrama cinemático de D 
(6) 
Fic. 1-15 


ya que lo que importa es ver la relación entre los desplazamientos del 
émbolo y los de la manivela. Se hará uso de este diagrama en el capítulo 2. - 

Como ejemplo de los problemas que se presentan al dibujar esta clase 
de diagramas, supongamos que se nos pide hallar las trayectorias de los 
puntos B y O, y el diagrama cinemático de D para un ciclo del mecanismo 
de la máquina de Atkinson, cuyo esquema muestra la Fig. 1-15a. Este 
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tipo de motor ha quedado anticuado debido a su complejidad mecánica, 
a pesar de su alto rendimiento térmico proporcionado por su corta carrera 
de compresión comparada con la de expansión. Esto se consigue hoy mejor 
con la combinación de un motor diesel y una turbina de gas, accionada 
ésta por los gases del escape de aquél. 

El mecanismo de Atkinson es ingenioso y, por lo tanto, de interés desde 
el punto de vista cinemático. El motor era del tipo de cuatro tiempos y fue 
diseñado de modo que los cuatro tiempos del ciclo se produjesen durante 
una sola revolución de la manivela 0,4, con carreras más largas para los 
tiempos de expansión y escape que para los de admisión y compresión. 
Estudiando el diagrama cinemático del émbolo en la Fig. 1-15b, se puede 
ver hasta dónde se alcanzó ese objetivo. Este diagrama se obtuvo deter- 
minando los desplazamientos del émbolo correspondientes a las 12 posicio- 
nes de la manivela indicadas en la figura y llevándolos como ordenadas de 
un sistema cuyas abscisas eran dichas posiciones (a escala arbitraria) de la 
manivela. El dibujo de las trayectorias de los puntos B y C es sólo un medio 
para obtener el diagrama cinemático del émbolo, pero tiene utilidad en el 
diseño de la manivela. Este mecanismo es un buen ejemplo de lo valioso que 
resulta un diagrama como el de la Fig. 1-15b al estudiar los movimientos 
de las máquinas. 


1-14, Velocidad y aceleración. Estos aspectos del movimiento serán 
estudiados muy brevemente aquí, ya que se tratará de ellos más extensa- 
mente en los capítulos 8 y 9. Ahora se trata solamente de revisar algunos 
conceptos para los lectores, quienes ya tendrán, seguramente, conoci- 
miento de ellos. Velocidad (V) de un punto (también llamada velocidad 
lineal) es la relación entre el cambio de posición de ese punto y el tiempo. 
Es un vector, ya que intervienen magnitud y dirección. Si disponemos de 
una ecuación que exprese la distancia s recorrida por un punto en función 
del tiempo, el valor absoluto de la velocidad es igual a la derivada ds/dt. 
Ejemplos de unidades de velocidad son: centímetro /segundo y metros/mi- 
nuto en el sistema métrico, y pies/segundo y pulgadas/minuto en el sistema 
anglosajón. 

Velocidad angular (w) de una línea es la relación entre el cambio de 
posición angular de dicha línea y el tiempo. Matemáticamente, œ = d0/dt. 
Ejemplos de unidades son: radianes/segundo y revoluciones/minuto. 

Aceleración (A) de un punto (llamada también aceleración lineal) es 
la relación entre el cambio de velocidad y el tiempo. Es una magnitud 
vectorial. Hay dos clases de aceleración: la variación respecto al tiempo 
del módulo del vector velocidad, llamada aceleración tangencial Af; 
y la variación respecto al tiempo de la dirección del vector velocidad, lla- 
mada aceleración normal A". Ejemplos de unidades de aceleración son: 
centímetros /segundo y metros/minuto en el sistema métrico, y pies/segundo 
y pulgadas/minuto en el sistema anglosajón. 

Aceleración angular (a) de una línea es la relación entre el cambio de 
velocidad angular de esa línea y el tiempo. Matemáticamente, a = do/dt. 
Unidades típicas son: radianes/segundo. 

Veamos un ejemplo sencillo que, probablemente, a la mayoría de los 
lectores les será familiar. La Fig. 1-16 muestra un cuerpo rígido que gira 
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alrededor de un eje fijo. Tenemos un punto P del cuerpo que recorre una 
distancia s (sobre el arco) al pasar a la posición P’ mientras el cuerpo ha 
girado el ángulo 0. De la definición de radián, el ángulo 0 en radianes es 
igual a s/r (sin dimensiones). Por lo tanto, 


sp = r0 (1-1) 


donde O debe expresarse en radianes y s y r en las mismas unidades de 
longitud, 


7 


lo) (6) 
Fic 1-16 


El valor absoluto del vector velocidad (su módulo) del punto P en un 
instante cualquiera es 


ds do 


== ri 


ro (1-2) 
Aquí w debe darse en radianes por unidad de tiempo. 
La variación del módulo de Vp es la aceleración tangencial Af. 


d (row) y do 
de d 


A! = ra (1-3) 


La aceleración angular a debe expresarse en radianes por unidad de tiempo 
al cuadrado. La variación de la dirección de Vp es la aceleración normal A%. 


y2 
Ap = Vro = _ = ra? ` (1-4) 


La deducción de la Ec. (1-4) se hace en el capítulo 9, por lo cual la omitimos 
aquí. La mayoría de los lectores seguramente la conocerán. 

La Fig. 1-16b muestra las direcciones apropiadas de las velocidades 
y aceleraciones que se han considerado. 
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1-15. Conclusiones. Se ha visto que todos los mecanismos derivados 
de una cadena cinemática son inversiones de esa cadena. Generalmente 
estas inversiones defieren ampliamente entre sí, tanto en su aspecto como 
en su aplicación. 

Los movimientos de una máquina dependen completamente de las 
posiciones relativas de sus pares y no del tamaño y forma de sus órganos. 
El aspecto de una máquina depende sobre todo del tamaño y forma de sus 
componentes. Los eslabones, aun siendo idénticos cinemáticamente ha- 
blando, pueden tener formas diversas, como en el caso de manivela y excén- 
trica de las Figs. 1-6 y 1-7. 

En el estudio de la mecánica de máquinas no se deben tomar en consi- 
deración los problemas de diseño y fabricación de las piezas, concentrando 
la atención en sus movimientos, para lo cual deben estudiarse principal- 
mente sus esquemás cinemáticos. Una vez conocidas las relaciones cinemá.- 
ticas entre los eslabones de una cadena, se conocen también las de todos 
los mecanismos que, por inversión o ampliación, se derivan de ella. Esto 
es de gran importancia, ya que, sea cualquiera el eslabón fijo, los movimientos 
angulares relativos de los eslabones componentes de una cadena cinemática 
son siempre los mismos. El estudio cinemático de las máquinas se simplifica 
mucho así y se evita la repetición superflua si se estudian las cadenas cine- 
máticas fundamentales en lugar de los numerosos mecanismos que son 
cinemáticamente idénticos. 

El objeto de nuestro estudio puede considerarse desde dos puntos de 
vista distintos: el análisis de las fuerzas y movimientos que tienen lugar 
en una máquina dada y la creación (síntesis) de la máquina que desarrolla 
las fuerzas y movimientos deseados. El proceso más corriente es el primero, 
y a él nos dedicaremos en este libro. 


CAPÍTULO 2 


MECANISMOS ARTICULADOS Y UNIONES FLEXIBLES 


En el Art. 1-7 fue definido un eslabón como un cuerpo rígido que con- 
tenía dos o más elementos de enlace, por medio de los cuales podía unirse. 
con otros cuerpos, con objeto de transmitir fuerza o movimiento. _La 
expresión mecanismo articulado se refiere al formado por eslabones tales 


como manivelas, palancas y bielas, con pares giratorios o deslizantes recti- 
_líneos. excluyendo, por lo tanto, de. esta clasificación a las levas, los engra- 


_najes y los órganos de unión flexible como correas, cables y cadenas. _ 
Las levas y los engranajes serán tratados en posteriores capítulos. 

La primera parte de este capítulo se dedicará a varios mecanismos articu- 

lados típicos y la última a las uniones flexibles de correa, cable y cadena. 


2-1. Funciones del mecanismo articulado. La función de un meca- 


nismo articulado es obtener movimiento giratorio, oscilante o alternativo, 


“de la rotación de una manivela, o al revés, Más concretamente, convertir: 


1. Rotación continua en rotación. continua, con una relación de velo- 


dal Mo oscilatorio en oscilatorio o > alternativo en alternativo. 
con una relación de velocidades constante o variable. 


2-2. Mecanismo de cuatro articulaciones. Uno de los ejemplos más 


sencillos de esta clase de mecanismos es el de cuatro articulaciones, el cual 
puede dar lugar a una gran variedad de mecanismo de uso muy frecuente, 

por ligeras modificaciones, tales como cambiar: el carácter de los pares, 

las proporciones de los eslabones, ete. Además, por combinación de dos o 
más mecanismos de esta clase pueden obtenerse gran número de mecanis- 
mos más complejos. Un caso típico se muestra en la Fig. 2-6. La gran 
mayoría de los mecanismos de cuatro articulaciones está comprendida en 
las dos clases siguientes: (1) mecanismos de cuatro barras y (2) mecanismos 
de biela y manivela, 


2-3. Mecanismo de cuatro barras. Este mecanismo articulado tiene 


cuatro eslabones en forma de barra y cuatro pares giratorios, como muestran 
Tas Figs. 2-1 y 2-2, en las que se han representado un mecanismo articulado 
abierto y uno cruzado, respectivamente. El eslabón fijo puede ser, realmente, 
una barra, pero más a menudo está constituido por la bancada o bastidor 
de la máquina, y, en ese caso, es una gran pieza de fundición de forma. 
irregular. 
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Para facilitar el estudio, a uno de los órganos giratorios del mecanismo 
de cuatro barras le llamaremos manivela u órgano motor y al otro balancín 
u órgano seguidor. El eslabón flotante que conecta a esos dos será llamado 
biela, y el fijo, bastidor. 


Biela e 


Fic. 2-1 Fic. 2-2 


En algunas de las aplicaciones de este mecanismo, la manivela tiene 
movimiento de oscilación, mientras que en otros casos es capaz de dar 
vueltas completas. Lo mismo puede decirse del balancín. En algunos casos 
menos frecuentes, ambos deben dar vueltas enteras. Con objeto de cumplir 
los requisitos de ciertos tipos de movimiento, es necesario mantener las 
longitudes relativas de los eslabones dentro de límites bien definidos. Al 
fijar las dimensiones de los eslabones, hay que tener en cuenta, que se deben 
evitar o neutralizar los puntos muertos en el movimiento del órgano motor. 


2-4. Puntos muertos. Sea 2 el eslabón motor y 4 el seguidor en la 
Fig. 2-3. Las longitudes son tales, que ninguna de las piezas puede dar una 


Fra. 2-3 Fic. 2-4 


vuelta completa. El eslabón 2 puede oscilar entre las posiciones extremas 
2!” y 2'*”, y el 4 entre las 4’ y 4””. La posición 4'”* del balancín es un punto 
muerto, porque, es evidente, que cualquier esfuerzo motor de la manivela, 
transmitido por la biela 3, será radial y no producirá, por lo tanto, ningún 
ofecto giratorio sobre el eslabón 4. En las aplicaciones prácticas de tal 
mecanismo, el movimiento permitido es mucho menor del máximo posible. 
Esta es una restricción conveniente, puesto que el funcionamiento no es 
suavo cuando el balancín está cerca de un punto muerto. 
En la Fig. 2-4 se muestra un mecanismo de cuatro barras, en el cual el 
órgano motor puede dar vueltas completas, mientras el seguidor 4 oscila 
ntro 4' y 4*”, Puedo verso que, si el eslabón 4 se convierte en motor, habrá 
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«dos puntos muertos en el ciclo. En este caso, si se quiere que la manivela 2 
dé vueltas complotas, es preciso neutralizar estos puntos muertos por medio 
de algún agente exterior: un volante, por ejemplo. 

2-5. Combinaciones de mecanismos de cuatro barras. Con dimensio- 
nen apropiadas y elección adecuada de las posiciones relativas de sus esla- 
bon, un mecanismo de cuatro barras es capaz de producir gran variedad 
de movimientos relativos entre la manivela y el balancín. La disposición 
do ln Fig. 2-5 es solo una, entre la gran diversidad de posibilidades. Si la 
manivela 2 gira a derechas, con movi- 
miento uniforme, barriendo el ángulo ba, 
el balancín 4 girará, en el mismo senti- 
do, un ángulo mucho menor, 0,, y con 
velocidad decreciente, que se anulará 
cuando el eslabón 2 llegue a la posi- 
ción 2’. Al invertir el movimiento de 
la manivela, el eslabón 4 volverá ha- 
cia su posición inicial, moviéndose len- 
tamente al principio, para aumentar 
después su velocidad gradualmente. Este tipo de movimiento ha sido 
usado con la válvula de Corliss en las máquinas de vapor para asegurar 
la rapidez de la apertura y el cierre de las válvulas. En este caso particular 
ninguno de los eslabones 2 ó 4 da una vuelta completa, sino que oscilan 
dentro de ángulos relativamente pequeños, que no exceden, en general, 
a los ya señalados 0, y 0, en la figura. 

Cuando los eslabones 2 y 4, y 1 y 3 de la Fig. 2-5 son iguales, formando 
un paralelogramo, los órganos motor y seguidor llegan a sus puntos muertos 
simultáneamente, y si el primero da una vuelta completa, debe disponerse | 
algún medio especial para asegurar el funcionamiento adecuado del segundo. 

La aplicación de estos dispositivos, y muchos otros, a diversos meca- 

nismos será tratada en los siguientes artículos de este capítulo. 
"La válvula de Corliss de la Fig. 2-6 es uno de tantos ejemplos en los 
que hay combinaciones de mecanismos articulados de cuatro barras. 
Al anillo 6 se le comunica un movimiento oscilatorio por medio del giro. 
completo del órgano motor 2, el cual tiene en la realidad forma de excén- 
trica. El mecanismo articulado 1, 6, 13, 14, que acciona una de las válvulas 
de escape, moverá lentamente al eslabón 14 cuando M esté cerca de M,, 
o sea, cuando la válvula esté cerrada, pero entre M y M,, cuando la válvula 
se está abriendo o cerrando, el movimiento de 14 será mucho más rápido. 
Lo mismo puede decirse en el caso de las válvulas de admisión y el meca- 
nismo articulado 1, 6, 7, 8. 

Es interesante notar que la parte principal del aparato, representada 
en la Fig. 2-6, está compuesta enteramente de mecanismos de cuatro barras 
(en número de seis) y que proporciona ejemplos de cuatro tipos distintos 
de tales mecanismos. El conjunto 1, 2, 3, 4 tiene, en la excéntrica 2, un 
corto brazo de manivela (en esquema) que da una vuelta completa y comu- 
nioa al balancín 4 una oscilación simétripa alrededor de 0,0, a través de 
la biela 3. En el conjunto 1, 4, 5, 6 esta oscilación se transmite al anillo 6, 
quien, en lo que respecta a esta parte del mecanismo, está suficientemente 


Fic. 2-5 
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representado por el radio O¿D. El conjunto 1, 6, 7, 8 es un ejemplo de 
mecanismo articulado de cuatro barras abierto, y el 1, 6, 13, 14, cruzado. 
No se describe el resto del aparato, en el que los brazos 7 y 9 abren y cierran, 
alternativamente, sus respectivas válvulas. 


(El bastidor es 1) 


2-6. Mecanismo de contramanivela. Una aplicación corriente del 
mecanismo articulado de cuatro barras, en el que hay rotación continua 
de manivela y balancín, se halla en el mecanismo de contramanivela mos- 


to) 


Fia. 2-7 


trado en la Fig. 2-7a, donde toma la forma de un mecanismo de retroceso 
rápido de una mortajadora. En la Fig. 2.75 se da solamente el esquema de 
los órganos giratorios principales. Este mecanismo tiene por objeto trans- 
formar la velocidad angular constante de la manivela 2 en una velocidad 
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angular variable del balancín 4, dando este último una revolución en el 
mismo tiempo que la manivela, pero sin conservar la constancia de su 
velocidad angular. Para el adecuado funcionamiento de este mecanismo 
se requiere que los dos órganos citados sean capaces de dar una vuelta 
completa sin que haya puntos muertos. Esto se consigue cuando, refi- 
riéndonos al esquema cinemático representado en la Fig. 2-7b, se verifican 
las relaciones siguientes: 


c>d+b—a 
y c<a+b—d 
con lo cual d+b—a<a+b—d 
y por consiguiente d<a 


El mejor medio de comprender la actuación de este mecanismo es dibu- 
jar su diagrama cinemático, tal como se ha hecho en la Fig. 2-8. El esquema 


B Carrera de trabajo —=— Carrera > 
en vacio 


o IN 


O i 234 6 7 8 9101112 
Posinionos de la manivela 
Diagrama cinemático de D 


(6) 


Desplazamientos del carro 


Fra, 2-8 


completo dibujado en a muestra las proporciones de sus distintos órganos 
para el tipo de mortajadora de la Fig. 2-74. El eslabón 2 es el órgano motor 
o manivela que gira uniformemente, el 3 es la contramanivela, y el 4 es el 
órgano seguidor que, a su vez, mueve el cabezal portaútil 6, a través de 
la biela 5. En b las abscisas representan los desplazamientos angulares de 
la manivela, y las ordenadas los desplazamientos correspondientes del 
cabezal. Puesto que los desplazamientos angulares son proporcionales al 
tiempo, la Fig. 2-8b muestra que el tiempo de retorno es, aproximadamente, 
la mitad del tiempo de trabajo. 
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2-7. Mecanismo de biela y manivela. Este mecanismo de cuatro 
articulaciones, que tiene una amplia y conocida aplicación en los motores 
de gasolina, diesel y de vapor, es simplemente un caso especial del meca- 
nismo de biela y balancín. Para. 
ver esto más claramente, note- 
mos, en primer lugar, que si el 
brazo del balancín tiene una lon- 
gitud considerable, como en la 
Fig. 2-9, puede ser preferible rem- 


Pra. 2-9 Fra. 2-10 


plazarlo por un dado deslizable en una ranura curva, como indica la figura. 
Si dicha longitud es infinita, ambos, ranura y dado, dejan de ser- curvos 
para convertirse en rectos, como se ve en la Fig. 2-10, y el mecanismo: 
pasa a ser el normal de biela y manivela. 


2-8. Variantes del mecanismo de biela y manivela. Hay numerosas. 
variantes del mecanismo de biela y manivela, algunas de las cuales serán 
tratadas aquí. En la Fig. 2-11, la biela ha sido sustituida por un dado 
deslizante, por expansión del par C hasta incluir el B. El esquema del meca- 


Fra. 2-11 


nismo (línea de trazos) muestra, sin embargo, que aunque la forma de los 
cslabones ha sido ampliamente modificada, el fundamento cinemático del 
mecanismo no ha cambiado. Los movimientos relativos de sus órganos, 
por lo tanto, seguirán siendo los mismos. Con una ligera modificación, el 
mecanismo de la Fig. 2-11 tiene aplicación en las máquinas de punzonar 
y cizallar. En la Fig. 2-12 se muestra parte del cabezal de tales máquinas. 
A la excéntrica 2 se le comunica una rotación uniforme por medio del 
árbol principal que gira alrededor del eje O. La excéntrica transmite su 
movimiento, a través de la biela 3, al cabezal 4, comunicándole un movi- 
miento vertical alternativo, con un recorrido igual al doble de la excen- 
tricidad. El punzón P se une al cabezal, participando del movimiento de 
ésto para realizar su trabajo sobre la pieza W. En b se da el esquema del 


24 MECANICA DE MAQUINAS 


mecanismo, viéndose claramente que, desde 
el punto de vista cinemático, no es otra cosa 
que el clásico mecanismo de biela y manivela, 
en el que el par C se ha ampliado hasta 
z4? incluir los B y A. 
2-9. Biela de longitud infinita. Cuando 
3 la ranura del mecanismo de la Fig. 2-11 es 
C recta, tal como aparece en la Fig. 2-13, el 
4 mecanismo es equivalente a uno de biela y 
(6) manivela cuya biela sea de longitud infinita. 
Este mecanismo se conoce como yugo escocés. 
La rotación uniforme de la manivela 2 co- 
munica un movimiento armónico simple a la 
cruceta 4. Esto puede verse del siguiente 
modo: Refiriéndonos a la Fig. 2-13, veamos 
los recorridos de la cruceta, midiendo los 
desplazamientos de la línea central de su ranura. Cuando el ángulo 0 
de la manivela es cero, la línea central de la ranura pasa por el punto B,, 
que queda a una distancia R del centro O,, siendo R el brazo 40, de la 
manivela. Al aumentar 0, la línea central de la ranura se mueve hacia la 
izquierda. Si llamamos x a la distancia de la línea central de la ranura 
al punto B, el desplazamiento de B es 
` 


lo) 
Fic. 2-12 


x= R— R cos 0 = R(1 — cos 0) (2-1) 


La velocidad de B es 
d 
Vs = S = Ro sen 0 (2-2) 


donde w = d0 /dt. 
La aceleración de B es (para œw constante) 


As == = Ro? cos O (2-3) 


Se dice que un punto tiene movimiento armónico simple si se mueve 


Fic. 2-14 


sobre una línea recta, con aceleración proporcional a su distancia desde un 
origen y Uirigida hacia ese origen. El punto B, por consiguionto, tiono esta 
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clase de movimiento, puesto que su aceleración es proporcional a su dis- 
tancia R cos 0 a O, y dirigida hacia O,. Otro ejemplo muy claro es el 
siguiente: 

Si un punto se mueve sobre una circunferencia con velocidad angular 
uniforme, su proyección sobre un diámetro de aquélla tiene movimiento 
armónico simple. 

2-10. Biela de longitud finita. En el caso del mecanismo ordinario 
de biela y manivela, en el que la biela debe ser de longitud finita, es obvio 
que el movimiento de la cruceta no es armónico simple. La diferencia entre 
ambos, conocida como oblicuidad de la biela, puede hallarse comparando 
desplazamientos. En la Fig. 2-14, sean: R el brazo de la manivela, L la 
longitud de la biela y x el desplazamiento de la cruceta respecto a su posi- 
ción extrema de la derecha. Se verifica * 


x = R + L— R cos 0 — L cos ġ 
= R(1— cos 0) + L(1 — cos q) 
= R(1— cos 0) + L(1 — Y 1— sen? $) 


R 2 
= R(1 — cos 0) + L la — |/1— (z) sen? o| (2-4) 


Esta eg la fórmula exacta. Una fórmula simplificada, suficientemente 
precisa para los valores normales de R/L (1/3,5 ó menor), puede obtenerse 
desarrollando la serie binomia constituida por el radical, y tomando, sola- 
mente, los dos primeros términos. De este modo resulta 


a . 
æ = R(1 — cos 0) + Sr sen? 0 aprox. (2-5) 


La comparación de las fórmulas (2-5) y (2-1) muestra que la diferencia 
entre los movimientos del mecanismo de biela y manivela y el armónico 
simple viene representada por el segundo término en la expresión (2-5). 

En la Fig. 2-15b se representan los desplazamientos de la cruceta en 
función del ángulo recorrido por la manivela, para el yugo escocés (biela 
infinita) y para un mecanismo ordinario de biela y manivela con una rela- 
ción R/L = 1/4. Debe notarse que, para un mismo brazo de la manivela, 
ol movimiento de la cruceta se separa del armónico simple, tanto más 
cuanto menor es la longitud de la biela. 

Un método gráfico práctico para obtener los desplazamientos de la 
erucota, correspondientes a posiciones dadas de la manivela de un meca- 
nismo ordinario de esta clase, se indica en la Fig. 2-15a. Para cualquier 
posición do la manivela, tal como 4,, el desplazamiento X, de B desde el 
limito derecho de la carrera: es igual al segmento A,P, comprendido entre 
el ofroulo doscrito por la manivela y el arco MN, cuyo radio es la longitud 
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de la biela. Del mismo modo, el desplazamiento X, de la cruceta desde el 
extremo izquierdo de la carrera es A¿P4. 


Centro del 


Desplazamientos 
de la cruceta 


01234567 89101112 
Ángulos de la manivela 
Diagrama cinemático de B 
tb) 


Fria. 2-15 


2-11. El yugo escocés. La Fig. 2-16 muestra una aplicación del yugo 
escocés que ha sido usada de vez en cuando en pequeños motores y máqui- 
nas de vapor. P es el cilindro de la bomba y $ el cilindro de la máquina 
de vapor. El volante gira sobre el árbol Q. El valor práctico de esta modi- 
ficación del mecanismo de biela y manivela consiste en obtener un meca- 
nismo más compacto que el que se obtendría con una biela de longitud 
finita. Tal como se ha dispuesto en la citada figura, constituye un medio 
de introducir el volante regulador en una bomba de vapor o compresor, 
con poco aumento de volumen, pero es un dispositivo delicado y las super- 

ficies de fricción entre el dado y la ra- 
La barra 4 tiene movimientos nura son difíciles de mantener con la 
de vaivén al girar 2 adecuada lubricación. 

Con las proporciones de la Fig. 2-17, 
con un gran bloque rodeando una 
excéntrica de pequeña carrera, cons- 
tituye un mecanismo corrientemente 
usado en las máquinas de punzonar 
y cizallar, siendo su funcionamiento 

Fra, 2-16 el mismo del mecanismo similar de 

: la Fig. 2-12. Hay que señalar, sin 
embargo, que el nombre de yugo escocés debe aplicarse solamente al meca- 
nismo en su forma básica de la Fig. 2-16. 


2-12. Mecanismos de palanca. Cuando el mecanismo de biela y mani- 
vela sp acerca al centro muerto indicado por las posiciones de los eslabones 
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2,3 y 4 de la Fig. 2-18, hay un aumento rápido en la relación entre la resis- 
tencia Q y el esfuerzo motor P. Sea Q la resistencia en C, P la fuerza ver- 


Fic. 2-17 Fra. 2-18 


tical aplicada a B, y a el ángulo que cada eslabón forma con la línea de 
acción de C. Si 2 y 3 son de la misma longitud, 


P 

— = 2t 

Q 2 tg a 
Este medio de vencer una gran resistencia con una fuerza pequeña for- 
mando un ángulo llano entre dos eslabones es conocido como efecto de 
palanca. El mecanismo de palanca se aplica en distintas formas en que- 
brantadoras, prensas, remachadoras neumáticas, alicates, embragues de 
fricción, etc. La Fig. 2-19 muestra un ejemplo de un mecanismo de palanca, 
tal como se aplica en un tipo de quebrantadora de piedra. La Fig. 2-20 
representa un par de alicates de palanca que ejercen una potente acción 
de agarre. 


Fig, 2-19 


2-13. Mecanismo articulado isósceles. Otra modificación interesante 
del mecanismo de biela y manivela es la obtenida haciendo que ambas sean 
do la misma longitud, como en la Fig. 2-21. En esta disposición estos dos 
órganos siempre forman un triángulo isósceles ABC con la línea de acción 
DE del órgano deslizante. Por este motivo este dispositivo es llamado 
algunas veces mecanismo articulado isósceles. Es evidente que por cada 
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rotación completa de la manivela 2, el recorrido del órgano deslizante C es 
DE = 44B. Con esta disposición ABC, la corredera O no puede tener 
movimiento en el punto central A de su carrera. En las aplicaciones prác- 
ticas de este mecanismo se asegura este movimiento por el sencillo proce- 
dimiento de prolongar el eslabón CB hasta F, donde se le añade otro órgano 
deslizante guiado de la misma manera 
que en C. Con esto los movimientos 
t=) de los distintos eslabones resultan in- 
dependientes de AB y, por lo tanto, 
puede hacerse caso omiso de aquella 
restricción. - 
El mecanismo articulado isósceles 
es la base para gran número de útiles 
Frc. 2-20 artificios, entre los cuales se cuenta 
el elipsógrafo, un instrumento para 
dibujar elipses. El principio de funcionamiento del elipsógrafo se muestra 
en la Fig. 2-22. Si la varilla AC tiene los dos puntos A y C guiados en líneas 
rectas perpendiculares, cualquier otro punto de la varilla, como el D, 
trazará una elipse. 


Sean DC = b y DA =a 
y así DE = y = b sen 0 
y DF = x = a cos 0 
2 y? 
de donde + + £= = cos? 0 -+ sen? 0 = 1 (2-6) 


que es la ecuación de una elipse. Para el caso particular del punto medio B 
de AC, la elipse se transforma en circunferencia. Esto puede verse fácil- 
mente en la Fig. 2-21. 


l Fig. 2-21 Fra. 2-22 


Este mecanismo es también la base para conseguir movimientos rec- 
tilíneos que tienen aplicación en ciertos tipos de mecanismos indicadores. 
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2-14. Inversiones del mecanismo de biela y manivela. El significado 
del término inversión, tal como se aplica a los mecanismos, se ha explicado 
en el capítulo 1. Las inversiones del mecanismo articulado de biela y mani- 
vela dan lugar a varios mecanismos harto conocidos, el más importante 
de los cuales es, probablemente, el mecanismo motor. 


(o) T) 
Fic. 2-23 


Las Figs. 2-23, 2-24 y 2-25 se han elegido y ordenado con el propósito 
de mostrar, no sólo ejemplos comunes de inversiones del mecanismo de 
biela y manivela, sino también ejemplos típicos de identidad cinemática 
de máquinas que, a primera vista, parecen ser muy diferentes. 

En cada figura, el esquema cinemático se da en a, mientras b y c repre- 
sentan dos mecanismos cinemáticos idénticos que han sido derivados de 
aquél. Los eslabones han sido numerados de modo similar, de tal manera 
que las figuras se explican casi por sí solas, 


(07) (6) 
Fic. 2-24 


1. La primera inversión. En la primera inversión (Fig. 2-23), con el 
eslabón 1 fijo, b representa el mecanismo motor ordinario, en el cual el ém- 
bolo 4 es el órgano motor, y c representa un mecanismo de bomba, donde 
la manivela 2 es ahora el órgano motor. 

2. La segunda inversión. La segunda inversión (Fig. 2-24) es el 
resultado de fijar la biela 3 del mecanismo original. En b se muestra una 
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forma del motor oscilante en el cual el dado deslizante 4 se ha desarrollado 
hasta formar un cilindro con muñones, y el bastidor original 1 se ha con- 
vertido en émbolo y vástago. Este tipo de motor ha tenido limitada apli- 
cación como máquina para levantar pesos. Su principal ventaja es su 
construcción barata, ya que es muy sencillo de alimentar con vapor. Es 
también la forma usual de la máquina de vapor de juguete. Una inversión 
más útil es el mecanismo motor de limadora mostrado en c. El mecanismo 
debe prolongarse más allá del eslabón 4 para conectarlo al cabezal del carro 
porta-útil. El objeto de este mecanismo, tal como se aplica en la limadora, 
es asegurar una lenta carrera de corte y una rápida carrera de retorno 
de la herramienta. 

3. La tercera inversión. En la tercera inversión (Fig. 2-25) la mani- 
vela 2 del mecanismo original se hace fija, formando el bastidor. El meca- 
nismo de retroceso rápido de Whitworth, mostrado en b, se deriva de esta 
inversión y se usa en las limadoras y otras máquinas herramientas. La 
rueda 3, girando sobre el eje O, y llevando el tetón A sobre el que pivota 
el dado 4, corresponde a la biela 3 del mecanismo original y actúa como 
órgano motor. El eslabón 1, girando sobre el eje O}, es movido con velo- 
cidad angular variable y lleva el muñón B que puede ajustarse a distancia 
variable de O, para modificar el recorrido del dado al cual está conectado 
por medio de un eslabón adicional. El tipo de motor giratorio mostrado” 
en c, usado en un tiempo en aviación, es otro ejemplo interesante de esta 
inversión, en la cual la manivela es el órgano fijo, los cilindros están mon- 
tados en un bastidor giratorio de eje O,, y las bielas están articuladas al 
muñón A de la manivela. 

_ 4. La cuarta inversión. La cuarta inversión, obtenida fijando el dado 
deslizante (eslabón 4) del mecanismo original, no da lugar a otro meca- 
nismo de suficiente valor práctico para justificar su estudio. 


0) 


Fic. 2-25 


2-15. Mecanismos de retroceso rápido. Se acaba de ver que dos 
mecanismos muy importantes de retroceso rápido se derivaban, por inver- 
sión, del de biela y manivela. Estos eran: el mecanismo ordinario de máquina 
limadora (Fig. 2-24c) y el de retroceso rápido de Whitworth (Fig. 2-25b), 
que se usa en limadoras, mortajadoras, etc. 
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Un mecanismo de retroceso rápido puede definirse como aquel en el 
cual la carrera de trabajo del útil se realiza despacio, y en cambio la de 
retorno en vacío se hace a gran velocidad, consiguiéndose esto con movi- 
miento de rotación uniforme de una manivela. La manera de lograr esto 
en el caso del mecanismo de limadora puede verse en el diagrama cinemá- 
tico de la Fig. 2-26. En a se da el esquema del mecanismo de la Fig. 2-24c, 
prolongándolo de modo adecuado más allá del eslabón 4 para la conexión 
al carro porta-herramienta que se representa por el eslabón 6. En el diagrama 
cinemático de b se han tomado en abscisas los desplazamientos angulares 
de la manivela 2, y en ordenadas los correspondientes desplazamientos 
del carro 6. 

En el estudio de los mecanismos de retroceso rápido se utiliza con fre- 
cuencia la expresión «razón de tiempos», que define, simplemente, la 
relación entre el tiempo invertido en la carrera de trabajo y el requerido 
por la carrera de retorno, suponiendo en ambos casos que el órgano motor 
tiene movimiento de rotación uniforme. Refiriéndonos a la Fig. 2-26, es 


Carrera 


— en vacio — 


Desplazamientos 
del carro 


56 7 89 
Angulos de la manivela 


Diagrama cinemático de C 
lo) (6) 
Fig. 2-26 


evidente que, en el caso del mecanismo de limadora, el carro 6 está al final 
de su carrera cuando la manivela 2 es perpendicular al balancín 4. La 
carrera de corte tiene lugar mientras la manivela gira el ángulo a, y la de 
retorno mientras gira el ángulo $. Puesto que la manivela tiene movimiento 
de rotación uniforme, es evidente que los tiempos de ambas carreras deben 
ser proporcionales a esos ángulos, esto es, la razón de tiempos es igual a a/f. 

Otro tipo de mecanismo de retroceso rápido, en el cual no hay pares 
deslizantes entre el primer eslabón motor y el último eslabón conducido, 
os el mecanismo de contramanivela de las Figs. 2-7 y 2-8. 

Antiguamente se emplearon ruedas dentadas elípticas en estas máquinas 
herramientas para asegurar el movimiento de retroceso rápido. Aunque 
han sido abandonadas con este objeto, se usan de vez en cuando en otras 
mecanismos cuando se desea un efecto de retroceso rápido. 
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2-16. El acoplamiento de Oldham. Un llamativo ejemplo de inver- 
- sión se encuentra en el acoplamiento de Oldham de la Fig. 2-27a. Esta es 
una forma bien conocida de acoplamiento flexible usado para transmitir 
velocidad angular uniforme entre árboles paralelos. Como se muestra en el 
esquema de la Fig. 2-27b, puede verse que es una inversión del mecanismo 
de la Fig. 2-21 (en su forma práctica), con el eslabón 3, en vez del 1, come 
órgano fijo. Con el eslabón 1 fijo (Fig. 2-27b), el lugar geométrico O del 
centro de la cruz es una circunferencia de diámetro AB. Sean O y O” dos 
posiciones del centro de la cruz. Los ángulos OAO’ y OBO’ son iguales, 
como puede deducirse, por simples consideraciones geométricas, de la figura. 
Por consiguiente, si el eslabón 2 gira un ángulo OBO”, el 3 girará un ángulo 
igual, OAO”. Si 2 y 3 están montados sobre árboles, como se ve en la forma 
real del acoplamiento en la Fig. 2-27a, puede transmitirse movimiento 
giratorio de uno a otro con una relación de velocidades angulares igual a 
la unidad. Evidentemente el centro O de la cruz se moverá sobre una, 
circunferencia cuyo diámetro A.B es la distancia entre los ejes de ambos 
árboles. El disco 4, en lugar de tener dos ranuras en ángulo recto como en 
la Fig. 2-27b, se construye con una ranura en una cara y un nervio en la 
otra, formando ambos ángulo recto, tal como se muestra en la Fig. 2-27a. 


» Fic. 2-27 


La pieza 4 puede ser también un simple bloque cuadrado acoplado a sendas 
acanaladuras de las piezas 2 y 3, como se indica en la Fig. 2-28. 

2-17. Movimientos reductores. En la Fig. 2-29, los tres mecanismos 

que pueden usarse con el mismo propó- 

LO sito muestran una variante cinemática 

. interesante del mecanismo de biela y 

Cs manivela. La manivela 2 se dispone 

Bloque cuadrado SE 54 


aquí para que tenga solamente movi- 


que se desliza miento oscilatorio, con objeto de dar 
en las acanaladuras al tirante C, que acciona el tambor 
de las dos ea del indicador de un motor o compre- 
OR sor, una copia reducida del movimien- 


to de la cruceta 4. 

2-18. Cámaras de movimiento. El término «cámara de movimiento» 
abarca mecanismos del tipo mostrado en la Fig. 2-30, usados como bombas 
de presiones relativamente bajas y como compresores de presiones mode- 
radas, Aunque las cámaras de movimiento se construyen en una gran 
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variedad de formas, pueden clasificarse en dos grupos: 1) aquellas que tienen 
un solo rotor o rodete colocado excéntricamente dentro de un cuerpo cilín- 
drico, como en la Fig. 2-30 (se verá que este tipo se construye corrientemente 


Fic. 2-29 


fundándose en el mecanismo de biela y manivela) y 2) aquellas que tienen 
dos rotores, cada uno de ellos concéntrico con su parte correspondiente 
del cuerpo de la bomba (Fig. 2-32), trabajando los dos juntos como un par 
de ruedas dentadas, aunque accionados desde el exterior del cuerpo. 

En la Fig. 2-30, el hecho de que el mecanismo es, en esencia, de biela 
y manivela, se pone claramente en evidencia al dibujar su esquema. La 
manivela y la biela están incorporadas a la excéntrica interior 2 y al anillo 
exterior 3, respectivamente, y la.cruceta 4 en el tabique oscilante. Es 
interesante observar que la excéntrica 2 puede considerarse como formada 
por la ampliación de los elementos de enlace de A (Art. 1-11), absorbiendo 
con ello a la manivela 04; del mismo modo, el anillo 3 se forma ampliando 
el elemento externo o hueco del par A, con lo que sustituye a la biela AB. 
El desplazamiento variable se mantiene entre el punto de contacto Q del 
rotor con el cuerpo de la bomba 1 y el tabique oscilante 4. En la Fig. 2-31 se 


Fic. 2-30 Fic, 2-31 


muestran dos tipos de bombas de funcionamiento similar, pero con ele- 
mentos móvilos en el rotor, que se mantienen en contacto contra la pared 
interior del cucrpo por la fuerza centrífuga creada por el giro del rotor. 
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Los dispositivos de la Fig. 2-32 se usan normalmente en grandes bombas 
soplantes. El movimiento relativo correcto entre los dos rotores se consigue, 
en cada caso, por la pareja de ruedas iguales (indicadas por las circunferen- 
cias de trazos) situadas fuera del cuerpo de la bomba. Puesto que en estos. 
mecanismos de cámaras con ruedas éstas son dentadas, el estudio de sus 
propiedades cinemáticas se hará al tratar los engranajes dentados, en vez 
de hacerlo aquí. 


2-19. Mecanismos de línea recta. Un mecanismo de línea recta es el 
proyectado para hacer que un punto de uno de sus órgamos se mueva, 
exacta o aproximadamente, sobre una línea recta. Para evitar el roza- 
miento y las dificultades constructivas que surgen al usar guías rectilíneas, 
se emplean, casi invariablemente, en estos mecanismos eslabones con 
pares giratorios. Con este objeto se han concebido numerosos mecanis- 
mos articulados, solamente algunos de los cuales se considerarán aquí. 

l. Mecanismos de línea recta aproximada. El mecanismo de línea 
recta de Watt (uno de los primeros y mejor conocidos mecanismos de línea 
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recta aproximada) se muestra en la Fig. 2-33 en su forma más sencilla. 
Los eslabones 2 y 4 están articulados en O, y O, respectivamente, y sus extre- 
mos libres están conectados por intermedio del eslabón 3. En la posición 
media, los eslabones 2 y 4 son paralelos, y el 3 perpendicular a ambos. 
No es indispensable, sin embargo, que el órgano de unión 3 sea perpendicu- 
lar a 2 y 4. P es un punto del órgano 3 que traza una línea aproximadamente 
recta, dentro de ciertos límites. La 
trayectoria de P tiene forma de 8, 
como muestra la figura. Esta trayec- 
toria es función, no sólo de los brazos 
2 y 4, sino también de la situación de 
P en el órgano 3. Se puede ver que el 
funcionamiento se basa en el hecho 
de que cuando la barra trazadora es 
desviada en un extremo por uno de los 
brazos recibe en el otro extremo una 
desviación compensadora, Si 2 y 4 son de la misma longitud, P se sitúa 
en el punto medio de 3. En general, los segmentos AP y BP son inversa- 


Fic. 2-33 
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mente proporcionales a las longitudes de los brazos de los órganos adya- 
centes. 

2. Mecanismos de línea recta exacta. El mecanismo de línea recta 
exacta mejor conocido es el de Peaucellier, mostrado en la Fig. 2-34. Dos 
eslabones iguales 2 y 3 tienen un centro fijo O. Los órganos 4, 5, 6 y 7 son 
iguales, y el 8, que tiene un centro fijo en Q, es igual a la distanciaFO Q. 
P se ve obligado a moverse sobre una línea recta exacta, mn, dentro de los 
límites constructivos. Esta afirmación puede probarse al señalar que en 
cualquier situación del mecanismo, PP’ es perpendicular a OP’ en P’, el 
cual está a una distancia fija de O. Considerando el estado dibujado con 
líneas llenas 


(OA? — (OD? = (AP? —(PDY 
o (OA? — (APF = (OD? — (PDF =, 
= (OD + PDXOD — PD) = 
= (OP)(00) 


Por lo tanto, el producto (OP) (OC) es una constante. Consideraremos 
ahora el mecanismo en su posición media, cuando C pasa a C” y P pasa 
a P'. Entonces (0C”) (OP’} = (00) (OP), o lo que es igual, 


oc” OP 


oc OP" 


y OQ = QC = QC”, por consiguiente O, © y C’ están sobre una semi- 
circunferencia, lo que hace que el án- : A 
gulo OCC” sea recto. 

En los triángulos COC" y POP" el 
ángulo POP’ es común, y, puesto que 
los lados son proporcionales, los trián- 
gulos son semejantes. 

Así pues, ya que el ángulo OCC" es 
recto, el PP'O también lo será. 

Del mismo modo se puede demos- 
trar, para otra posición cualquiera del 
mecanismo, que la línea PP’ es perpen- 
dicular a OP’ en P’ y, por consiguiente, 
P se mueve sobre una línea recta. 

Si la longitud de CQ se hace ajusta- 
ble, de modo que no sea igual a OQ, el 
punto P describe una curva. Tal disposi- 
tivo constituye el fundamento de un 
compás para trazar curvas muy precisas, Fic. 2-34 
como en el caso de los ferrocarriles. 

2-20. Copiadores. El pantógrafo. Esta clase de mecanismos se com- 
pono principalmente de variaciones del pantógrafo. El pantógrafo es un 
mecanismo articulado de cuatro barras dispuestas de modo que forman 
un paralelogramo en ol cual si un punto se mueve sobre una línea cualquiera, 
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algún otro punto está obligado a describir una línea semejante, ampliada 
o reducida. 

La Fig. 2-35 muestra uno de tales mecanismos, en el cual los eslabones 
forman un paralelogramo con una de las articulaciones fijada al punto O. 
Un punto p sobre ab, que también pertenece a la recta que une P y O, se 
moverá sobre una trayectoria semejante a la descrita por P. Supongamos 
que P se mueve hasta P’ por el camino indicado de trazos; entonces p pasa 
a p” por un camino semejante. De la figura se deduce inmediatamente que 


OP cP 
Op — cb 
; OP' eP 
y también Op = Po 
Pero cP=cP' y cb = c'b' 
OP OP' 
Por lo tanto, Op = Or. 


Es decir, que la relación de las distancias de p y P a O es una constante. 
Puesto que OcP y pbP son triángulos semejantes en todas las posiciones, 
el punto p siempre caerá sobre la recta que une O con P. Por consiguiente, 
los movimientos angulares de los puntos p y P alrededor de O son los 
mismos. Cualquier trayectoria de P está determinada por su movimiento 
angular alrededor de O y por su radio vector respecto al polo O. Ya que los 
movimientos angulares de P y p alrededor de O son iguales, sea cualquiera 
el movimiento de estos puntos, y, puesto que los radios vectores de p y de P 
guardan una relación constante, las trayectorias de ambos puntos serán 
semejantes. 


Fic. 2-35 


El pantógrafo es el instrumento típico para copiar, dibujar mapas, 
grabados, etc., a escala ampliada o reducida. También se usa frecuentemente 
para aumentar o reducir movimiento en una determinada proporción, 
como en el caso del indicador de un motor, donde el movimiento de la 
cruceta se reduce proporcionalmente hasta la longitud deseada del diagra- 
ma registrador. Una objeción práctica a su uso como indicador es el gran 
número de juntas, con la consiguiente posibilidad de pérdida de movimiento 
con el uso. Otra aplicación es para operaciones de corte, donde un útil 
cortante puede ser guiado por un punto trazador que sigue un patrón am- 
pliado de la forma que ha de ser cortada.. 
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2-21. Aplicaciones de los mecanismos de línea recta. En los primeros 
días de la máquina de vapor los mecanismos de línea recta y paralelos 
fueron, posiblemente, de mayor importancia que hoy. Estos mecanismos 
representaban el método por medio del cual el extremo del vástago del 
émbolo del motor de aquel tiempo (Fig. 2-36) era obligado a describir 
una trayectoria rectilínea. El moderno dispositivo de cruceta y guías no 
era entonces factible a causa de dificultades estructurales y de mecaniza- 
ción. El mecanismo de línea recta era, por lo tanto, una solución ingeniosa 
que proporcionaba la adecuada restricción al vástago del émbolo de la 
máquina de vapor. Watt combinó el pantógrafo con un mecanismo de línea 
recta, de modo que el vástago del émbolo de la máquina de vapor y el 
de la bomba eran guiados en líneas rectas por una combinación de articu- 
laciones, como muestra esquemáticamente la Fig. 2-36. Los eslabones 
CD, DE y EF constituyen el meca- 
nismo de línea recta de Watt, y DE está, 
dividido por G en dos partes tales que 
DG/GE = EF/DC. CD es un brazo 
del balancín oscilante del motor y se 
prolonga hasta el punto J. Sobre 
este eslabón CDJ, se construye el pan- 
tógrafo CDJHE, siendo DJ y EH 
tales que el punto H describe una 
trayectoria semejante a la de Œ. De 
acuerdo con la teoría del pantógrafo Fic. 2-36 
tratada en el artículo anterior, se ve 
que la condición para el movimiento es la de que C, G y H se encuentren 
sobre una línea recta. El vástago del émbolo del motor se conecta en H 
y el de la bomba en G. Aunque los mecanismos de línea recta ya no se 
necesitan con la finalidad para la que fueron proyectados, son de importante 
uso todavía en los engranajes multiplicadores para instrumentos registra- 
dores, de los cuales es típico el indicador de un motor. 

2-22. Mecanismos indicadores. El objeto del indicador es dar una 
copia ampliada del movimiento de su émbolo, cuando la presión variable 
en el cilindro (venciendo la resistencia de un muelle) hace que dicho émbolo 
se mueva alternativamente. A las 
condiciones cinemáticas, de trayec- 
toria rectilínea y relación de des- 
plazamiento constante del lápiz, se 
une la necesidad de que su masa 


del indicador 
Fic. 2-37 Fic. 2-38 


soa mínima, con objeto de que el instrumento pueda moverse ponte 
sin sor seriamente porturbado por la inercia. 
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El indicador Richards (Fig. 2-37), uno de los primeros tipos modernos, 
usaba el sistema de Watt, constituido por el mecanismo articulado ACDE 
para guiar la punta del lápiz en P sobre una línea recta. 

El indicador Crosby, de tipo más moderno se muestra en la Fig. 2-38. 
Este mecanismo es una modificación del pantógrafo. El guiado se realiza 
por el órgano CA y depende de la longitud de la varilla BD. 

2-23. Mecanismos articulados de paralelas. Estos son corrientemente 
aplicaciones del mecanismo articulado de cuatro barras, en el cual sus esla- 
bones forman un paralelogramo, La regla de paralelas (Fig. 2-39), una pieza 
del equipo de delineante, proporciona un ejemplo de su aplicación más 
simple. La máquina universal de delineación (Fig. 2-40), el sustituto moderno 
de la regla en T y la escuadra, es un ejemplo interesante de su uso actual. 
Este instrumento está formado en esencia 
por la combinación de los paralelogramos 
ABCD y EFGH en los cuales el anillo de 
acoplamiento CDEF es una característica 
importante. 


"Fic. 2-39 Fia. 240 


2-24. La junta universal. La junta universal (Fig. 2-41 a), conocida 
también como acoplamiento de Hooke, es un mecanismo articulado esférico 
muy usado para conectar dos árboles cuyos ejes se cortan. Independiente- 
mente de su diseño y construcción para su uso práctico, tiene, en esencia, 
la forma mostrada en la Fig. 2-41b, que consta de dos horquillas circulares 
2 y 4, articuladas a través de la cruceta rectangular 3. Si consideramos 
solamente la mitad de cada horquilla, eb de 2 y fd de 4, y suponemos que 
están unidas por medio de un eslabón esférico db igual a la distancia fija 
entre los dos extremos adyacentes de la cruceta 3, se produce un mecanismo 
articulado de cuatro barras cónico, en el cual los ejes de todos los pares 
giratorios se cortan en O. En estas condiciones, la horquilla puede supri- 
mirse, resultando el dispositivo cinemáticamente equivalente de la Fig. 2-41c. 
Los órganos motor (2) y seguidor (4) dan vueltas completas en el mismo . 
tiempo, pero la relación de velocidades no es constante durante la revolu- 
ción. El siguiente estudio mostrará cuán completa puede ser la informa- 
ción que se obtenga de los movimientos relativos de los dos órganos prin- 
cipales. 

1. Análisis de una junta universal. Si se toma como plano de pro- 
yección uno perpendicular al eje de 2, la curva descrita por a y b será una 
circunferencia AKBL (Fig. 2-41d). Si el ángulo entre los ejes es ĝ, la tra- 
yectoria de c y d será otra circunferencia cuya proyección es la elipse 
ACBD, en la cual 

OC = OD = OK cos $ = OA cos f 


Si una de las ramas del órgano motor está en A, una rama del seguidor 
estará en C; y si aquélla recorre el ángulo 0 hasta P, ésta pasará a Q; 
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OQ será perpendicular a OP; por lo tanto COQ = 0. Pero COQ es la pro- 
yección del ángulo realmente descrito por el seguidor. Qn es la componente 
del movimiento del seguidor en dirección paralela a AB, y la línea AB es 
ln intersección de los planos en que se hallan las trayectorias de los órganos. 
motor y seguidor. El ángulo ġ, realmente barrido por el seguidor mientras 
cl motor describe el ángulo 0, puede hallarse abatiendo el plano formado 
por OQ y AB alrededor de A B sobre el plano que contiene al círculo AK BL.. 


(e) 
Fic, 2-41 


Entonces OR es la longitud real de OQ, y ROK = ¿ es el ángulo cuya 
proyección es COQ = 0. 


Rm 
dq] t Ex 
Por lo tanto go On 
Qn 
y o 
Poro Qn = Rm 


de donde a 0 00 5 


romltando tg $ = cos f tg 0 (2-7) 
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La relación de movimientos angulares entre los órganos seguidor y 
motor se halla a continuación, diferenciando la Ec. (2-7), recordando que f 
es una constante 


@, _ dọ  cosfsectQ cos f sec? 2.8 
ws 40 sedd  1+tg4 E 
Eliminando con (2-7) 
w,  cosf sec? 0 cos f /cos? 0 E 
w,  1+c082fBtg0 — (cos? 0 + sen? 6 cos? fB)/cos2 8 
e cos $ a cos ĝ 2.9 
— cos? 0 + sen? 0(1 — sen? $)  1— sen? 8 sen? $ 2) 
De modo similar se puede eliminar 0, dando 
w4 _ 1—cos? ġ sen? p (2-10) 


wa cos $ 


Se ve en (2-9) que w¿/w, es mínimo cuando sen O = 0, o cuando 0 =0, 7, 
etcétera, lo que corresponde a un valor de $ = 0, zx, ete. Esto mismo se 
¡puede ver en (2-10), que da un mínimo a œ@4,/w, para cos $ = 1, o sea 
<$ = 0, xz, etc. También se observa que w4/w, es máximo para sen 0 = 1 
© cos $ = 0, que corresponde a 0 = 909, etc. Para resumir: cuando el 
-órgano motor tiene una velocidad angular uniforme, la relación de las velo- 
«idades angulares varía entre los límites de cos 8 y 1/cos f, siendo f el 
ángulo que forman los ejes conectados. Para un valor de $ de 150, la rela- 
ción de velocidades varía entre 0,966 y 1,037; para $ = 309, dicha relación 
varía entre 0,868 y 1,155. Estas variaciones en la velocidad dan lugar a 
fuerzas de inercia, pares, ruido y vibración, que no se presentarían si la 
relación de velocidades fuera constante. El seguidor tiene un movimiento 
angular mínimo cuando el eje motor está en A o en B (Fig. 2-41d) y aquél 
en C o D. En cambio es máximo cuando el motor está en K o L y el seguidor 
en Áo B. 

2. El efecto de una junta universal doble. Usando una junta doble 
(Fig. 2-4le), la variación del movimiento angular entre los órganos motor 
y seguidor puede evitarse totalmente. Este dispositivo compensador con- 
siste en colocar un eje intermedio 3 entre los dos principales 2 y 4, de modo 
que aquél forme el mismo ángulo con cada uno de éstos. Las dos horquillas 
de este eje intermedio deben estar en un mismo plano. Si el primer eje gira 
uniformemente, el movimiento angular del intermedio variará de acuerdo 
«con la ley deducida antes. Esta variación es exactamente la misma que si 
el eje intermedio fuera movido por un giro uniforme del último eje. Por 
lo tanto, ya que el movimiento variable transmitido al eje intermedio 
por la rotación uniforme del primero queda compensada exactamente por 
el movimiento transmitido desde el intermedio al último eje, el movi- 
miento uniforme de cualquiera de estos ejes producirá un movimiento 
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también uniforme en el otro, a través del eje intermedio. Las juntas uni- 
versales, particularmente en parejas, son usadas en multitud de máquinas. 

Una aplicación muy conocida está en el árbol de transmisión de un 
automóvil, que conecta el motor con el eje trasero. 

3. Juntas universales de velocidad constante. Se dispone de varios 
tipos de juntas universales que transmiten velocidad constante (o una rela- 
ción de velocidades igual a la unidad) por medio de una junta sencilla. 
Un ejemplo (la junta Rezppa) es el de la Fig. 2-42, Su construcción es tal 
que las bolas de acero que transmiten el movimiento de uno a otro árbol 
quedan siempre, automáticamente, en el plano bisector del ángulo formado 
por los ejes. Por consiguiente, la velocidad es transmitida a través de una 
bola con el mismo radio respecto a cada uno de los ejes, con lo que resultan 
velocidades angulares idénticas para ambos. 


i 


Fıc. 2-42. (Cortesia de Gear Grinding Machine Co.) 


Aplicaciones de las juntas de velocidad constante se encuentran en las 
ruedas que son motrices y directoras simultáneamente (tracción delantera 
en los automóviles), en maquinaria de construcción de carreteras, carros 
de combate, tranvías y equipos de minería. Angulos entre ejes de 35° no 
presentan dificultad. 

2-25. La dirección de un automóvil. La Fig. 2-43 muestra un automó- 
vil durante una vuelta a la izquierda. Los centros de las cuatro ruedas 
tienen movimientos perpendiculares a los radios a un centro de giro común, 
tal como c, si se quiere evitar el deslizamiento lateral de las ruedas, con el 
consiguiente perjuicio para las cubiertas. Para ello es preciso que las ruedas 
delanteras doblen de tal modo que las prolongaciones de sus ejes se corten. 
sobre la prolongación del eje trasero, como se ve en la figura. El meca- 
nismo articulado de cuatro barras mostrado satisface aproximadamente 
ostas necesidades. Durante una vuelta a la izquierda, el miembro de ese 
lado 2 dobla un ángulo mayor que el del lado derecho 4. Por consiguiente, 
la rueda izquierda, cuyo eje se orienta con el miembro 2, ha doblado ur: 
ángulo mayor que la derecha (que se orienta con 4). Esto es necesario si sus: 
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ejes han de cortarse del modo deseado. Las dimensiones del mecanismo 
de cuatro barras deben ser calculadas para conseguir la mayor aproxima- 
ción al movimiento apetecido, dentro de los límites fijados a los ángulos 
de giro. 

Modificaciones del mecanismo simple de dirección de la Fig. 2-43 han 
sido adoptadas en formas diversas, pero el ejemplo dado sirve para mostrar 
un medio de satisfacer los requerimientos básicos con un grado razonable 
de precisión. 


Pivotes de las ruedas, 


Fria. 2-43 


2-26. Mecanismos de distribución. Los mecanismos articulados con- 
siderados hasta ahora constaban de cuatro o seis eslabones como máximo. 
Una gran variedad de mecanismos con un mayor grado de complejidad se 
encuentra corrientemente en las máquinas, siendo ejemplos clásicos aque- 
llos mecanismos articulados que han venido usándose para accionar las 
válvulas en los motores de vapor y gasolina y en las locomotoras. Los méca- 
nismos de esta clase reciben el nombre de mecanismos de distribución. 
Aunque en algunos casos, especialmente en motores de gasolina, el movi- 
miento que acciona la válvula se toma o aplica a través de levas, un gran 
número de mecanismos de distribución utiliza mecanismos articulados de 
los tratados en este capítulo y que merecen un estudio detenido. No es 
práctico, sin embargo, considerar más que unos cuantos ejemplos. 

El estudio cinemático de los mecanismos de distribución encierra proble- 
mas relacionados con la determinación de trayectorias, desplazamientos 
de la válvula correspondientes a los de la manivela o émbolo y movimientos 
relativos de varios eslabones. 
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2-27, Mecanismos de distribución de máquinas de vapor. La forma 
más sencilla de mecanismo de distribución usada en la máquina de vapor 
ordinaria une al mecanismo principal de biela y manivela un mecanismo 
secundario de la misma clase. La Fig. 2-44 muestra el esquema cinemático 
de tal dispositivo. Ya que eje, manivela y excéntrica forman un eslabón 
rígido, se representan por el conjunto OAC, en el que OA representa la 
manivela y OC la excéntrica. Aun- 
que en la máquina de vapor la lon- 
gitud de la biela 3 es corrientemente 
de cinco a siete veces la del bra- 
zo de la manivela 04, la longitud 
de la biela 5 de la excéntrica varía 
de veinte a cuarenta veces el brazo 
OC de la excéntrica. Por este mo- 
tivo, en el análisis cinemático es co- 
rriente despreciar el efecto de biela de longitud finita sobre el movimiento 
de la válvula, excepto en el caso de un análisis minucioso. 

La forma simple del tipo Corliss de mecanismo de distribución usado 
en las máquinas de vapor (Fig. 2-6) ha sido discutido brevemente en el 
Art. 2-5. Debido al factor tiempo en el mecanismo amortiguador de embra- 
gue, el tipo Corliss de mecanismo de distribución representado en la Fig. 2-6 
sólo es adecuado para máquinas que funcionen a velocidades relativamente 
bajas. Para mayor velocidad se han desarrollado modificaciones del tipo 
Corliss, en las cuales el control de amortiguación ha sido eliminado. Un 


Fic. 2-44 


Fic. 2-45 


moennismo de distribución de este tipo, conocido como mecanismo Corliss, 
sin embrague, está esquematizado en la Fig. 2-45. Las excéntricas en Æ 
vocionan los mecanismos de las válvulas de admisión en B y C, y las de 
escapo, on D y E. Las primeras giran los mismos ángulos que a y b, a los 
que están rígidamente unidas. Del mismo modo, las válvulas de escape 
giran los mismos ángulos que sus accionadores c y d. 


2-28, Mecanismos de distribución de locomotoras. Aunque la locomo- 
tora de vapor está siendo rápidamente sustituida por la locomotora diesel, 
so desoribirán aquí dos de los más conocidos mecanismos de distribución 
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de locomotoras de vapor, por su interés, tanto cinemático como histórico. 
Estos son: el mecanismo de distribución Stephenson, que durante mucho 
tiempo ocupó un lugar destacado en el proyecto de locomotoras, y el meca- 
mismo de distribución Walschaert, tipo predominante en las últimas loco- 
motoras de vapor. 


Brancal 


o 


i Bielas do las excéntricas 
Excéntricas 


Fria. 2-46 


El sistema Stephenson está representado en la Fig. 2-46. Colocado 
entre las ruedas, este mecanismo tuvo éxito hasta que posteriores avances 
en la técnica de las locomotoras empezaron a rellenar excesivamente dicho 
espacio entre ruedas. Cuando éste se hizo impracticable, el mecanismo 
Stephenson fue abandonado en favor del Walschaert (Fig. 2-47) que, en 
diversas formas, ha sido adoptado por casi todas las modernas locomotoras 
de vapor. 

La ventaja principal del tipo Walschaert radica en el fácil acceso a todos 
sus componentes, que están colocados enteramente por fuera de las ruedas 
motrices. Esto facilita su inspección, engrase y limpieza. 


Brancal 


El sector, que está articulado al bastidor, 
desliza en el dado, el cual está 
articulado a la biela radial 


A la válvula 


£ Al émbolo 


Fic. 2-47 


En las locomotoras pesadas que emplean sistema Stephenson, las excén- 
tricas deben ser de gran diámetro para conseguir el brazo necesario. Esto 
aumenta la velocidad de las superficies frotantes y la tendencia al calor. 
También se le puede poner reparos a la inercia de los órganos acanalados 
excesivamente pesados. 

Las distintas piezas del mecanismo Walschaert están unidas por pasador 
y se pueden lubricar fácilmente; por consiguiente, los problemas debidos 


MECANISMOS ARTICULADOS Y UNIONES FLEXIBLES 45 


al recalentamiento se reducen al mínimo. También el sistema Walschaert 
transmite la fuerza que acciona la válvula, prácticamente, en dirección 
rectilínea; por tanto produce menos torsiones y flexiones en sus piezas que- 
el sistema Stephenson. Al sacar el mecanismo de distribución de entre las 
ruedas se obtiene una mejor oportunidad de reforzar el bastidor, reduciendo 
la posibilidad de su rotura. El tipo Walschaert tiene también ventajas en 
relación con la distribución del vapor y el funcionamiento. 

La adopción general del tipo Walschaert ha venido acompañada de 
numerosas variaciones que, no obstante, no eliminan sus elementos esen- 
ciales. Los tipos Baker, Young y Southern, muy conocidos, son simple- 
mente variaciones del Walschaert. 

2-29. Reguladores. Un regulador puede definirse como un dispositivo 
para graduar automáticamente la potencia de una máquina. El regulador 
de una máquina de vapor, una turbina de vapor, un motor de gasolina o 
diesel, una turbina de gas u otros motores primarios es un mecanismo que 
automáticamente gradúa la alimentación del vapor, gasolina u otro fluido, 
de tal modo que la fuerza por él ejercida se mantenga constantemente ajus- 
tada a la resistencia a vencer. 

La pontencia de un motor varía continuamente. Si, por ejemplo, una 
turbina de vapor acciona un generador de energía eléctrica para ilumina- 
ción, el número de lámparas en uso cambia a menudo. Lo mismo ocurre 
en el caso de un motor que suministra energía a un taller mecánico, ya que 
las necesidades de potencia de las distintas máquinas herramientas del 
taller cambian constantemente. 

El regulador participa del movimiento de la máquina a que pertenece, 
de tal modo que un cambio en la velocidad de ésta, debido a una variación 
en la carga, produce el correspondiente cambio en las partes móviles del 
regulador que, a su vez, por medio del adecuado mecanismo, hace cambiar 
la presión o la cantidad de fluido suministrado a la máquina. 

La acción del regulador no debe confundirse con la del volante de un 
motor. Este, que actúa como un almacenador de energía, es útil para regu- 
lar la velocidad durante intervalos muy pequeños del ciclo de un motor, 
mientras que la función de aquél es regular, la velocidad durante intervalos ' 
mucho mayores, manteniendo un equilibrio entre la energía suministrada 
al motor y la resistencia a vencer. 

2-30. Tipos de reguladores. De acuerdo con la disposición de las 
masas giratorias y el método de conectarlas al motor, los reguladores son, 
en general, de dos tipos: reguladores de bolas y reguladores axiles. 

Los reguladores de bolas son de dos clases: 

1. De gravedad (Fig. 2-48), en los cuales la fuerza centrífuga debida a 
las masas giratorias está ampliamente compensada por la gravedad. 

2. De muelle (Fig. 2-49), en los cuales la fuerza centrífuga se equilibra 
por medio de muelles. 

Los reguladores axiles son de dos clases: 

1. Reguladores centrífugos (Fig. 2-50), en los cuales la fuerza centrí- 
fuga juega el.papel principal en la acción reguladora. 

2. Reguladores de inercia (Fig. 2-51), en los cuales predomina el 
efecto de inercia. 
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2-31. Regulador de bolas de gravedad. Este tipo es anterior al regula- 
dor axil. Es el tipo original usado por Watt en sus máquinas y se ha usado 
mucho desde entonces en las máquinas de vapor de poca velocidad. Modi- 
ficaciones de los primeros modelos se han adaptado a motores de gasolina 
y turbinas de vapor. 

Los primeros tipos de reguladores de bolas de máquinas de vapor son 
de gravedad y funcionan a velocidades moderadas. Un modelo típico de 
esta clase, en forma de péndulo cónico, usado en el motor de Corliss, se 
muestra en la Fig. 2-48. 


Fic. 2-48 


En su forma más sencilla, tiene dos o más pesos W, en los brazos 2, 
los cuales están articulados a un árbol giratorio S. Este árbol gira a una 
velocidad proporcional a la de la máquina. Los pesos, al dar vueltas con el 
árbol, tienden a separarse bajo la acción de la fuerza centrífuga. Si esta 
fuerza es suficiente, los pesos se separarán y, a través de las varillas 3, 
moverán la masa deslizable 4 a lo largo del árbol S. Por medio de un meca- 
nismo adecuado, esta masa acciona la válvula, con lo cual el suministro 
de fluido es regulado por la posición de 4, disminuyendo al subir 4. 

2-32. Regulador de bolas de muelle. Los modelos más recientes de 
reguladores de bolas, tales como los empleados en turbinas de vapor, 
motores diesel, etc., son de muelle, como el de la Fig. 2-49. Un regulador 
de muelle puede considerase como un caso especial del de gravedad, en el 
cual la masa deslizable ha sido sustituida por un resorte con objeto de hacer 
al regulador más eficaz. En grandes turbinas o motores, el regulador 
de bolas puede actuar indirectamente, es decir, puede accionar solamente 
una pequeña válvula piloto de un sistema auxiliar que mueva el meca- 
nismo de distribución o la válvula principal. 

2-33. Regulador axil. Este regulador es un desarrollo posterior del 
tipo de bolas, habiendo empezado a usarse en los Estados Unidos princi- 
palmente como un auxiliar de la máquina de vapor de gran velocidad, que 
requiere un regulador de mayor fuerza y potencia de las ordinariamente 
posibles en el tipo de bolas. Los constructores do máquinas do vapor do 
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gran velocidad las han regulado casi siempre variando el punto de corte 
del vapor. Esto se ha conseguido cambiando el ángulo de avance y también 
el brazo de la excéntrica por medio de un regulador que hace variar el 
centro de la excéntrica con relación al eje, de acuerdo con la carga, dando 
lugar a un cambio en la carrera. Puesto que el regulador actúa, de ordi- 
nario, directamente sobre la excéntrica, es necesario disponer de un potente 
regulador para vencer de modo apropiado la resistencia de la válvula. 
Por la misma razón, la acción directa sobre 
la excéntrica, es conveniente tener el regula- 
dor sobre el cigiieñal y, por tanto, girando a 
la velocidad del motor. La denominación de 
axil es, por consiguiente, la más apropiada a 
este tipo de regulador. 

2-34, Fundamento del regulador axil cen- 
trífugo. Los elementos de un regulador de 
esta clase se muestran en la Fig. 2-50. Las 
piezas del regulador se montan corrientemente 
dentro del volante y giran con él sobre el 
árbol motor O,. La masa W gira sobre O, en 
uno de los radios del volante, por lo que pue- 
de ocupar distintas posiciones respecto al vo- 
lante. Al girar éste último, la masa W tiende 
a separarse radialmente por la acción de la . 
fuerza centrífuga. A este movimiento se opone el muelle $. Si la velocidad 
excede de un cierto valor, la masa W pasará a otra posición, y, por medio 
de un mecanismo apropiado (no mostrado en la figura), la excéntrica se 
desplazará con respecto al eje O,, regulando la alimentación. 

Además de la centrífuga, hay otra fuerza que tiende a mover la masa W 
con respecto al volante. Supongamos que éste gira alrededor del eje Oz 
con una velocidad angular w. Si disminuye la carga, el motor tiende a ace- 
lerarse y el volante recibe una aceleración angular a. Debido a su inercia, 
la masa W se opone a esta aceleración y tiende a girar alrededor de Oj 
en sentido opuesto al debido a w. Esto se conoce como efecto de inercia. 
En este caso, sin embargo, el efecto de inercia es relativamente pequeño 
y el efecto de la fúerza centrífuga muy potente. 

Cuando un regulador axil está proyectado de modo que la acción de 
la fuerza centrífuga predomina, como en el de la Fig. 2-50, es llamado 
regulador axil centrifugo. No es práctico construir un regulador axil que 
funcione sólo por inercia, pero cuando la acción de ésta es preponderante, 
a efectos de regulación, el mecanismo es llamado regulador de inercia. 

2-35. Fundamentos del regulador axil de inercia. La Fig. 2-51 es el 
esquema de una de las formas más sencillas de regulador de inercia. Se 
compone de una pieza de hierro fundido, generalmente en forma de barra, 
articulada al volante en P, con el centro de gravedad de su masa muy 
coroa del ejo O del árbol. La excéntrica que acciona la válvula se une a 
esta barra a través del adecuado mecanismo. Despreciando las pequeñas 
fuorzas contrífugas que puedan producirse, es evidente que, al girar el 
volante con velocidad angular uniforme, no habrá movimiento relativo 
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entre la barra y el volante. Si al volante se le comunica una aceleración 
angular, la barra, por inercia, se opondrá a ella. Como resultado se producirá 
un movimiento relativo entre ambas piezas que hará a la excéntrica cam- 
biar su posición respecto al árbol. 
Aunque la fuerza centrífuga tiene 
un cierto y deseado efecto en la re- 
gulación, debido al hecho de que el 
centro. de gravedad de la barra se 
sitúa a corta distancia del eje O, es 
evidente que, en el funcionamiento 
del regulador, es la fuerza de inercia 
quien tiene el papel preponderante. 


2-36. Comparación entre los dos 
tipos de regulador axil. Se ha visto 
que los reguladores axiles funcionan 
por la acción combinada de fuerzas 
centrífugas y de inercia, y se han cla- 
sificado con arreglo a la predominan- 

$ te. Es importante tener una visión 
Fra. 2-51 clara del principio en que se basa la 
acción de cada uno de los dos tipos. 

En el tipo centrífugo la fuerza reguladora depende de cuánto cambia 
la velocidad angular del volante. Debe producirse un cambio de cierto 
valor en la velocidad antes de que el incremento de fuerza centrífuga sea 
lo suficientemente grande para mover el mecanismo de distribución ven- 
ciendo los rozamientos. 

Por otra parte, en el regulador de inercia la fuerza reguladora depende 
de cómo cambia la velocidad angular. Este cambio es normalmente más 
rápido al principio de la variación de la velocidad. Por consiguiente, empieza, 
a actuar tan pronto como el volante comienza a variar su velocidad. De 
ello se deduce que el regulador de inercia es más sensible que el centrífugo. 


UNIONES FLEXIBLES 


El resto de este capítulo se dedica a ejemplos de uniones flexibles usadas 
para transmitir movimiento (y fuerza) en las máquinas. Las principales 
a considerar son correas, cuerdas y cadenas. 

2-37. Correas, cuerdas y cadenas. Cuando la distancia entre árboles 
es tan grande que hace impracticable el uso de engranajes, los movimientos 
giratorios se transmiten por medio de correas, cuerdas o cadenas. En estos 
casos la correa, cuerda o cadena, formando una banda continua, se monta. 
sobre poleas o ruedas y el movimiento se transmite como si éstas rodaran 
directamente una sobre otra. Debido a condiciones que se explicarán más 
adelante en este capítulo, los dos primeros de estos sistemas de unión no 
pueden emplearse cuando se exige una relación exacta de velocidades, 
Sin embargo, tienen un amplio uso en la transmisión de movimiento y 
energía, por sus numerosas aplicaciones, cuando no so requiere una relación 
de velocidades exacta. 
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2-38. Correas planas. Cuando una correa tiene la forma de una banda 
delgada y plana, proyectada para actuar sobre una superficie cilíndrica, 
es conocida como correa plana. Este ha sido uno de los métodos más amplia- 
mente usados para transmitir energía. Aunque ha sido remplazado por 
métodos más modernos, aún es de aplicación. El uso de correas tiene 
ciertas limitaciones. Por ejemplo, hay un límite para la distancia a la cual 
se puede transmitir la energía económicamente por este medio. No se 
pueden dar cifras concretas, ya que cada instalación es un caso especial 
y así debe ser considerada. No obstante, la distancia entre centros de las 
poleas varía en muchos casos entre 5 y 10 metros. Otra limitación para el 
uso de correas proviene del hecho de que la fuerza transmitida depende 
del rozamiento entre la correa y las superficies de las poleas que une. Existe 
siempre la posibilidad de deslizamiento entre correa y poleas, anulando la 
transmisión. Para asegurar ésta se requiere el uso de cadenas o engranajes. 


2-39. Relación de velocidades en las transmisiones por correa. Cuando 
la rotación de la polea conducida de una transmisión por correa debe ser 
del mismo sentido que la de la conductora, se emplea el montaje de la 
Fig. 2-52. En cambio, cuando los sentidos de rotación de ambas deban 
ser opuestos, la correa se dispone como 
indica la Fig. 2-53. Estos dos casos 
se conocen como de correa abierta y 
de correa cruzada, respectivamente. 

La relación de velocidades de una 
transmisión por correa se define como 
el cociente entre los números de vuel- 
tas (en el mismo tiempo) de las poleas 
conductora y conducida. Esto se pue- 
de determinar con suficiente precisión 
del modo siguiente: Supongamos que 
el centro de la sección de la correa 
tiene una velocidad lineal constante, 
ya sea entre las poleas o al pasar 
alrededor de ellas. Sean: V, esta veloci- 
dad; £, el espesor de la correa; D, y Do, 
los diámetros de las poleas conductora Fie. 2-53 
y conducida; n, y na sus velocidades 
angulares respectivas (en revoluciones por minuto). Si no hay deslizamiento, 
In velocidad lineal de la correa, mientras pasa alrededor de una de las 
poleas, será igual a la velocidad angular de esa polea multiplicada por la 
numa de su radio más la mitad del espesor de la correa. Por tanto, 


y a (Da y g) = e (Dag t) 


0 Va 12/7 60 Va 72 
A(D, + t) = m(D, + t) 
nm Part (2-11) 
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Puesto que el espesor de la correa es normalmente pequeño comparado 
con el radio de la polea, la fórmula aproximada 


ni Da 
Na = Dı 


(2-12) 


es suficientemente exacta, excepto en los casos raros en que una correa re- 
lativamente gruesa se usa con una polea gruesa. 

2-40. Fuerza y potencia transmitidas. Refiriéndonos a la Fig. 2-53, es. 
evidente que, si la correa se ha de apoyar sobre las poleas, los dos ramales, 
el tenso T, y el flojo T, estarán ejerciendo unas fuerzas (que también 
llamaremos T, y T, respectivamente, y que mediremos en Kg) sobre las. 
poleas. La fuerza efectiva transmitida de una polea a la otra, será pues 


T=T,—T, 


Si es D, el diámetro en metros de la polea conductora, y n, el número 
de vueltas que da por minuto, la potencia transmitida será, en CV, 


nD 
4.500 


CV = (T, — To) (2-13) 
En los libros dedicados al proyecto de máquinas se pueden encontrar 
métodos para determinar el esfuerzo efectivo o, como suele llamarse, el 
esfuerzo neto. El espesor de la correa no se tiene en cuenta en la fórmula 
dada, ya que el error resultante es. 
despreciable, dada la falta de infor- 
mación en cuanto al esfuerzo neto. 
Frecuentemente se usa una polea 
loca para aumentar el arco de con- 
tacto, especialmente en la polea más 
pequeña, y también para aumentar 
Fic. 2-54 la tensión de la correa. Cuando se usa. 
una polea loca oscilante, como mues- 
tra la Fig. 2-54, se puede regular la tensión de la correa e incluso suprimir: 
esta polea auxiliar. 


2-41. Longitud de la correa. La determinación de la longitud de la 
correa para una instalación dada es un problema algo complicado, incluso 
cuando no se tiene en cuenta la mayor longitud del ramal flojo. Seguida- 
mente se deducirán fórmulas para calcular la longitud de la correa, primero 
para la cruzada y después para la abierta. 

l. Correa cruzada. Refiriéndonos a la Fig. 2-53, sean D,, Da y C 
conocidos. La longitud total de la correa se compone de la parte en con- 
tacto con la polea pequeña, la parte en contacto con la polea grande y la. 
parte entre las poleas. 


Parte en contacto con la polea pequeña = (xz + 20).D,/2. 
Parte en contacto con la polea grande = (z + 20)D,/2. 
Parte entre las poleas = 20 cos 0. 
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La longitud total es pues 


L= El + o) (D, + D,) + 20 cos 0 (2-14) 
_ D, + D, af D, + DA? 
sen 0 = 20 y cos= |/1— 20 
L=3-(D, + Da) + (D, + D,) aro sen P+ DPs E 
D, + DA? 
+ 20 Jı — | 20 (2-15) 
La Ec. (2-15) puede simplificarse desarrollando en serie el arc sen y el 
radical: 
D, + Da 
Sea Tao = Xx 
ab 3x5 
Entonces, arc sen x = x + 5 + 10 ++. 
x2 xt xê 
— e = 
y AS 


Sustituyendo estos valores en (2-15) se obtiene una expresión para la lon- 
gitud de la correa que es solo función de los diámetros de las poleas y de la 
distancia entre sus centros 


(Di + Da? 


L=20 +5 (D, + D) + ¿+ 
D, + DJ (D, + D)e 
+! ras Di e E 


El número de términos a tomar en (2-16) depende de la exactitud 
descada. No se necesitan más de tres, pues las potencias superiores al 
vuadrado son despreciables. La expresión final resulta pues 


(Dı + DY 


L=20 + Ē (D, + D) + 


ho. (2-17) 


Para cálculos menos aproximados, como en el caso de hacer un pre- 
uupuesto, los dos primeros términos dan resultados suficientemente buenos. 
D, y D, se toman normalmente como los diámetros de las poleas, pero 
reulmente deberían ser aumentados en el doble de la distancia entre la 
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superficie de la polea y la capa neutra de la correa. Esta distancia es apro- 
ximadamente igual a la mitad del espesor de la correa, lo que hace que 
D, (o D,) represente al diámetro de la polea más el espesor de la correa. 
Tal exactitud es rara vez requerida. 

2. Correa abierta. El caso de las correas abiertas es similar. En la 
Fig. 2-52 puede verse que la longitud total de la correa se compone de las 
siguientes partes: 


Parte en contacto con la polea pequeña = (x — 20)D,/2. 
Parte en contacto con la polea grande = (x + 28)D,/2. 
Parte entre las poleas = 2C cos 0. 


Por un proceso similar al anterior se llega a 


(Dı — Da}? 


L=20 +E (D, + D) + ¿> (2-18) 


Comparando (2-17) con (2-18) resulta evidente que, para distancias entre 
centros relativamente grandes, la misma correa puede usarse abierta o 
cruzada. 


2-42. Conos de poleas. A veces es conveniente construir una transmi- 
sión por correa cuya relación de velocidades pueda variarse. Esto se puede 
conseguir por medio de una sola correa y un par de conos de poleas esca- 
lonadas, como muestra la Fig. 2-55. También puede lograrse de modo 
similar un par de poleas cónicas, que son, sencillamente, conos de pequeño 
ángulo en el vértice. Es costumbre construir los conos de poleas de tal 
modo que la velocidad del conducido, para 
una velocidad constante del conductor, au- 
mente en progresión geométrica para “cada 
escalón, al pasar sucesivamente la correa de 
una a otra pareja de poleas. Sea œ la velocidad 
angular constante del cono conductor y «w, la 
menor velocidad angular del conducido. Si las 
velocidades han de crecer en progresión geo- 
métrica, con el próximo par de poleas ha de 
conseguirse en el cono conducido una velocidad 
angular kw; con el siguiente k*%wy; etc. Las 
correspondientes relaciones de velocidades, son: 
01/03, 0,/kw,, 0,/k*%w,, ete. Una vez deter- 
minadas estas relaciones para todos los pares de 

Fic. 2-55 poleas en un caso concreto, se pueden elegir a 

voluntad los diámetros de las poleas de una de 

las parejas, sujetos, como es natural, a las condiciones de espacio y opera- 

ción. La elección de los diámetros de las poleas de las otras parejas se 

complica por el hecho de que ha de usarse la misma correa para todas ellas. 
Estudiaremos primero el caso de correa cruzada y luego el de abierta. 

1. Conos de poleas con correa cruzada. En la Fig. 2-55, sea n/n, la 
relación de velocidades en el caso indicado. La longitud de la correa para 
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los diámetros Dia y Dza es la misma que para cualquier otro par de diá- 
metros Di: y Dex, al cual pueda moverse la correa. De (2-16) se deduce que 


Dia + Doa = Dix + Dox (2-19) 


Para la relación de velocidades nı/nex, los diámetros Dix y Dax deben 
también satisfacer la proporción 


Dox Nı 


Dix N2x 


(2-20) 


Resolviendo el sistema formado por estas dos ecuaciones se obtienen 
Dix y Dax, y por lo tanto se pueden hallar así los diámetros de las poleas 
de cualquier pareja de una transmisión por conos de poleas con correa 
cruzada. 

2. Conos de poleas con correa abierta. Veamos el caso de correa abierta. 
Refiriéndonos otra vez a la Fig. 2-55, la longitud de la correa necesaria 
para la pareja de poleas a viene dada por (2-18), siendo 


Ti Dia — Doa)? 
L=20+D (Dia + Das) + Pe 2, (2-21) 
Puede calcularse este valor y sustituirse en la siguiente ecuación 
T Dix — Dox}? 
L=20 4 Tibe p Da E a ar) 
Do la expresión de la relación de velocidades se tiene 
Da (2-23) 
N2x 
Sustituyendo, queda 
1— 2 
L=20+3. a LE REO (2-24) 


De esta ecuación puede fácilmente deducirse Dıx y, con la precedente, 
hallar Dox. 

En los libros de mecanismos se pueden encontrar métodos gráficos de 
obtener los resultados deducidos de las expresiones analíticas anteriores. 


2-43. Transmisiones por correa entre ejes no paralelos. Las correas 
pueden usarso como medio de transmisión entre árboles no paralelos, siem- 
pro que las poleas se coloquen de acuerdo con el principio fundamental 
en que se basan las transmisiones por correa: El eje longitudinal 
de simetria de la correa en la parte que se acerca a una polea debe estar con- 
tenido en el plano principal de simetria de dicha polea. El ángulo con el cual 
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la correa abandona la polea no tiene importancia. Como aclaración de todo 
esto consideremos la Fig. 2-56. En ella los árboles 1 y 2 giran en las direc- 


x 
Fra. 2-56 


ciones y sentidos indicados por las flechas. El 
eje longitudinal de simetría de la correa deja la 
polea conductora A en el punto m. La polea con- 
ducida B está situada en el árbol 2 de tal modo 
que su plano principal de simetría contiene el 
eje longitudinal de simetría mn de la correa. 
La correa, por lo tanto, trabajará en la forma 
debida sobre la polea B. Es evidente que, si 
se invirtiese el sentido del movimiento, la correa 
se saldría inmediatamente de las poleas. Así 
pues, los cambios de sentido de rotación exigen 
los correspondientes cambios en las posiciones 
relativas de las poleas. En la Fig. 2-56 los árbo- 
les de las poleas se cruzan a 900, La correa 
trabajaría igualmente bien si las poleas girasen. 
cualquier ángulo alrededor de la línea xx. Se pue- 
de ver que los límites prácticos para este giro, 
variando la posición relativa de las poleas, se- 
rían los casos ya conocidos de transmisión por 
correa abierta o cruzada entre ejes paralelos. 
La situación representada en la Fig. 2-56 co- 
rresponde al caso de correa semicruzada. 

Si la transmisión entre ejes no paralelos ha 


de ser tal que las poleas puedan girar en cualquier sentido, mientras la 
correa se somete al principio de funcionamiento explicado antes, es nece- 
sario hacer uso de poleas intermedias para mantener la correa en el plano 


adecuado. Estas reciben el nombre de poleas-gutas. Es imposible conseguir 
una transmisión reversible con correa entro ejes no paralelos usando soln- 
mente dos poleas. La Fig. 2.57 es un ejemplo de transmisión rovorsiblo, 
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2-44. Aktombado de las poleas. Las poleas se abomban para evitar 
que la correa se salga. Atombar quiere decir hacer la polea ligeramente 
cónica o esférica, como se indica en las Figs. 2-58a y b. El modo en que las 
poleas abombadas tienden a centrar la correa puede verse por las siguientes 
consideraciones: refiriéndonos a la Fig. 2-58c, si una correa se apoya en una 
polea de doble conicidad, como la dibujada, estará sujeta a dos tendencias, 
Ja primera de las cuales es la de apoyarse de plano sobre la polea haciendo 
que la correa se doble hacia afuera, como indica la figura. La segunda 
de las tendencias obliga a la correa a resistir el efecto anterior, y como 
consecuencia la parte de la correa que se acerca a la polea es de nuevo 
llevada hacia dentro. Una vez en contacto ya no hay mucha tendencia 
a salirse y, puesto que el primer punto de contacto tiende a acercarse al 
centro de la polea, la correa en' conjunto se desplazará en esa dirección. 


tal 


2-45. Correas trapeciales. Cuando una correa tiene sección trape- 
cial, proyectada para actuar en una ranura triangular o en «V», es 
llamada correa trapecial. La forma corriente, tanto de correa como de po- 
lea de esta clase, se muestra en sección en la Fig. 2-59, donde D indica 
el diámetro primitivo de la polea. Esta forma de correa ha sido muy usada 
con fines especiales, siendo quizá el caso más conocido el del ventilador: 
del motor del automóvil. Las modernas correas trapeciales hechas de 
lona y goma vulcanizada, reforzada con cordones de algodón, se aplican: 
a poleas que tienen un número variable de ranuras para adaptarse a dife- 
rentes potencias. En ciertos casos se usan entre polea conductora acanalada 
y conducida lisa. Estas correas se pueden mon- 
tar también semicruzadas. A veces adoptan 
formas diversas, como muestra la figura en b. B 
Allí donde la distancia entre ejes es pequeña, 
la correa trapecial está remplazando a la 2 
plana, ya que transmite una potencia mayor | 
para un mismo ancho de la llanta de la polea. 
Además, como su acción es casi sin desliza- 
miento, está también desplazando a las cade- 
nas y engranajes en muchas transmisiones entre ejes a corta distancia.. 


2-46. Transmisiones por correa trapecial. Los cálculos realizados en: 
los artículos precedentes, referentes a correas, se aplican especialmente a: 
lan correas planas. Debo señalarse, sin embargo, que lo relativo a la rela. 


(o) (b) 
Fic. 2-59 
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ción: de velocidades y longitud de la correa puede aplicarse también a las 
transmisiones por correa trapecial, sin más que usar los diámetros 
adecuados. 

2-47. Cuerdas y cables. Las cuerdas empleadas en la industria están 
hechas corrientemente de un material fibroso, como cáñamo de Manila, 
cáfiamo fino y algodón o de alambres de hierro o acero, en cuyo caso se 
llaman cables. De acuerdo con su uso, las cuerdas y los cables pueden 
clasificarse así: 1) para elevar o transportar cargas; 2) para transmitir 
movimiento (y fuerza), como elemento de tensión en una máquina o meca- 
nismo; y 3) para transmisión de energía o potencia. La cuerda se usa prin- 
cipalmente para sujeciones, mientras que el cable se usa preferentemente 
para servicios de elevación, arrastre y transporte. El desarrollo de la 
transmisión eléctrica ha restringido gradualmente el empleo de estos ele- 
mentos para transmitir potencia. 

Son ejemplos del uso de cuerdas y cables en transporte y elevación, los 
ascensores y montacargas de las minas; grúas, dragadoras y excavadoras; 
y transportadores de paquetes en los edificios. 

Cuerdas y cables se encuentran a menudo en máquinas y aparatos 
en los cuales el movimiento puede transmitirse por medio de un elemento 
de tensión. Cables de control en los aviones, cuerdas para diales en los 
receptores de radio y cables para frenos en los automóviles son ejemplos 
corrientes. La flexibilidad de estos medios de transmisión es esencial para 
obtener los movimientos deseados con relativa facilidad en aplicaciones 
como las citadas. 

2-48. Cadenas. La transmisión por cadena se usa cuando se requiere 
una acción segura y cuando se desea obtener un conjunto menos voluminoso 
que si se usara correa plana. En general, la potencia se transmite a menor 
distancia con cadena que con correa plana. Las poleas en esta clase de 
transmisión tienen superficies de la forma adecuada al tipo de cadena 
usado. Poleas y cadenas se construyen en una gran variedad de formas 
de acuerdo con el servicio que han de prestar. 

Los distintos tipos de cadenas usados en la industria pueden clasifi- 
carse así: 

Cadenas para soporte y elevación 
Cerrada 
Reforzada 

Cadenas para transporte y elevación 
Separable o de ganchos 
De ganchos cerrados 

Cadenas para transmisión de potencia 
De bloques 
De rodillos 


Silenciosa 


2-49. Cadenas para soporte y elevación. La cadena cerrada (Fig. 2-004) 
se usa on grúas, dragadoras, oto., y la cadena reforzada (Fig. 2-00h) no usa 
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principalmente en la marina en anclas y amarres. La ventaja principal 
de la segunda sobre la primera es que no se engancha ni se enreda. tam 
fácilmente. 


2-50. Cadenas para transporte y elevación. Estas cadenas se emplean 
para transportar y elevar toda clase de materiales en condiciones muy 
variables. La cadena separable o de ganchos (Fig. 2-61) es muy usada, 
pero no se adapta bien a los materiales predominantemente arenosos. 
También se usa en algunos casos para transmitir potencia cuando las velo- 
cidades son reducidas. La cadena de ganchos cerrados, 
uno de cuyos tipos se ve en la Fig. 2-62, se emplea 
para transporte y elevación de materiales arenosos y 
para transmitir potencia a velocidades moderadas. 


KD 


2-51. Cadenas para transmisión de potencia. Las 
cadenas estudiadas en los párrafos anteriores no son 
útiles para aquellos casos en que se precisen velocidades 
superiores a los 200 m/min, y, por lo tanto, no son ade- 
cuadas para transmitir potencia a velocidades por en- 
cima de este límite. Para ello se construyen, con bas- 
tante precisión, cadenas especiales para transmitir 
potencia. Fic. 2-60 

La Fig. 2-63 muestra una cadena de bloques. Como 
su nombre indica, esta cadena está formada por bloques macizos de acero 
de forma semejante a la letra B o a la cifra 8, a los cuales se unen los laterales 
por medio de: remaches de acero endurecido. Las cadenas de bloques son 
más económicas que las de rodillos o las silenciosas, y han demostrado ser 
satisfactorias en transmisiones de poca potencia con velocidades por debajo 
de 250-300 m/min. 


BON 
HN 


ES 


(6) 


Fic. 2-61 


Una típica cadena de rodillos se muestra en la Fig. 2-64. Este tipo de 
cadenas se usa, con alguna extensión, en vehículos automóviles, especial- 
mente en camiones, así como para transmisiones de potencia en general. 
El límito de velocidad para uso general es, aproximadamente, de 500 m/min, 
con lubricación adecuada. 

El tipo de cadena más usado para transmitir potencia a velocidades 
rolntivamente clevadas es la cadena silenciosa. Hay varias conocidas 
mareas, actualmente en uso, que funcionan satisfactoriamente a altas velo- 
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cidades. Un ejemplo (Fig. 2-65) servirá para mostrar este tipo de cadenas, 

ya que todos en general tienen sus eslabones de la misma forma, diferen- 

ciándose únicamente en la manera de unirse. Si está bien diseñado y cons- 

truido, un sistema de transmisión por cadena silenciosa es tan eficiente 

como un engranaje para las mismas condiciones de funcionamiento. 
ITA NUH 


CCC 
O OOOOH 


Fic. 2-63 


Fig. 2-65 


Cuando es esencial la seguridad de la transmisión y los ejes están doma- 
siado separados para usar engranajes, se suelen emplear cadenas silonclonas. 
Además, se adaptan bien para transmisiones de potencia económions n 
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velocidades de 400-500 m/min, y los tamaños más pequeños de cadenas 
pueden funcionar hasta a más de 600 m/min. De todos modos, los límites 
do velocidad se alcanzan a costa de reducir la vida de la cadena. Este tipo 
de cadena se conoce también como de diente invertido. 

2-52. Transmisiones a velocidad variable. Se ha visto (Art. 2-42) que 
con correa plana se consigue variar la velocidad desplazando la correa a 
lo largo de poleas cónicas o conos de poleas para conectar una pareja dife- 
rente de diámetros en las poleas conductora y conducida. Estos pueden 
considerarse como los mecanismos elementales por medio de los cuales se 
puede conseguir la transmisión a velocidad variable con uniones flexibles. 

Uno de los dispositivos más conocidos para conseguir este objetivo 
por medio de una correa es la transmisión a velocidad variable Reeves. 
Esencialmente, consta de una pareja de poleas conectadas por una correa 
trapecial, del modo indicado en la Fig. 2-66. Cada polea está formada por 
una pareja de discos cónicos montados sobre el eje, de modo que giran con 
él pudiendo desplazarse en dirección 
axil. Por medio de los mecanismos 
adecuados de ajuste, los dos discos có- 
nicos de uno de los ejes son obligados 
a acercarse entre sí, a la vez que la pa- 
reja del otro eje se separa, El acerca- 
miento de los discos hace que la co- 
rrea trapecial haga contacto con ellos 
más lejos del eje, mientras que la se- 
paración lleva el contacto entre correa 
y discos más cerca del eje. Por lo 
tanto, el radio efectivo de una de las 
poleas resulta aumentado y el de la 
otra disminuido. De este modo la rela- s 
ción de diámetros conductor y condu- Fia. 2-66 
cido es fácil y rápidamente cambiada, 
asegurando la velocidad deseada entre un máximo y un mínimo, sin necc- 
sidad de parar la máquina. El conjunto se presenta como una unidad 
compacta que puede fácilmente intercalarse entre la fuente de energía y 
la máquina a mover. En el caso de transmisión por cadena se puede conse- 
guir la transmisión a velocidad variable por medio de un mecanismo similar 
al descrito para la correa trapecial. Uno de ellos, conocido como meca- 
nismo PIV (en inglés: positive, infinitely variable) consta esencialmente de 
una cadena de eslabones trapeciales con dientes por la cara interná que en- 
granan con dientes radiales de una pareja de discos cónicos desplazables 
en ambos ejes, conductor y conducido. Cada pareja de discos constituye 
pues una rueda de diámetro variable, de manera que se puede obtener 
un número infinito de velocidades, entre ciertos límites. 

2-53. Motones. Bajo el título de motones pueden agruparse todas 
aquellas combinaciones de cuerdas y cadenas con poleas y trenes de poleas, 
cuyo objeto es vencer una gran resistencia que recorre una corta distancia, 


por medio de una fuerza pequeña que se desplaza una distancia conside- 
rablo, : 
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2- 54. Polipastos. Probablemente, el ejemplo más sencillo de motones 
sea el polipasto representado en la Fig. 2-67. Para su análisis es 
más conveniente usar la representación esquemática de la Fi- 
gura 2-68. En este caso, una fuerza P actuando a lo largo de 
una distancia p elevará, despreciando los rozamientos, una carga 
Q igual a 4P, hasta una altura igual a */,p. La ventaja mecá- 
nica de un polipasto, como en cualquier otra máquina, es la 
relación entre la resistencia vencida y la fuerza aplicada, si se 
desprecia el rozamiento. Hay numerosos métodos para determinar 
la ventaja mecánica de un polipasto, pero seguramente el más con- 
veniente consiste, simplemente, en contar el número de cuerdas 
que soportan la carga. Este número es igual a la ventaja mecánica. 


2-55. La polea diferencial. Aunque el mecanismo elevador 
mostrado en la Fig. 2-69 difiere algo en su fundamentó del po- 
lipasto común, se usa con el mismo objeto, es decir, la elevación 
de cargas pesadas por medio de una pequeña fuerza aplicada. 
El bloque superior contiene dos poleas de diámetros ligeramente 
diferentes unidas entre sí para moverse a la vez. El bloque infe- 
rior sólo tiene una polea y se une al superior por medio de una 

` cadena sin fin, como muestra la figura. La fuerza se aplica en P, 
y Q puede determinarse del siguiente modo: sea Da el diámetro 
de la polea mayor del bloque superior y Ds el de la menor. 
'Si estas poleas giran en sentido contrario al de las agujas de 
` un reloj, la cadena que abandona la polea mertor aumentará, 
la longitud total de la cadena 'entre ambos bloques, y la que en- 
tra en la polea mayor disminuirá dicha longitud. El cambio neto 
Fra. 2-67. dè longitud total de la cadena entre bloques será la diferencia 
l entre las longitudes que entran y salen de las poleas del bloque 
superior. Este cambio de longitud se divide por igual entre los dos tramos 
de cadena que unen ambos bloques y, por consiguiente, el cambio en 


Fic. 2-68 


la distancia eritre los centros de los bloques será igual a la mitad do 
esa diferencia de longitudes o cambio neto de longitud. Si las poleas del 
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bloque superior dan una vuelta completa bajo la acción de la fuerza P, la 
carga Q se elevará una distancia 


h= 5 (D¿— Di) (2-25) 


Suponiendo que no hay rozamiento, el trabajo suministrado al mecanismo 
por P debe ser igual al realizado por éste al elevar Q. Por consiguiente, 


CAPÍTULO 3 


LEVAS 


La transformación de un movimiento simple, como el de rotación, en 
cualquier otro tipo de movimiento es, a menudo, obtenida conveniente- 
mente por medio de un mecanismo de leva, que consta normalmente de dos 
órganos móviles: la leva y el seguidor, montados en un bastidor fijo. Sin 
embargo, las levas son extraordinariamente versátiles y se puede obtener 
con ellas casi cualquier clase de movimiento. En algunos casos constituyen, 
sin ningún género de dudas, el sistema de transformación más sencillo y 
compacto posible. 

Una leva puede definirse como un elemento de máquina que tiene un 


de imprenta, maquinaria de calzado, maquinaria textil, máquinas para 
tallar engranajes y máquinas de fabricar tornillos. En cualquier clase de 
maquinaria en que el control automático y la medida de tiempos sean 
fundamentales, la leva es una pieza indispensable del mecanismo. Las 
aplicaciones posibles de las levas son ilimitadas y se presentan en una 
gran variedad de formas. En este capítulo estudiaremos algunas de las 
más comunes. i 


3-1. Movimientos de las levas. En las Figs. 3-1 y 3-2 se dan dos 
ejemplos sencillos de leva de disco y seguidor, el primero con un seguidor 
de rodillo y el segundo de cara plana. Si se le da a la leva un movimiento 
de rotación, éste hará que el seguidor, 1) suba a su posición más alta, 
2) baje a su posición inicial y 3) permanezca en reposo en esta última 
posición durante un tiempo dado, después del cual el ciclo se repite. En las 
levas de este tipo el movimiento de retorno del seguidor a su posición inicial 
se consigue por medio de alguna fuerza ajena a la leva, por ejemplo, un 
muelle. El rodillo, a través del cual se consigue el contacto entre el seguidor 
y la leva (Fig. 3-1), sirve para reducir el rozamiento al mínimo, aunque 
a veces es necesario o conveniente usar un seguidor de cara plana, como el 
representado en la Fig. 3-2. La parte de la cara del seguidor que entra en 
contacto con la leva está corrientemente recubierta de una superficie 
endurecida para evitar un desgaste excesivo. 


3-2. Trazado de levas. En el trazado de una leva, la posición inicial, 
carrera, dirección y caráctor del movimionto del seguidor fon, por regla 
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general, completamente conocidos. El movimiento angular de la leva y 
la situación de su eje con relación al seguidor son también, corrientemente, 
conocidos. El problema es, por lo tanto, determinar el perfil de la leva que 
comunicará al seguidor el movimiento buscado. 

Los principios fundamentales que deben observarse en el trazado de 
una leva se expondrán al estudiar los ejemplos dados en las Figs. 3-1 y 3-2. 
La primera muestra una leva de disco 4, cuya rotación en el sentido de las 
agujas del reloj hace mover al seguidor B (provisto de rodillo) radialmente 
sobre la línea OC. Se supone que la leva gira con velocidad angular 
uniforme. 

El trazado de la leva debe ser tal que por cada 300 de su giro (en los 
primeros 1209) el rodillo pase progresivamente desde la posición inicial 0 a 
las 1, 2, 3 y 4, alcanzando su posición extrema 4 y, desde ésta, vuelva 
(en los siguientes 120%) a ocupar sucesivamente las posiciones 3, 2, 1 y 0, 
permaneciendo en reposo en su posición inicial durante los restantes 1200 
del ciclo, 

El primer paso consiste en dibujar cuatro líneas radiales que dividan 
los primeros 1200 del giro de la leva en intervalos de 30%. El segundo paso 
es situar los centros 1”, 2”, 3” y 4” del rodillo sobre estas líneas radiales, 
a distancias del centro O de la leva sucesivamente iguales a O1, 02, 03 y 04 
(medidas sobre la línea inicial OC) y dibujar el contorno del rodillo en esas 
posiciones. El último paso a dar hacia la solución es determinar el trazado 
de esta sección de la leva, dibujando una curva suave tangente a la posi- 
ción inicial y a las otras cuatro posiciones halladas del rodillo del 
seguidor. 

Para hallar las posiciones 1*, 2, 3* y 4’ del rodillo, es conveniente 
aplicar el principio de inversión: suponer que la leva es el eslabón fijo y 
que el bastidor que guía al seguidor y lleva el cojinete del árbol de la leva 
es el eslabón móvil. Es obvio que, al fijar la leva y hacer girar al bastidor 
en sentido contrario al supuesto para la leva, obtendremos el mismo movi- 
miento relativo entre el seguidor y el bastidor que el realmente existente, 
es decir, rotación de la leva con el bastidor fijo. En este caso, cuando la 
leva ha girado un ángulo a que según la figura es de 600, el eje del rodillo 
se ha movido de 0 a 2. O bien, si fijamos la leva y hacemos girar al seguidor 
y al bastidor en sentido contrario el mismo ángulo a hasta la posición de 
trazos marcada en la Fig. 3-1, el rodillo se moverá una distancia igual a 
la que hay entre 0 y 2 con respecto al bastidor. Por lo tanto, el punto 2’ es 
el de intersección del arco de radio 02 con la línea radial 02'. Evidente- 
mente, si, con centro en 2”, se traza una circunferencia de radio igual al 
del rodillo dibujando entonces una parte del perfil de la leva tangente a 
dicha circunferencia y a la correspondiente a la posición inicial O del ro- 
dillo, al girar la leva 600 en el sentido de las agujas del reloj, el centro del 
rodillo pasará, con toda seguridad, de O a 2. Determinando de modo seme- 
jante los restantes puntos 1', 3” y 4', se traza el perfil de trabajo de la 
lova para los primeros 1200 de rotación, como se muestra en la figura. 
El método para determinar el perfil de trabajo de la leva para los siguientes 
1200 de su rotación es exactamente el mismo que para los primeros 1200, 
Se hu dibujado, pues, dicho porfil sin indicar su construcción. Puesto que el 
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seguidor debe permanecer parado mientras la leva gira los últimos 1200, 
esta parte del perfil de la leva será un arco de circunferencia con centro- 
en O y tangente a la posición inicial del seguidor. 


Fic. 3-2 


Para evitar confusiones en el trazado de la leva, las posiciones halladas: 
del seguidor 0, 1”, 2”, 3” y 4” en la Fig. 3-1, deben numerarse siempre en 
correspondencia con las 0, 1, 2, 3 y 4 que definen el movimientó del seguidor 
a lo largó de su recorrido. 

En la Fig. 3-2 se muestra el trazado cuando el seguidor de rodillo de la 
Fig. 3-1 es remplazado por un seguidor de cara plana. Las especificaciones: 
son, sin embargo, las mismas y la solución se halla de modo similar. La 
superficie de trábajo de la leva es una curva suave tangente a las distintas 
posiciones halladas para la cara del seguidor, como en el caso anterior. 

Es de señalar que, en este caso, la cara del seguidor forma un ángulo 
de 90° con la línea radial inicial OC y, por lo tanto, en las sucesivas posi- 
ciones que se van hallando, también debe formar el mismo ángulo con las 
correspondientes líneas radiales, tal como se muestra en la posición 2” del 
seguidor, dibujada de trazos en la figura. 


3-3. Diagramas cinemáticos. En el trazado de un mecanismo de leva, 
es corrientemente conveniente hacer uso de un diagrama cinemático. Tal 
diagrama señala las especificaciones exigidas para el movimiento del 
seguidor en función del movimiento del órgano motor (leva). Por ejemplo, 
en la Fig. 3-3, en el eje de abscisas se representa una revolución de la leva. 
y en el de ordenadas el desplazamiento total del seguidor a partir de su: 
posición más baja. Si la leva gira con velocidad angular constante, que es 
el caso normal, el período del movimiento se divide en un número conve- 
niente de partes iguales llamadas intervalos, que so representan por seg- 
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mentos iguales en el eje de abscisas. Las ordenadas correspondientes a 
estos intervalos representan los desplazamientos del seguidor a partir de 
su posición inicial. 


al S 
4 Accionamiento Retorno _Reposo 


Desplazamiento 
total 
N 
o 
l] 


1 7- 
0-8 Si A 5s e 7 E S 0 i i2 
intervalos | 
PE Una revolución de la leva is 
Fic. 3-3 


La Fig. 3-3 es el diagrama cinemático del mecanismo de leva de la 
Fig. 3-1 (ó Fig. 3-2), tomando una longitud arbitraria para el período 
de rotación de la leva, dividido en 12 intervalos. Las ordenadas del dia- 
grama representan los correspondientes desplazamientos, numerados del 
mismo modo que en la línea de acción del seguidor en la Fig. 3-1 (o figu- 
ra 3-2). La ley de variación del desplazamiento en función del tiempo, 
durante el accionamiento y retorno del seguidor queda claramente expuesta 
gráficamente en el diagrama. ; 

En las Figs. 3-1 y 3-2 la construcción para el movimiento de retorno 
del seguidor durante los segundos 120% del movimiento de la leva ha sido 
omitida para evitar confusión en el dibujo. Pero, ya que el movimiento de 
retorno es exactamente el mismo que el de accionamiento, aunque en orden 
inverso, dicho movimiento de retorno ha sido representado en el diagrama 
cinemático (Fig. 3-3) por la curva que une las posiciones 4 y 8. El inter- 
valo de 1200 restantes del movimiento de la leva, durante el cual el seguidor 
permanece en su posición inicial, se representa en el diagrama por las posi- 
ciones 8 a 12. Por consiguiente: 0 a 4 representan el accionamiento del segui- 
dor; 4 a 8 el retorno y 8 a 12 el reposo en la posición inicial hasta el co- 
mienzo del ciclo siguiente. 

Además de constituir un medio muy útil para estudiar el carácter del 
movimiento del seguidor, un diagrama cinemático puede también ser valioso 
para mostrar la secuencia de las fases del movimiento de un mecanismo. 
En general, el diagrama puede dibujarse a la escala que sea más conveniente, 
ya que ésta es arbitraria. 

Los perfiles de las levas deben ser proyectados de modo que se evite 
cualquier choque al principio y al final de la carrera del seguidor. Con objeto 
de asegurar una acción suave, no deben aparecer- cambios bruscos en 
ninguna parte del diagrama cinemático. Un método usado a veces en el 
proyecto de levas es dibujar un diagrama cinemático, tal como el de la 
Fig. 3-3, que represente un movimiento suave del seguidor; la intersección 
de esta curva con las ordenadas del diagrama da una escala gráfica para el 
movimiento del seguidor, similar a la mostrada a la izquierda del diagrama 
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de la Fig. 3-3. En general, sin embargo, el movimiento del seguidor se ajusta. 
a alguna ley definida, como se discute en el artículo siguiente, donde la 
curva que muestra la variación del movimiento entre las posiciones extre- 
mas es bien conocida. 

Evidentemente, no es siempre necesario dibujar un diagrama cinemático 
como el de la Fig. 3-3 para cada problema. Algunos de los ejemplos dados 
más adelante en este capítulo muestran que algunas veces se obtiene una 
solución más rápida marcando las posiciones del seguidor directamente 
sobre un dibujo del mecanismo (ver las Figs. 3-13 a 3-15), especialmente 
cuando se especifica una ley de movimiento relativamente sencilla. La con- 
veniencia o necesidad de construir un diagrama cinemático en un caso 
dado viene mandada por los requisitos del problema. 

En los mecanismos de levas en los cuales no todos los puntos del seguidor 
tienen el mismo movimiento, es necesario elegir un punto de referencia 
en aquél. Entonces se especifica el movimiento del seguidor fijando el del 
punto de referencia. Ejemplos representativos de esto son los seguidores 
articulados que serán discutidos más adelante en este capítulo. 


3-4. Curvas base. Las curvas que en el diagrama cinemático repre- 
sentan el movimiento del seguidor son llamadas curvas base. Dicho movi- 


miento puede ajustarse a una gran variedad de curvas base, pero aquí 
solamente serán consideradas tres formas sencillas de uso común: la línea 
recta modificada, la armónica y la parabólica. Un análisis de estos tipos. 
servirá para indicar los métodos a seguir en el estudio de las características 
de cualquier tipo de curva que pueda elegirse. 

A efectos de comparación, las curvas base mostradas en a en las figu- 
ras 3-4 a 3-7 se han dibujado en diagramas cinemáticos con la misma escala. 
y para iguales desplazamientos totales del seguidor. Cada una de estas 
curvas base puede, por lo tanto, considerarse aplicada a una leva que 
comunica a su seguidor el mismo desplazamiento total durante el mismo 
movimiento angular de la leva. La diferencia radica en la ley de movi- 
“miento del seguidor. La pendiente del diagrama cinemático en cualquier 
punto da el valor absoluto de la velocidad ds/dt del seguidor en ese punto. 
Del mismo modo, la pendiente del diagrama de velocidades da la variación 
de la velocidad, es decir, la aceleración tangencial del movimiento. Los 
diagramas de velocidades y aceleraciones mostrados debajo de las curvas 
base en b y c, respectivamente, en las Figs. 3-4 a 3-7 sirven para comparar 
las características del movimiento del seguidor correspondientes a las curvas 
base mostradas en a en dichas figuras. 

1. Curva base de línea recta. Si el movimiento del seguidor se repre- 


sentase por una línea recta, Fig. 3-44, sus desplazamientos serían iguales 


para intervalos de tiempo iguales, es decir, tendría velocidad uniforme del 
principio al final -de su carrera, como se indica en b. La aceleración sería 
nula, excepto en los extremos de la carrera, como se muestra en c. Los 
diagramas indican los cambios bruscos de velocidad, con los grandes esfuer- 
zos consiguientes, al principio y al final de la carrera. Esto no es conveniento 
en ningún caso, y especialmente cuando la leva gira a gran velocidad, Por 
consiguiente la curva base de línea recta tiene solamente un interés teórico, 


2. Curva base de línea recta modificada. Para ovitar la indoroable 


LEVAS 67 


cipio de la carrera y  disminu nuya, t oben de modo dal: al final de la 
misma. Esto puede conseguirse en el caso de la curva base de línea recta, 
de la Fig. 3-4a, suavizando los ángulos del diagrama, como se indica en 
la Fig. 3-50, dando lugar a lo que se conoce como curva base de línea recta- 
modificada. Los intervalos de aceleración y retardación en los extremos de 
la carrera y el de velocidad constante entre ellos dependen enteramente 
del radio de suavizado. Este radio puede tener cualquier longitud conve- 
niente, dentro de límites razonables. A menor radio, más cerca estaremos 


de las condiciones indeseables de la curva base recta. A mayor radio, más 
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Desplazamiento 
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suave será el accionamiento en los extremos de la carrera, pero más brusco 
en su centro. En la práctica se toma, a menudo, un radio igual al despla- 
zamiento total del seguidor. Los diagramas de la Fig. 3-5 han sido dibu- 
jados con este criterio. Aunque los diagramas de velocidades y aceleraciones 
en b y c en esta figura muestran una decisiva mejora.en el carácter del 
movimiento del seguidor en comparación con los diagramas similares de 
la Fig. 3-4 (b y c), el movimiento no es tan suave como el de las Figs. 3-6 
y 3-7 que se tratan a continuación. 

3. Curva base armónica. Una leva con la curva Blas dibujada en a 
on la Fig. 3-6 comunicará a su seguidor un movimiento armónico simple. 
lista curva. es llamada a veces curva de manivela, debido al hecho de que 
¿cuando el muñón de una manivela se mueve. con movimiento circular 
uniforme, la proyección de su centro sobre un diámetro de su trayectoria 
tiene, por definición, movimiento ‘armónico simple. El diagrama de velo- 
vidades en b muestra un caso de accionamiento suave. La aceleración, 
Hada en c, es máxima en la posición inicial, nula en la posición media y 
máxima negativa en la posición final. El método para construir la curva 
bano armónica se deduce de su definición y se indica'en la figura. Matemá.- 
tlenmento, el diagrama cinemático representativo de un movimiento armó- 
nioo simplo os una curva do tipo senoidal. 
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- 4. Curva base parabólica. La curva base parabólica se muestra en 
la Fig. 3-74. Como puede verse en b de la misma figura, la velocidad aumenta 
uniformemente durante la primera mitad del movimiento y decrece unifor- 
memente durante la segunda mitad. Por consiguiente, :la aceleración es 
constante y positiva durante la primera mitad, y constante y negativa 
durante la segunda mitad del movimiento, como se muestra en c. Debido 
a la constancia de la aceleración, esta curva base es a veces llamada curva 
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de gravedad. Este tipo de curva da al seguidor el valor más pequeño de 
aceleración máxima a lo largo de su carrera para un desplazamiento total 
dado en un tiempo determinado. Esto es de particular importancia en la 
maquinaria de gran velocidad, a causa de las fuerzas que se necesitan para 
producir las consiguientes aceleraciones. 

Matemáticamente, la condición para aceleración tangencial A? constante 
es dV [dt = constante = A!. 


Velocidad v= fsa- Attas 


Desplazamiento s = J V dt = 12A + et + Ca 


En estas ecuaciones C, y Ca son constantes de integración. Sis = 0y V =0 
cuando ¿ = 0, c, y c son 0 y s =?/,4'?. Esta es la curva mostrada en la 
Fig. 3-7a entre 0 y 3. 

En la citada figura se muestra un método de trazar la curva parabólica, 
que, a escala mayor, se da en la Fig. 3-8. El desplazamiento total deseado 
y el tiempo total requerido, se dividen cada uno en el mismo número de 
intervalos (tres en la Fig. 3-8). Los puntos A y B están situados en las 
intersecciones de las líneas verticales y las diagonales, y se demostrará 
que pertenecen a una parábola que une los puntos 0 y O. Para un punto 
roprosentativo, tal como el B, y por considoraciones geométricas so ve que 
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s/t = Ljtr. Pero, puesto que sobre L hay intervalos iguales para tiempos 
iguales, L es proporcional a t, o sea, L = Kt. Por lo tanto s/t = Kt/tr y 
s = (K/trjé?, o bien s = K'f?, que es la ecuación de una parábola de vértice 
en O. Así pues, el punto B, que se ha 

desplazado la distancia s, debe perte- 3 
necer a esta parábola. Se puede ver 


© o 
que dicha parábola pasa por C, ya 3 Elm 
que K es igual a Lr/tr (puesto que $ ere ll 
L = Kt) y que en C es t = tr. La ex- $ jpe 
presión de s se reduce a s = Lr que £ 1332 ES 
indica que C está en la misma pará- El 3 
bola que B. nA f PA 

En algunas aplicaciones la veloci- © 1 2 3 
dad de cambio de la aceleración es de — t ——— > 
gran importancia, ya que es una me- Tiempo total requerido 
dida de la velocidad con que varía la = t, 
fuerza productora de la aceleración. Tra. 3-8 


Para hacer mínimos estos efectos 

no debe haber cambios bruscos en el diagrama de aceleraciones. A menudo, 
en el proyecto, el punto de partida lógico es dicho diagrama, obteniendo 
los otros dos por sucesivas integraciones, hechas analítica o gráficamente 
con una razonable precisión. Las limitaciones de espacio no permiten exten- 
derse aquí en detalles; los movimientos estudiados sirven de ejemplo. 


3-5. Leva de disco con seguidor radial de rodillo. 1. Trazado de la 
leva. Una leva de disco girando en el sentido de las agujas del reloj con 
velocidad angular constante ha de comunicar movimiento armónico a un 
seguidor que se mueva en dirección radial del modo siguiente: 


Se separa 2 cm mientras la leva gira 1200, 
Permanece en reposo mientras la leva gira 60°. 
Retorna mientras la leva gira 90°. 

Permanece en reposo mientras la leva gira 90°. 


El movimiento del seguidor queda representado completamente por el 
diagrama cinemático de la Fig. 3-9a, mientras en b se muestra su posición 
más cercana al eje de la leva. El primer paso hacia la solución consiste en 
dibujar la escala gráfica del movimiento del seguidor sobre la trayectoria 
del eje del rodillo entre sus posiciones inicial O y final 4. Esto se puede con- 
soguir bion trasladando las ordenadas de los puntos del diagrama cine- 
mático, bien dibujando una semicircunferencia de 2 cm de diámetro, 
dividióndola en partes iguales (cuatro en este caso) y proyectando sobre 
ol diámetro para obtener las posiciones O a 4 mostradas sobre la línea 
de noción del seguidor. 

Puesto que ol seguidor ha de realizar un ciclo de su movimiento durante 
una revolución de la leva, el próximo paso a dar será dibujar alrededor 
del ojo do la leva los cuatro sectores angulares 1200, 600, 909 y 900, requeri- 
don pura ol movimiento del seguidor. En la solución de este problema se 
emplea el mismo artificio que on el Art. 3-2, suponer la leva fija mientras 
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que el bastidor y el seguidor giran en sentido inverso al especificado para 
- la leva. Puesto que el movimiento de la leva es en el sentido de las agujas 
del reloj, los ángulos considerados antes se van tomando en sentido contrario 
a partir de la línea de acción del seguidor, como puede verse en la figura. 
Y, puesto que el diagrama cinemático se ha construido dividiendo en cuatro 
intervalos iguales la fase de separación de 1200 y la de retorno de 900, 
dividiremos también los sectores angulares antes dibujados en otros tantos 
espacios angulares numerados de 0 a 4, como se indica. Las líneas radiales 
que pasan por 1, 2, 3 y 4 representan las líneas de acción del centro del 
rodillo. Arcos con radios iguales a las distancias desde el eje de la leva a las 
divisiones numeradas de la escala gráfica se cortarán con las correspondien- 
tes líneas radiales numeradas, dando los puntos que representen las posi- 
ciones del eje del rodillo del seguidor. En cada uno de estos puntos se dibuja 
ahora el rodillo, obteniendo ya el perfil de la leva sin más que trazar una 
línea suave que sea la envolvente interna de todas las posiciones del rodillo. 
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La leva debe tocar (ser tangente) a todas las posiciones del rodillo si quere- 
mos que lleve a éste a todas las posiciones deseadas. Para lograr una mayor 
precisión en este trazado se pueden obtener más posiciones intermedias 
de las que se han tomado en la Fig. 3-9. El perfil de la leva para las fases 
de reposo del seguidor se obtiene uniendo los extromos del perfil de las fases 
de trabajo con arcos de círculo con centro en cl ejo de la leva. 
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2. _Angulo depresión. Para un seguidor de rodillo, el ángulo for- 
mado por la línea de acción del centro del rodillo y la normal común en e 


punto de contacto entre rodillo y leva es el ángulo de presión. Este ángulo 


indica la desviación de la dirección de la fuerza que la leva ejerce sobre el 
rodillo, de la del movimiento del centro de éste. Cuanto mayor sea 23 
ángulo, mayor será el esfuerzo lateral que tenderá a acuñar el vástago 
seguidor en sus guías. En la Fig. 3-9b el ángulo de presión en 4, en la fase 
de accionamiento, es Q;. 

En general, las dimensiones del diagrama cinemático son y tndiferentes: 
Sin embargo, en el caso especial de la Fig. 3-9, en el cual el seguidor se - 
mueve sobre una línea radial, si la longitud total del diagrama se hace - 
igual a la de la circunferencia A BO, aquél representará el verdadero desarro- 
llo de la superficie primitiva de la leva. Esta circunferencia, de radio igual 
a la distancia desde el eje de la leva al punto medio de la carrera del seguidor, 
es llamada circunferencia primitiva. En la Fig. 3-2a, la longitud del diagrama 
cinemático se hizo igual a la de la circunferencia primitiva. El desarrollo 
de ésta en el diagrama recibe el nombre de línea primitiva. 

Una propiedad de tal diagrama cinemático es que la tangente a la curva. 
base en cualquier punto forma un ángulo con el eje de abscisas que es el 
ángulo de presión en ese punto. Por lo tanto, a, y az se ve que son los máxi- 
mos ángulos de presión durante las fases de accionamiento y retorno, res- 
pectivamente. Es interesante notar que la velocidad del seguidor es pro- 
porcional a la tangente trigonométrica del ángulo de presión. 

El límite máximo para el ángulo de presión en la fase de accionamiento 
viene mandado por las necesidades de proyecto. 

3. Tamaño de la leva. Para una carrera del seguidor dada, el tamaño- 
máximo de la leva es sólo función del espacio disponible. El tamaño mínimo 
puede ser determinado por detalles de construcción, tales como las dimen- 
niones del árbol o el valor del ángulo de presión. El tamaño elegido debe: 
sor lo bastante grande como para asegurar un movimiento suave del seguidor. 
Cuanto mayor sea la leva tanto más suave será el movimiento del seguidor 
pura una carrera y un movimiento angular de la leva dados. Esto es así, 


namiento namiento 


ni =— 
¿ armónica — 
¿de línea recta GE 


Pia, 3-10 A 3-11 
ya que el ángulo de presión se reduce al aumentar el tamaño de la leva, 


somo se ve on la Fig. 3-10. 
Aunque la curva base parabólica combina dos de las caraoteríbticas 
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más importantes, suavidad de movimiento (aceleración constante y, por lo 

"tanto, constante también la fuerza que produce esta aceleración) y menor 
potencia requerida para el accionamiento, la curva armónica permite el uso 
"de una leva de menor tamaño que la parabólica para un ángulo de presión 
dado, siempre que el seguidor sea un rodillo que se mueva en dirección 
"radial. En otras palabras: para un mismo tamaño de leva, el ángulo de pre- 
sión es más pequeño con la curva armónica y, por lo tanto, el accionamiento 
con ella es más suave, a este respecto, que con la parabólica. 

Esto se ve claramente en las Figs. 3-11 y 3-12. La longitud del diagrama 
cinemático se ha elegido de acuerdo con lo discutido antes, es decir, igual al 
desarrollo de la circunferencia primitiva de la leva. Para la porción de dia- 
grama mostrada, la longitud OD (o 1) en la Fig. 3-11 es igual a la fracción 
cd de la circunferencia mostrada en la Fig. 3-12. Los ángulos a señalados 
en la Fig. 3-11 son, pues, los ángulos de presión. Para ángulo de presión 
máximo a y una separación t dados, la longitud } de la curva base guarda una 
relación fija con la separación t. 

Se verá ahora que el radio r de la circunferencia primitiva cde de la 
“Fig. 3-12 es menor para la curva base armónica que para la parabólica, 
cuando los ángulos de presión máximos son iguales. Supongamos que la 
separación ¿ del seguidor tiene lugar cuando la leva ha girado un ángulo 

de f radianes. Recordemos que el 

radián no tiene dimensiones, siendo 

la medida en radianes igual al co- 

ciente de dividir la longitud del arco 

e por su radio. Si cd y r se miden 
N en cm, 

arc cd = rf cm (3-1) 


Un factor de la leva f se define como 


; l 
I=3 (3-2) 


Fic. 3-12 Este coeficiente no tiene dimensiones. 

Su valor depende del tipo de movi- 

miento y del ángulo de presión máximo obtenido durante el movimiento, 
como puede verse al observar la Fig. 3-11. De esta última se deduce 


i= ft =d en la Fig. 3-12 
Por consiguiente, de (3-1) se tiene 


r =5 (3-3) 


Ya que t y $ son los mismos para los dos movimientos en estudio, el radio 
es directamente proporcional al factor f. Poro f( = l/t) os, evidentemente, 
menor para el movimiento armónico que para el parabólico (ver Fig. 3-11). 
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Rosulta, por lo tanto, que la leva con curva base armónica es la menor, 
para una separación total ¿ y en un recorrido angular $ dados. bal 

La Tabla 3-1 da los valores del factor de leva f que será de utilidad en 
ol trazado de levas del tipo tratado en este artículo. El método para deter- 
minar estos factores puede deducirse sin más que estudiar detenidamente 
la Fig. 3-11. Para un ángulo de presión máximo y un tipo de movimiento 
cualesquiera, 1 queda determinado al fijar t. 


TABLA 3-1. FACTOR DE LEVA f PARA DIFERENTES VALORES DEL ÁNGULO 
DE PRESIÓN a MÁXIMO 


Angulo de presión a máximo 
Tipo de curva base 


200 | 250 | 300 | 350 | 400 | 450 


Línea recta modificada (Fig. 3-5)..... 3,10 | 2,59 | 2,27 | 2,03 | 1,89 į 1,83 
Armónica (Fig. 3-6)................. 4,31 | 3,37 | 2,27 | 2,24 | 1,87 | 1,57 : 
Parabólica (Fig. 3-7)................| 5,50 | 4,29 | 3,46 | 2,86 | 2,38 | 2,00 


La circunferencia primitiva no tiene otro objeto que obtener una leva, 
de tamaño mínimo, para un ángulo de presión dado, en los casos como el 


`~- 


Fıa. 3-13 


procedente on que el seguidor es un rodillo que se mueve con trayectoria 
racial, Para otra clase do movimientos del seguidor de rodillo y para segui- 
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dores de cara plana, la leva es generalmente independiente de la circun- 
ferencia primitiva basada en el ángulo de presión, y, por consiguiente, 
no sé hará referencia a ello al discutir otros tipos de levas. ' 

3-6. Leva de disco con seguidor de rodillo no radial. En la Fig. 3-13 
se desea que el seguidor se mueva sobre una línea recta de 0 a 4 con movi- 
miento armónico mientras la leva | gira 1200 en el sentido de las agujas del 
reloj con velocidad angular constante. Puesto que la prolongación de la 
línea de acción del rodillo no corta al eje del árbol de la leva, éste es conocido 
como seguidor de rodillo no radial. Para nuestros propósitos actuales será 
suficiente considerar solamente la fase de separación del seguidor, como se 
ha indicado en la figura. El perfil de la leva se ha determinado por el método 
general estudiado en 3-2. Sin embargo, debe señalarse una diferencia impor- 
tante al comparar esta solución con la de la Fig. 3-1. Tomando la línea 
vertical que corta al eje de la leva como línea origen para el trazado, el 
ángulo de 120% se toma en sentido contrario al de las agujas del reloj a 
partir de esa línea y se divide por medio de las líneas radiales, igualmente 
espaciadas, 0”, 1”, 2”, 3” y 4”. Las posiciones del rodillo que se han dibujado 
mo están situadas sobre estas líneas radiales, sino defasadas de ellas un 
mismo ángulo, igual al que tiene la posición inicial respecto a la línea 
origen OC. Por ejemplo, en la posición 2” el ángulo a'Ob* debe ser igual 
al aOb, o lo que es lo mismo, el arco a'b’ debe ser igual al ab, de modo que 
cuando la línea OC” gire a la posición OC, el eje del rodillo pase a la posición 
2 deseada, a lo largo de su trayectoria. 

Es de notar que la construcción mostrada en la Fig. 3-13 es sólo uno de 
los numerosos métodos que se pueden seguir para la determinación de las 
posiciones del seguidor, como la indicada en 2”. Por ejemplo, como línea 
origen pudo tomarse la que une el centro O de la leva con la posición inicial 
del centro del rodillo, en cuyo caso el defase a'b' variaría. Otro método 
consiste en considerar como línea origen a la trayectoria del centro del rodi- 
llo. En tal caso las cuatro líneas divisorias 0”, 1”, 2”, 3' y 4” pueden dibujarse 
“tangentes a un círculo de centro en O, con lo cual no se requiere defases 
tales como a'b’. 

3-7. Leva de disco con seguidor de cara plana alternativo. En este 
problema se desea determinar el perfil de una leva de disco (Fig. 3-14a) que 
comunique movimiento a un seguidor de cara plana, de acuerdo con el- 
diagrama cinemático de la Fig. 3-14b. La leva debe desplazar al seguidor 
un total de 3 cm durante una revolución, girando en el sentido de las agu- 
jas del reloj con velocidad angular constante. El período se ha dividido 
en 16 intervalos iguales. El seguidor debe permanecer en su posición inicial 
durante tres intervalos, subir durante ocho de ellos, reposar en su posición 
extrema durante un intervalo y volver a su posición inicial en cuatro. El 
diagrama cinemático dado no representa ninguna ley definida de movi- 
miento del seguidor. Sin embargo, se ha dibujado así para dar un movimien- 
to gradual al principio y al final de la carrera. 

La posición inicial o inferior del seguidor se tomó a 1 cm del eje de la 
leva. Si se alinea el diagrama cinemático con el desplazamiento del seguidor, 
la escala gráfica de éste, mostrada en la figura, se puede dibujar fácilmente 
por simple proyección. El punto más conveniente para empezar a dibujar 
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dicha escala es el D en que una perpendicular que pasa por O, eje de la 
leva, corta a la superficie de contacto del seguidor. Al girar la leva en el sen- 
tido de las agujas del reloj, el punto D, en la superficie de contacto del se- 
guidor, se eleva a las posiciones 1, 2, 3, 4, etc.; o bien siguiendo la pauta de 
suponer una inversión del mecanismo mientras se hace la construcción, a 
medida que el seguidor gira en sentido contrario a las agujas del reloj 
permaneciendo la leva fija, el punto D pasa a las posiciones radiales 1”, 


Reposo 
FReposop-—Accionamiento——> peRetorno> 


Fic. 3-14 


2”, 3”, 4”, etc. Del mismo modo para la sexta posición, o sea, la intersec- 
ción de un arco de radio O6 con la línea radial 06” de la leva, determina 
la posición 6” del punto D de la superficie de contacto del seguidor. Ya que 
esta superficie de contacto es perpendicular a la línea media del vástago del 
seguidor, una línea que pase por 6'” y sea perpendicular a 06” constituye 
una línea a la cual debe ser tangente el perfil de la leva. Habiendo sido 
determinadas de modo similar las líneas representativas de la superficie 
de contacto del seguidor para las restantes posiciones, se traza el perfil 
de la lova sin más que dibujar una curva suave tangente a todas ellas, como 
muostra la figura. 7 , 

En el trazado de levas con seguidor de cara plana, se encuentran limi- 
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taciones como la de tamaño mínimo, ya que por debajo de un cierto tamaño 
no es posible dibujar el perfil de la leva tangente a todas las posiciones halla- 
das del seguidor. Por ejemplo, si el radio mínimo OD de la leva se tomara 
de 27 mm, las líneas para las posiciones 12, 13 y 14 se cortarían en un pun- 
to K que obligarían a la leva a tener un saliente agudo en su perfil. Si el 
radio mínimo OD fuese aún menor, la línea para la posición 13 caería fuera 
de la intersección de las líneas para las posiciones 12 y 14, en cuyo caso 
una solución de acuerdo con las especificaciones dadas sería imposible. 
La longitud de la cara del seguidor viene determinada por las distancias 
máximas de la línea de contacto a la derecha o a la izquierda de D. Hay 
un máximo a la derecha para la posición 14 y a la izquierda para la posición 
8, dibujadas con líneas de puntos en la figura. Por-obvias razones de tipo 
práctico, la longitud real de la superficie de contacto debe extenderse algo 
más allá de los puntos teóricos de contacto límites marcados por las posi- 
ciones M y N. 

Si el vástago del seguidor es cilíndrico y su eje está situado como indica 
la Fig. 3-14, pero no en el plano medio de la leva, el rozamiento entre leva 
y seguidor puede hacer a éste girar al ser accionado, lo que obliga a su 
superficie de contacto a ser en forma de disco circular de radio M. Tal 
seguidor se conoce con el nombre de seguidor de seta. Este dispositivo tiene 
las ventajas de facilitar la lubricación y distribuir el desgaste. 

Para el seguidor de cara plana alternativo, la presión entre leva y segui- 
dor, despreciando el rozamiento, actúa normalmente a la cara del seguidor. 
El ángulo de presión es, por lo tanto, constante e igual a 900 menos el ángulo 
entre la cara del seguidor y su vástago. En nuestro ejemplo, como este 
último ángulo es también de 900, el ángulo de presión es nulo. 


3-8. Leva de disco con seguidor de rodillo articulado. Otro caso de 
seguidor de rodillo es aquel en el que el centro del rodillo está obligado a 
moverse sobre un arco de círculo. Supongamos que se desea trazar una leva 
de disco que comunique movimiento armónico a un seguidor de rodillo 
articulado, del modo siguiente: 


1509 de accionamiento mientras la leva gira 1200, 
Reposo mientras la leva gira 600. 
150 de retorno mientras la leva gira 900. 


Reposo mientras la leva gira 900, 


La leva debe girar en el sentido de las agujas del reloj a velocidad angu- 
lar constante. La situación de la articulación del seguidor con respecto al 
eje de la leva y la posición inferior del rodillo son las indicadas en la Fig. 3-15. 

El primer paso es subdividir el movimiento del seguidor armónicamente. 
Si la cuerda del arco recorrido por el rodillo se toma como diámetro del 
círculo usado en la determinación del movimiento armónico, el trazado 
será, en general, suficientemente preciso, aunque no exacto. Para un trazado 
más exacto se: deben tomar los desplazamientos sucesivos de un diagrama 
cinemático y llevarlos sobre la trayectoria del centro del rodillo. En la 
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Fig. 3-15 se supone que la diferencia entre cuerda y arco es despreciable. 
Las posiciones numeradas del seguidor corresponden a las divisiones, igua- 
les entre sí (numeradas de modo similar), de los ángulos que gira la leva 
mientras tiene lugar el accionamiento o el retorno del seguidor. El paso 
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siguiente es considerar invertido al mecanismo y situar el seguidor (su 
porfil de trabajo es suficiente) en posiciones correspondientes a las nume- 
radas del mecanismo original. Esto se ha conseguido por medio de una 
simple construcción geométrica, como se indica para la posición 6. Otras 
construcciones geométricas que se le puedan ocurrir al estudiante pueden 
ser ompleadas si así lo desea. 

Los perfiles de trabajo de la leva durante las fases de accionamiento y 
retorno pueden ser ahora dibujadas tangentes a las varias posiciones del 
porfil del rodillo. En el trazado real se usarían todas las posiciones de 0 a 6. 
Las zonas de perfil de la leva correspondientes a las fases de reposo son 
aroos do círoulo con centro en el eje del árbol de la leva. 


3-9. Lova do disco con seguidor de cara plana articulado. Como nuevo 
ejemplo de trazado de levas, supongamos se desea hallar el perfil de una 
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leva de disco que comunique movimiento armónico a un seguidor de cara 
plana articulado, del modo siguiente: 

150 de accionamiento mientras la leva gira 1200, 

Reposo mientras la leva gira 900, 

150 de retorno mientras la leva gira 900, 

Reposo mientras la leva gira 900, 
La leva debe tener movimiento de rotación uniforme en el sentido de las 
agujas del reloj. La situación de la articulación del seguidor con respecto 


al eje de la leva y la posición inferior de la cara del seguidor son las indica- 
das en la Fig. 3-16. 


Fra, 3-16 


El primer paso del trazado consiste en subdividir el desplazamiento 
angular del seguidor de acuerdo con el movimiento armónico. Un pequeño 
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estudio previo aquí reducirá el trabajo posterior del trazado de la leva. 
El perfil de trabajo del seguidor es una línea recta y será eventualmente 
necesario situar esta recta para las varias posiciones del seguidor en el 
mecanismo «invertido». El punto del seguidor que no tiene movimiento 
relativo con respecto al órgano fijo es el centro A sobre el que gira el segui: 
dor. El perfil recto de trabajo del seguidor será siempre tangente a un 
círculo de radio r y con centro en las sucesivas posiciones del citado punto A. 
Será suficiente, pues, conocer la posición de otro punto B de dicha recta 
para poderla situar. Si ahora se dibuja un arco con centro en A que parta de 
B y sea de 150, se habrá representado i 
completamente el movimiento angu- 
lar total del seguidor. Este arco pue- 
de ahora ser subdividido de acuerdo 
con el movimiento deseado, como se 
muestra en la figura. Usando la cuerda 
en vez del arco, para esta construcción, 
obtendremos una solución aproxima- 
da, pero lo suficientemente precisa, 
en la mayoría de los casos. La situa- 
ción del seguidor en las distintas po- 
siciones del mecanismo «invertido» 
se consigue ahora sin dificultad, y el Fra. 3-17 

Ņerfil de la leva puede ser dibujado 

del modo corriente: una curva suave tangente a la cara del seguidor en todas 
sus posiciones. Para mayor claridad, en la Fig. 3-16 sólo se han dibujado 
las posiciones 0, 3 y 6. 

La longitud y la situación de aquella parte de la cara del seguidor que 
entra en contacto con la leva durante una revolución completa pueden 
determinarse midiendo las distancias máxima y mínima desde la articua- 
lación A del seguidor a los puntos de tangencia de éste. En la figura, estas 
distancias son 4'C y A” D, respectivamente, que llevadas al mecanismo 
original, determinan completamente la superficie de trabajo del seguidor. 
Por obvias razones de orden práctico, debe ampliarse en ambos sentidos 
onta longitud teórica. 


3-10. Otros tipos de levas. Como se ha señalado anteriormente, el 
movimiento de retorno del seguidor en los tipos de levas tratados debe ser 
producido por alguna fuerza ajena a la leva propiamente dicha. Esto se 
«consigue corrientemente usando pesas o muelles. Cuando se requiere una 
acción segura, el método normal es añadir a la leva un segundo perfil por 
la parto exterior del rodillo, como muestra la Fig. 3-17. 

Al proyectar levas de este tipo hay que tener en cuenta el radio del rodi- 
llo del seguidor, que puede ser igual, pero que, en general, debe ser menor 
que el monor radio de curvatura de la superficie primitiva, medido en la 
auperflcie de accionamiento. Si el radio del rodillo no se toma con este ceri- 
terio, el seguidor no tendrá el movimiento deseado. 

Nupongamos que en la Fig. 3-18, a, b y c representan tres rodillos que se 
mueven on las ranuras A, B y C, respectivamente. El radio de curvatura 
de la superficie primitiva común a las tros ranuras en el punto considerado 
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es R. El rodillo a tiene un radio menor que R, el de b es igual a R, y el de 
c mayor. Es evidente que cuando el radio del rodillo es mayor que R, 
como en este último caso, la anchura de la ranura en ese punto resulta 
mayor que el diámetro del rodillo y el movimiento de éste no queda ase- 
gurado. 

Una leva de placa, o leva de deslizamiento, como la de la Fig. 3-19, tiene 
movimiento alternativo entre guías fijas. Lleva una ranura o canal curvo 
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que puede comunicar movimiento alternativo a un seguidor de rodillo o 
movimiento oscilatorio al brazo de un seguidor de rodillo articulado. 

Una inversión de la leva de placa en la cual el rodillo es el órgano con- 
ductor y la placa el conducido es usado a veces en mecanismos ligeros 
tales como máquinas de coser. Un ejemplo de este tipo de levas, conocido 
como leva invertida, es el de la Fig. 3-20. 
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Una leva cilíndrica puede emplearse para producir el mismo movimiento 
que una de deslizamiento. Una leva de este tipo puede considerarse como el 
resultado de plegar en forma de cilindro una de deslizamiento. Al girar el 
cilindro sobre su eje se le da al seguidor el mismo movimiento exactamente 
que cuando la leva de deslizamiento tiene movimiento de traslación. 
En la Fig. 3-21 se muestra el método general de trazádo de una leva cilín- 
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«rion con seguidor de rodillo articulado. El primer paso es dibujar un 
diagrama cinemático cuya altura sea igual a la: carrera del seguidor y su 
longitud sea igual a la circunferencia del cilindro. A continuación el dia- 
grama se arrolla sobre el cilindro y se traslada el perfil deseado a su super- 
fioio. Con ello ya se puede mecanizar lá ranura en: el cilindro con un útil 
de la misma forma y el mismo tamaño que el ródillo, guiando dicho útil 
do noucrdo con la curva marcada sobre la superficie del cilindro. Es de 
sofinlar que el seguidor de rodillo es un tronco de cono cuyo vértice está 
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en el eje de la leva. La Fig. 3-22 muestra la operación de labrar una ranura 
en una leva cilíndrica. f 

Otra forma de leva cilíndrica se obtiene enrollando cintas ajustables 
sobre la superficie de un cilindro. 


Frc. 3-22. (Cortesia de Brown de Sharpe Manufacturing Co.) 


De esta forma es más fácil pasar de un perfil a otro, siendo un sistema 
muy usado en las máquinas de coser automáticas. . 

Las levas de disco, como la de la Fig. 3-23, con seguidores de rodillo 
o de seta, se usan mucho para accionar válvulas de motores. Una aplica- 
ción ha sido ya mostrada en la Fig. 1-1. Un diseño sencillo de perfil formado 
por líneas rectas y arcos de círculo se ve en la Fig. 3-23. 

La Fig. 3-24 representa una leva de disco de retorno asegurado, cuyo 
perfil está formado por arcos de círculo de distintos radios. Para que la 
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leva tenga una anchura constante, los centros O, B y C deben estar en los 
vértices de un triángulo equilátero. Es fácil ver que hay una fase de reposo 
en cada extremo de la carrera, mientras la leva gira 600. El desplazamiento 
total R— R tiene lugar mientras la leva gira 1200, Tales levas están 
proyectadas para un desplazamiento total dado del seguidor. La ley del 
movimiento debe depender del perfil asignado a la leva. 


Fic. 3-23 


Fic. 3-24 


La Fig. 3-25 muestra una leva de disco oscilante que comunica movi- 
miento alternativo a un seguidor de cara plana. Se encuentra en los meca- 
nismos de válvulas de los motores marinos. 7 

Un conocido tipo de leva empleado en los bocartes para pulverizar 
minoral menudo es la leva de bocarte mostrada en la Fig. 3-26. Coństa de 
un soguidor de cara plana alternativo accionado por un disco giratorio que 
tiono la forma de una leva de doble evolvente. Cuando la leva gira con 
velocidad uniforme, el perfil de evolvente de la leva da al seguidor movi- 
miento uniforme, El trazado de la evolvente queda indicado en la figura por 
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las líneas de trazos en los tres puntos a, b y c. Esta construcción está basa- 
da en el hecho de que un nudo en una cuerda que se mantiene tensa mien- 
tras se desenrolla de un disco o tambor describe una evolvente. El bocarte 
de la Fig. 3-26 se eleva y cae dos veces durante cada revolución de la leva. 


Arbol 
del bocarte 


Fra. 3-25 Fic. 3-26 


Fig. 3-27 


Un tipo de leva esférica es el mostrado en la Fig. 3-27. Hay otros muchos 
tipos interesantes de levas que intervienen en la construcción de la maqui- 
naria moderna, pero las limitaciones de espacio impiden su discusión aquí. 
Los principios fundamentales para el trazado de cualquiera de ellas son los 
mismos que se han aplicado en los ejemplos dados en este capítulo. 
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CAPÍTULO 4 


RUEDAS DENTADAS. ENGRANAJES RECTOS 


El estudio del funcionamiento de los engranajes es, en esencia, un 
estudio del movimiento transmitido por un par de elementos que tienen 
superficies curvas en contacto. Por consiguiente, previamente al estudio 
de los engranajes, consideraremos el caso general de un par de elementos 
curvos de transmisión por contacto. La Fig. 4-la muestra dos de tales 
elementos, estando el conductor 2 articulado en O, y el conducido 3 articu- 
lado en Oj. Salvo por limitaciones de orden práctico, las superficies de con- 
tacto pueden tener cualquier forma y pueden moverse entre sí con rodadura 
pura, deslizamiento puro o una combinación de ambas clases de movi- 
miento. El último caso es el más general. 


4-1. Naturaleza del movimiento transmitido por curvas en contacto 
directo. En el caso de rodadura pura ningún punto de uno de los elemen- 
tos entra en contacto con dos puntos sucesivos del otro. Por ejemplo, dos 
círculos que ruedan uno sobre otro sin resbalamiento. Si un punto de uno 
de los elementos entra en contacto con todos los sucesivos puntos del otro, 
dentro de los límites del movimiento, la acción es de desplazamiento puro. 
Esto ocurre cuando uno de los círculos del ejemplo anterior se mantiene 
fijo y el otro gira conservando el contacto entre ambos. Hay combinación 
de rodadura y deslizamiento cuando una pareja de círculos ruedan entre 
sí permitiendo algún resbalamiento. A continuación trataremos con más 
detalle la naturaleza de estas acciones. 

En la Fig. 4-1 es evidente que todos los puntos de 2 deben girar alre- 
dodor de O, y todos los de 3 alrededor de O,. Por consiguiente, la velocidad 
de cualquier punto de 2 ó de 3 se representa, en un instante dado, por una 
línca que, pasando por dicho punto, sea perpendicular al radio que lo une 
a Hu contro de giro O, u Oz. El punto de contacto P entre los dos órganos 
puede considerarse como una pareja de puntos coincidentes. Tomado como 
perteneciente a 2, el punto P será designado como P, y Py si es de 3. 
Aní pues, P¿,M,; y PM, serán las velocidades de P, y Pg, respectivamente. 

No puede transmitir movimiento por contacto directo únicamente si 
hay ulguna fuerza normal a las superficies en contacto. La fuerza entre 
2 y 3 tiono, por lo tanto, la dirección NN normal común a ambas superficies 
on ol punto de contacto. Además, cualesquiera que sean las velocidades 
de Pa y Py, sus componentes Pn en la dirección de la normal NN deben 
aor iguales, De no ser así, las superficies tendrían que separarse o cortarse 
entro sí, Las componentes tangenciales de la velocidades de los puntos 
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coincidentes Pz y P, deben tener la dirección de la tangente común TT, 
pero pueden ser de distinto valor y tener el mismo u opuesto sentido. 
En la Fig. 4-la se ve que estas componentes tangenciales Pat, y Paty tienen 
el mismo sentido pero distinta intensidad. Es evidente que la diferencia 


Conductor 
(o) 


(b) 


Conductor 


Fic. 4-1 


entre las intensidades de las componentes tangenciales representa el grado 
de deslizamiento en esta fase particular del movimiento. Cuando las com- 
ponentes tangenciales tienen sentidos opuestos, el grado de deslizamiento 
está, evidentemente, representado por su suma. Por lo tanto, el grado de 
deslizamiento es la diferencia algébrica de las componentes tangenciales, _ 
—— Cuando las componentes tangenciales son iguales, el funcionamiento es 
_de rodadura pura. En la Fig. 4-15 los órganos de la Fig. 4-la han pasado 
a una posición que muestra este caso, en que las velocidades PM, y PM, 
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son idénticas. Pero P,, como punto de 2, se mueve en ese instante en ángulo 
recto respecto a OPa, y Pg, como punto de 3, se mueve en ángulo recto 
respecto a O¿P3. Por consiguiente, cuando P¿M, y P¿M, coinciden, O P, 
y OP} son perpendiculares a una misma línea en el mismo punto y, por lo 
tanto, están en prolongación. Para que esto ocurra, el punto de contacto P 
debe estar sobre la recta que une los centros de giro. Así pues, la condición 
de rodadura pura es que el punto de contacto esté siempre sobre la recta que \ 


une los centros de giro. 


4-2. Relación de velocidades angulares en una pareja de curvas en con- 
tacto directo. En el caso general de una pareja de órganos con superficies 
curvas en contacto, como en la Fig. 4-la, el valor absoluto de la relación de 
velocidades angulares (llamada de aquí en adelante, y para abreviar, relación 
de velocidades angulares) entre el conductor y el conducido varía continua- 
mente. En un instante cualquiera, esta relación puede determinarse por 
simples consideraciones mecánicas. Puesto que la relación de las velo- 
cidades angulares es independiente del valor de esas velocidades angulares, 
la velocidad angular de uno de los órganos puede considerarse conocida 
y darle un valor supuesto, con lo cual tenemos un medio de hallar la velo- 
cidad angular (correspondieñte a ese valor supuesto) del otro órgano, en 
ose instante. 

Si en la Fig. 4-1a la velocidad angular del órgano 2 es «y, el valor absoluto 
do la velocidad lineal P¿M, de P, como perteneciente a 2, puede hallarse 
por la relación 


PM, = (0¿P,)w2 (4-1) 


en la cual œw, viene expresado en radianes por unidad de tiempo. La direc- 
ción do la velocidad de P}, o sea de P perteneciente a 3, es conocida (per- 
pendicular a O¿P¿) y se ha visto que su componente normal debe ser igual 
a la de P,, es decir, Pn. El valor absoluto de la velocidad de P¿(P¿My) 
pitede encontrarse ahora, y, por lo tanto, la velocidad angular de 3 es 


_ PM; 
(03 = O, P, (4-2) 
La relación de velocidades angulares es, por consiguiente, 
Ds, PM, OP: (4-3) 


kala última expresión puedo simplificarse del modo siguiente: Se trazan 


88 MECANICA DE MAQUINAS 


las perpendiculares O,f y Og desde O, y O; a la normal común NN; P¿Mon 
y O,P;,f son triángulos semejantes, de donde i 


PM, Pon 
0O:Pa Of 
Del mismo modo, P¿M,n y O,P}g son triángulos semejantes y 
PM, ye Pan 
OP; Og 


Por lo tanto, 
w3 _. Pyn Of _ Of 


= 4-4 
(a Osg Pon 039 GA 


La normal común NN corta a la recta de centros 0,0, en el punto K, 
formándose los triángulos semejantes O¿Kf y O¿Kg, de donde 


3 Of = O¿K (4-5) 


De todo se deduce que, para una pareja de órganos con superficies curvas 
en contacto directo, los valores absolutos de las velocidades angulares son 
inversamente proporcionales a los segmentos en que la recta que une sus 
centros queda dividida por la normal común que pasa por el punto de contacto. 

Del estudio anterior se deduce también que, para una relación de velo- 

cidades angulares constante, la normal común que pasa por el punto de con- 
tacto debe dividir a la recta de centros en segmentos que guarden una relación. 
fija. (Si las posiciones de los centros son fijas, la normal común debe cortar 
a la recta de centros de un punto fijo.) Más adelante, en este capítulo, se 
verá la importancia que para la teoría de las ruedas dentadas tienen estas 
_Propiedades. 

4-3. Curvas que dan rodadura pura. Hay muchas parejas de curvas 
que satisfacen la condición de relación de velocidades constante o de roda- 
dura pura. Varios casos de la primera serán tratados más tarde en relación 
con el estudio de los dientes. Entre las curvas que dan lugar a rodadura 
pura se pueden citar las siguientes: una pareja de círculos que giran alre- 
dedor de sus centros; una pareja de elipses iguales que giran alrededor de 
uno de sus focos; una pareja de parábolas iguales; y un par de hipérbolas 
iguales. 

Sin embargo, sólo hay una clase de curvas que sean capaces de cumplir 
ambas condiciones de relación de velocidades angulares constante y de rodadura 
pura: arcos de círculo girando alrededor de sus centros. Se ha visto que para 
que haya relación de velocidades constante, la normal común debe cortar 


de contacto deba estar en un sitio determinado de la recta de centros. 
Como consecuencia, los radios de contacto deban ser constantes y, por ello, 
as curvas son arcos de círculo. 
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4-4. Movimiento transmitido por órganos en contacto de rodadura pura. 
Hemos dicho que hay varias clases de curvas que pueden dar lugar a roda- 
dura pura. En este artículo, sin embargo, consideraremos solamente aque- 
llos casos que son de uso corriente en el estudio de la teoría de las ruedas 
dentadas, es decir: cilindros, conos € hiperboloides. La Fig. 4-2 muestra 


al E o 


a 


Fig. 4-2. (Cortesia de Chevrolet Motor División, General Motors Corporation. ) 


los tres tipos de superficies citados. Los hilos estirados que forman cada 
superficie demuestran que sus elementos superficiales son rectas y que 
ostán generadas por la revolución alrededor de un eje de una recta conve- 
nientemente orientada. 

1. Cilindros de rodadura. Si dos cilindros en contacto giran uno 
sobre otro alrededor de ejes paralelos fijos, sin resbalamiento, la relación de 
sus velocidades angulares será constante. Refiriéndonos a a y b en la Fig. 4-3, 
si no hay resbalamiento en el punto de contacto P, los puntos Ps y Ps 
tendrán la misma velocidad en cualquier momento. Las velocidades angu- 
laros de ambos cilindros pueden expresarse en función de la velocidad 
lineal del punto de contacto: 


(y = 0,P y M3 = O,P 


Pe donde Os A E - (4-6) 
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Es decir, las velocidades angulares de los cilindros son inversamente pro- 
porcionales a sus radios. Si un cilindro mueve al otro, en esta relación de 
velocidades, el numerador es'la velocidad angular del cilindro motor y el 
denominador la del conducido. 


Fic. 4-3 


Fic. 4-4 


Este cociente se llama relación de velocidades de esa pareja de cilindros. 
Esta manera de designarla es universalmente empleada. 

Es de señalar que en la Fig. 4-3a los cilindros giran en sentidos opuestos, 
mientras que en b tienen el mismo sentido de giro. 

2. Conos de rodadura. La Fig. 4-4 muestra cómo los conos de roda- 
dura pueden considerarse derivados de los cilindros de rodadura, al com- 
binar dos cilindros rectos con dos conos rectos. Cada cilindro tiene una 
base común con uno de los conos, con lo cual los ejes de cilindro y cono 
coinciden. Aunque las bases de los conos no necesitan ser iguales, sus gene- 
ratrices sí deben serlo. Las bases de ambos conos tienen una tangente co- 

` mún en su plano que pasa por B (Fig. 4-4a) y que es perpendicular al plano 
de la figura. Si el eje O}4; gira alrededor de esta tangente hasta que el 
vértice O, coincida con el O,, las bases de los conos conservarán la tangen- 
te común en B y éstos estarán en contacto a lo largo de la generatriz OB 
(Fig. 4-4b). Por consiguiente, los conos rodarán sobre sí en sus nuevas posi- 
ciones, teniendo los puntos de contacto de sus bases velocidades iguales, 
en dirección de la tangente común, del mismo modo que en las posiciones 
originales en que estas bases eran comunes a los cilindros de rodadura. 
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Cualesquiera otras secciones correspondientes de los conos, equidistantes 
del vértice común O,, girarán juntas con la misma relación de” velocidades 
de sus bases. Por lo tanto 


03 OD} t3 


w3 CD, r 


(4-7) 


donde r, y 7 son los radios de las bases de los conos 2 y 3. 


a 


KI Mirando en esta dirección, ez es ) ) 
Fic. 45 


Una pareja de conos de rodadura para transmitir una determinada 
relación de velocidades entre dos ejes dados que se corten con un ángulo a 
puede construirse del modo siguiente: 

En cada uno de los ejes (Fig. 4-5) se traza una perpendicular por un 
punto cualquiera, como en P y R. Sobre estas líneas se marcan a cada lado 
divisiones iguales, en número correspondiente a la relación de velocidades 
deseada. En el caso mostrado en la figura, (w3/w, = RS/PQ = 2/4. A con- 
tinuación, se considera que estas dos líneas NQ y ST son discos giratorios 
y se les hace deslizar hacia el punto de intersección O de sus ejes hasta que 
se encuentren en B. Los dos discos giratorios con contacto de rodadura 
tienen así la relación de velocidades buscada. Se construyen ahora los conos 
de rodadura dibujando las líneas BO, N'O y T'O. 

3. Hiperboloides de rodadura. Un hiperboloide es una superficie de 
revolución generada al girar alrededor de un eje una línea recta que se cruce 
con él (ver Fig. 4-2). La Fig. 4-6 representa una pareja de hiperboloides 
de rodadura tangentes entre sí a lo largo de la generatriz común AA. 
Puesto que los elementos de superficie son rectas, cualquier pareja de ele- 
mentos puede ser colocada en posición tangente. Si los ejes están fijos en 
posiciones correspondientes a esa situación de tangencia, las superficies 


seguirán siendo tangentes a lo largo de un elemento común durante el giro 
+ 
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de estas dos figuras alrededor de sus ejes. Es característico del funciona- 
miento de estos órganos que haya cierto resbalamiento longitudinal a lo 
largo del elemento común de contacto. No hay, pues, en este sentido, 
rodadura pura. Sin embargo, esto no impide su uso como superficies pri- 
mitivas para engranajes. 

Las tres superficies estudiadas constituyen las formas básicas sobre las 
que colocar dientes para obtener engranajes. Los engranajes rectos tienen 
ejes paralelos, del mismo modo que los cilindros de rodadura en que se 
basan. Los engranajes cónicos tienen ejes que se cortan como sus corres- 
pondientes ejes de rodadura. Los 
engranajes hiperbólicos tienen ejes 
que se cruzan igual que los hiper- 
boloides de rodadura en que están 
basados y, a menudo, son conside- 
rados como un caso especial de los 
cónicos (ver Tabla 4-1). 


4-5. Ruedas de fricción. Cuando 
dos ruedas planas de sección circular 
se mantienen en contacto por medio 
de los adecuados cojinetes, la fuerza 
de rozamiento entre sus superficies es 
suficiente para transmitir movimien- 
to de rotación de uno a otro eje. Tal 
dispositivo constituye lo que se llama 
una pareja de ruedas de fricción, y se 
limita, principalmente, a cilindros 
de rodadura, conos de rodadura y 
ruedas de disco, aunque son posibles 
otras superficies de rodadura. Es ine- 
vitable cierto resbalamiento entre las 
superficies en contacto y, por con- 
siguiente, no se puede mantener una 
relación de velocidades constante. En algunos casos no es esencial el man- 
tener constante dicha relación entre ambos órganos, motor y conducido, 
y, en ciertas aplicaciones, ese resbalamiento es incluso conveniente, espe- 
cialmente cuando los esfuerzos son excesivos, ya que sirve de protección 
al mecanismo motor. 

La Fig. 4-7a muestra el fundamento de la transmisión por fricción 
entre ejes paralelos. El funcionamiento es por fricción pura al girar sobre 
sí la pareja de superficies representada, y la relación de velocidades perma- 
nece constante mientras la resistencia opuesta al movimiento no supera 
a la fuerza de rozamiento. La Fig. 4-75 muestra una pareja de ruedas de 
fricción de tipo cónico para transmitir potencia entre ejes que se cortan. 
La Fig. 4-7c representa una tránsmisión por fricción entre disco y rueda 
que ha sido muy usada en tocadiscos, máquinas herramientas y multitud 
de otras aplicaciones que requieren pequeña potencia. La rueda A (corriente- 
mente el órgano motor) se apoya en la cara del disco B y la relación de velo- 
cidades cambia al variar la posición radial de la rueda 4. 


. Fic. 4-6 
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La potencia transmitida por fricción depende de las características 
físicas de los materiales de las superficies en contácto y de la fuerza que 
mantiene este contacto. La superficie de la rueda motriz se hace normal- 


(o) (0) 


Fra. 4-7 


mente de un material que tenga un gran coeficiente de rozamiento, como 
madera, papel prensado, cuero o caucho, mientras que la rueda conducida 
es corrientemente metálica. Con objeto de asegurar entre las ruedas un ro- 
zamiento mayor del que puede obtenerse con superficies lisas, como las de 
la Fig. 4-7a, sin aumentar simultáneamente el esfuerzo sobre los cojinetes, 
se da, a veces, a las ruedas alguna forma especial, como la representada 
en la Fig. 4-7d con acanaladuras y aristas trapeciales que se acoplan con 
acuñamiento. 

Aunque su uso se limita a la transmisión de potencias relativamente 
pequeñas, las ruedas de fricción tienen gran aplicación en reguladores de 
velocidad, montacargas ligeros, cribas para carbón, martillos de caída por 
fricción, etc. 


4-6. Engranajes. En el diseño de los engranajes, las superficies de 
contacto de los dientes tienen una forma tal que el movimiento transmi- 
tido os ol mismo que en el caso de las ruedas de fricción cuando no se pro-" 
duola rosbalamiento. Cinemáticamente, por lo tanto, las ruedas de fricción 
(cuando no hay resbalamiento) y los engranajes son idénticos, pero ya se ha 
señalado que las ruedas de fricción son de uso limitado, mientras que los 
engranajes se emplean cuando debe transmitirse una potencia considerable 
y otiando se debe mantener una relación de velocidades constante durante 
todo ol ciclo dol movimiento. Las superficies de rodadura que son cinemá.- 
tlonmento idónticas a las ruedas dentadas a que sustituyen son llamadas 
auperficica primitivas do los engranajes; las secciones normales de estas super- 
flolen se llaman Hneas primitivas o curvas primitivas. 
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TABLA 4-1. CLASIFICACIÓN DE LOS ENGRANAJES 


Nombre Clase Disposición de Superficies pri- 
los ejes mitivas 
Engranajes rectos Paralelos Cilindros 
Engranajes cónicos De dien-| Se cortan Conos 
te rec- 
to 
Espiral | Se cortan Conos 
Oblicuo | Se cruzan Hiperboloides 
Hipoidal| Se cruzan Conos 
Engranajes heleicodales | Paralelo | Paralelos Cilindros 
Cruzado| Se cruzan Cilindros 
De tornillo sin fin Se cruzan Cilindros * 


* Excepto en el caso de tornillo globoide (ver texto). 


Los engranajes pueden clasificarse de acuerdo con la disposición de 
sus ejes y sus superficies primitivas, como muestra la Tabla 4-1. 

Las características de los varios tipos de engranajes en la clasificación 
anterior se tratará con más detalle en los artículos siguientes, después de 
considerar los fundamentos generales de los engranajes. 


4-7. Definiciones. Con objeto de facilitar el estudio de los engranajes, 
es necesario definir algunos términos de uso común. Los que se emplean 
con más frecuencia se definen a continuación. Es de señalar que las defi- 
niciones relativas a las ruedas dentadas, pueden, en general, representarse 
sobre una sección recta de la rueda. Las Figs. 4-8 y 4-9 ayudarán a obtener 
una idea clara de estas definiciones. 

1. Superficie primitiva es la del cilindro de rodadura (cono, etc.) ima- 
ginario que podemos suponer remplaza a la rueda dentada. 

2. Circunferencia primitiva es la sección recta de la superficie primitiva. 

3. Circunferencia de cabeza es la que limita a los dientes por el exterior, 
en una sección recta de la rueda. 

4. Circunferencia de base es la que limita e a los espacios entre los dientes 
por el interior, en una sección recta de la rueda. 

5. Altura de cabeza es la distancia radial entre la circunferencia pri 
mitiva y la de cabeza. 

6. Altura de base es la distancia radial entre la circunferencia primitiva 
y la de base. 

7. Huelgo es la diferencia cuts la altura de base deluna rueda y 
altura de onbeza de la otra rueda del engranaje. 
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8. Cara de un diente es la parte de su superficie que queda por el 
exterior de la superficie primitiva. 

9. Flanco de un diente es la parte de su superficie que queda por el 
interior de la superficie primitiva. 


Fria, 4-8 


Circunferencia primitiva Angulo de presión Ø 


S 


Circunferencia básica: 


Circunferencia primitiva 


Circunferencia básica 


FALLA 


o 
E TRR 
Sy 


común 


Fic. 4-9 


10. Espesor del diente (o simplemente espesor) es la anchura del diente, 
medida sobre la circunferencia primitiva. Es la longitud de un arco y no 
la de una línea recta. f 

11. Ancho del hueco es la distancia entre dos dientes consecutivos, 
medida sobre la circunferencia primitiva. 

12. Juego es la diferencia entre el espesor del diente de una rueda 
y el ancho del hueco de la otra rueda del engranaje. 

13. Paso p es la anchura de un diente y un hueco, medida sobre la 
elrounferoncia primitiva. l 
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14. Diametral pitch * P es el número de dientes de una rueda por 
pulgada de su diámetro primitivo. 

Hay una relación definida entre el paso y el diametral pitch que se puede 
hallar del modo siguiente: una rueda dentada debe tener un número entero 
de dientes. El paso, por consiguiente, es igual a la circunferencia primitiva 
dividida por el número de dientes. El diametral pitch es, por definición, el 
número de dientes dividido por el diámetro primitivo. Esto es, 


Por lo tanto pP=x (4-8) 


donde p = paso 
P = diametral pitch 
N = número de dientes 
D = diámetro primitivo 


Es decir, el producto del diametral pitch por el paso es igual a zz. 

15. Acuerdo es el radio del pequeño arco de círculo que une el perfil 
del diente con la circunferencia de base. 

16. Piñón designa a la menor de las ruedas de un engranaje. La mayor 
se llama simplemente rueda. 

17. El valor de la relación de velocidades de un engranaje es siempre 
el cociente entre el número de revoluciones de la rueda motriz (o conductora) 
y el de la conducida, en la unidad de tiempo. 

18. Punto primitivo es el de tangencia de las dos circunferencias pri- 
mitivas de un engranaje. 

19. Tangente común es la línea tangente a ambas circunferencias pri- 
mitivas en el punto primitivo. 

” 20. Línea de acción es la línea normal a los perfiles de los dientes engra- 
nados en el punto de contacto. 

21. Curva de engranaje es la línea descrita por el punto de contacto 
de los perfiles de dos dientes engranados. 

22. Angulo de presión ġ es el formado por la normal común en el punto 
de contacto y la tangente común a las circunferencias primitivas. Es 
también el formado por la línea de acción y la tangente común. 


* Nota del Revisor. En Europa, en vez del diametral pitch, se emplea el 
módulo m, llamado también paso diametral (a diferencia del paso circunferen- 
cial o simplemente paso) que es el cociente de dividir el paso por x. Como 


resulta m= 


Es decir, que el módulo es también la relación am. el diámetřo~primitivo y 
el número do dientes, 
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23. Circunferencia básica es una circunferencia imaginaria usada en 
los engranajes de evolvente para generar los perfiles de los dientes. Es la 
circunferencia concéntrica con cada una de las ruedas de un engranaje 
y tangente a la línea de acción. 

4-8. Ley fundamental del engranaje. Para que las ruedas de un engra- 
naje transmitan el mismo movimiento que los correspondientes elementos 
de rodadura (normalmente cilindros o conos) que remplazan, es necesario 
que los perfiles de los dientes tengan determinada forma. Hay una condi- 
ción cinemática fundamental que debe ser cum- 
plida por los perfiles de los dientes de cualquier 0, 
engranaje, si se quiere que transmita movimiento 
en las condiciones antes consideradas. De ello tra- 
taremos ahora. 

La Fig. 4-10 muestra una pareja de dientes 
en contacto. Se ha suprimido el resto de ambas 
ruedas, con lo que el mecanismo resultante es 
simplemente un par, cuyos elementos de enlace 
son superficies curvas (ver Art. 4-1). Supongamos 
ahora que las circunferencias primitivas son tan- 
gentes entre sí en el punto P de la recta de centros. 
Si los perfiles de los dientes en contacto han de 
cumplir la condición de relación de velocidades 
constante, la normal común NN en el punto de il 


contacto A debe, en todo momento, dividir a la 

recta de centros según una relación constante 

(ver Art. 4-2). Cuando los centros de las ruedas i 

tienen posiciones fijas (el caso corriente), la nor- ja 

mal común NN debe cortar a la recta de centros 

en el punto de tangencia de las circunferencias Fic. 4-10 
primitivas (llamado punto primitivo), si la relación 

de velocidades ha de ser la misma que la de las circunferencias primitivas 
de rodadura correspondientes. De hecho, este punto fijo determina los 
radios y el punto de tangencia de dichas circunferencias primitivas. La ley 
fundamental que rige el funcionamiento de un engranaje puede ya esta- 
blocorse (para ruedas a distancia fija): La normal común a los perfiles de los 
dientes en el punto de contacto debe pasar siempre por un punto fijo (el punto 
primitivo) de la recta que une los centros de las ruedas. 

4-1). Formas más usadas para perfiles de dientes. Varias son las formas 
que podrían satisfacer las exigencias fundamentales de la acción de engra- 
ha, tomo se ha indicado en los artículos precedentes, pero solamente dos 
am lan más usadas. Estas son la cicloidal y la de evolvente, que reciben 
au nombro de las curvas en que se basan. Hace unos 80 años predominaba 
la primera, pero hoy ha sido casi enteramente desplazada por la segunda. 
Períllos cicloidales se usan aún, sin embargo, en algunos casos especiales 
de dientos fundidos y dientes tallados. El principio de la cicloide se aplica 
todavia bnmbión en el proyecto de engranajes de corona en relojes e instru- 
mentos de precisión, 

La forma oleloidal de los diontos so trata brevemente más adelante 
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en este capítulo, debido principalmente a su interés histórico y cinemático, 
y también por creer que el estudiante comprenderá mejor los fundamentos 
teóricos del funcionamiento de los engranajes que si se limitan a estudiar 
solamente la forma más usual de perfil, que es la de evolvente. 


PERFILES DE EVOLVENTE 
La curva más usada para perfiles de dientes de ruedas es la evolvente 
de círculo. Esta curva es la descrita por un punto de una línea cuando ésta 
rueda, sin deslizar, sobre una circunferencia. También se puede definir 
como la curva trazada por el extremo de una cuerda inextensible que se 
mantiene tirante mientras se desenrolla de una circunferencia. La circun- 
ferencia de la cual se deriva la evolvente es llamada circunferencia básica.. 
En la Fig. 4-11, sea MN una línea que rueda, sin deslizamiento, en sen- 
tido contrario al de las agujas del reloj, sobre la circunferencia de radio OA. 
Cuando aquella línea llega a la posición. 
M'N’, su punto de tangencia original A pasa. 
a la posición A”, habiendo descrito la curva- 
evolvente AA’ durante el movimiento. Al 
continuar éste, el punto A trazará la curva. 
evolvente 44'B. La evolvente tiene varias 
propiedades interesantes y útiles. Notemos, 
en primer lugar, que, puesto que la línea. 
MN rueda sin deslizar sobre la circunferen- 
cia, la distancia a4’ es igual al arco aA. En 
cualquier momento, el centro instantáneo 
de rotación de la línea MN es su punto de 
Fic 4-1] tangencia con la circunferencia. Por con- 
siguiente, el movimiento del punto que des- 
cribe la evolvente es perpendicular en todo momento a la línea MN y, 
como consecuencia, la curva trazada será también perpendicúlar a dicha. 
línea, es decir, la normal a la evolvente en cualquier punto es tangente œ 
la circunferencia básica, 


4-10. Construcción de la evolvente. La Fig. 4-12 muestra un método 
de construcción de la evolvente. El arco de círculo a la izquierda de 0 se 
divide en arcos iguales de longitud conveniente 01, 12, 23, ete.; y la recta 
tangente al círculo en 0 se divide, a la izquierda de 0, en partes también 
iguales, 01”, 12”, 23”, ete., de la misma longitud que los arcos. Así, cuando 
la recta ruede sobre el círculo, el punto 1* caerá sobre el 1, el 2’ sobre el 2, 
el 3” sobre el 3, etc., y el punto trazador 0 de la recta habrá de ocupar suce- 
sivamente las posiciones 1”*, 2””, 3””, etc., correspondientes a las sucesivas. 
posiciones, dibujadas de puntos, de la recta generatriz. Es evidente que los 
puntos 1' y 1,2 y 2 ,3'y 3”, eben estar sobre arcos concéntricos 
con centro en O. 

La Fig. 4-13 muestra una construcción que es lo suficientemente pre- 
cisa en la práctica ordinaria. Se marcan varias divisiones sobre una circun- 
ferencia y se trazan las tangentes en dichos puntos. Haciendo centro en 1 y 
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con un radio igual a la cuerda 01, se dibuja un arco de círculo desde O hasta 
(aproximadamente) el centro del espacio entre las tangentes 11” y 22”. 
A continuación, desde 2 se traza otro arco de círculo con el radio preciso 
para unirse al extremo del arco anteriormente trazado y que se"extiende 
hasta la mitad del camino a la tangente 

33', y así sucesivamente. 

Cuando se desea, con fines ilus- 
trativos, dibujar los dientes de una 
rueda, se puede construir una planti- 
lla, a partir de la evolvente dibujada 
por alguno de los métodos anteriores. 

Otro método más conveniente, y lo 
suficientemente preciso para las necesi- 

dades corrientes, consiste en encontrar, 

por tanteos, arcos que se aproximen a 6 
porciones de la evolvente y dibujarlos 

con el compás en los perfiles de, los 
dientes. En la mayoría de los casos se 

ve que el lugar geométrico de los cen- 

tros de estos arcos se halla en la cir- 
cunferencia básica (ver el método de Fic. 4-12 
Grant en el Apéndice). 


4-11. Los dientes de evolvente satisfacen la ley fundamental del engra- 
naje. En a de la Fig. 4-14, el punto trazador (que puede considerarse 
como un nudo en la cuerda que se enrolla sobre la circunferencia básica 
y sobre la polea) describe un perfil de evolvente sobre una tarjeta conve- 
nientemente unida al círculo básico. La cuerda es siempre tangente a la cir- 
cunferencia básica y normal a la evolvente. 


Fic 4-13 


lin b, a medida que el círculo inferior gira, la cuerda que lo va abando- 
nando se pupono que se va enrollando sobre el otro círculo, que también 
gha, mantenióndola tiranto on todo momento. El punto trazador (un nudo 
ru la enorda on la posición del punto de contacto de los perfiles) describo 
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simultáneamente los dos perfiles de evolvente, uno sobre la tarjeta unida 
al círculo inferior y otro en la unida al superior. Por consiguiente, la cuerda 
que es tangente a ambas circunferencias, es la normal común a los perfiles 
de evolvente en el punto de contacto, puesto que una tangente a la circun- 
ferencia básica es siempre normal a la evolvente correspondiente. Esta 
cuerda, (la normal común) corta a la línea de centros en un punto fijo (el 
punto primitivo) y así queda satisfecha la ley fundamental del engranaje, 
al engranar perfiles de evolvente. 


Circunferencia 


circunferencias básicas básica 


Línea tangente a ambas 
y normal a las evolventes j _ 


Punto trazador 


{Tangente a la circunferencia 
básica, normal a la evolvente 


(a) (4) 
Fra, 4-14. (Cortesta de Chevrolet Motor División, General Motors Corporation. j 


Además, el nudo de la cuerda está siempre en el punto de contacto, 
puesto que está generando simultáneamente ambos perfiles de la pareja 
de dientes. Por tanto, el contacto se mueve a lo largo de la trayectoria de 
la cuerda y la línea tangente a las circunferencias básicas es la línea de ac- 
ción. Es también la línea sobre la cual se transmite la fuerza de un diente 
al otro (despreciando el rozamiento) porque « es la normal común a los per- 
files en su punto de contacto. 

Es de notar ġue no puede haber ninguna evolvente dentro del círculo 
básico, por lo que cualquier porción del perfil de un diente situada dentro 
del círculo básico no puede tener forma de evolvente. Más adelante, en 
este capítulo, se tratará esto con más detalle. 


4-12, Características de funcionamiento de los dientes de evolvente. 
Como ya se ha explicado, la normal común a una pareja de dientes de evol- 
vente en contacto es siempre tangente a las dos circunferencias básicas y 
es llamada línea de acción. El punto de contacto está siempre situado sobre 
esta línea. El segmento de ella en el cual tiene lugar el contacto se deter- 
mina como se explica a continuación. 

En la Fig. 4-15, sean 2 y 3 las circunferencias primitivas de las ¿dos 
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ruedas dentadas de un engranaje, 4 y 5 las correspondientes circunferencias 
de cabeza, y 6 y 7 las circunferencias básicas. Supongamos que la rueda 2 es 
la motriz y que gira en el sentido indicado por la flecha. Las líneas sombrea- 
das en A y B representan una pareja de perfiles de dientes engranados, 
dibujados en su primero y último puntos de contacto, respectivamente. 
Es evidente que estos perfiles deben empezar su contacto en A, donde la 
cireunferencia de cabeza de la rueda 3 corta a la línea de acción (lugar 
geométrico de todos los puntos de contacto de evolvente) BB, tangente 
a las circunferencias básicas; y que, al girar las ruedas, el punto de contacto 
se moverá a lo largo de la línea de acción B,B¿ hasta el punto B, donde 
esta línea es cortada por la circunferencia de cabeza de la rueda 2. Si el 
movimiento continúa los perfiles se separan, marcando, pues, el punto B el 
final del contacto. La línea gruesa APB es llamada curva de engrane. 
Por consiguiente, el contacto a lo largo de BB}, queda limitado por la 
intersección de las dos circunferencias de cabeza con la línea de acción BB. 

En la misma Fig. 4-15, refiriéndonos a la rueda motriz 2, puede verse 
que el punto C en que el perfil del diente, al empezar el contacto, corta a 
la circunferencia primitiva, recorrerá el arco CP de esta última mientras 
el perfil del diente se acerca a la línea de centros y se moverá sobre el arco 
PC" de dicha circunferencia primitiva cuando el perfil del diente va desde 
la línea de centros hasta el punto en que cesa el contacto. CP es llamado 
arco de acercamiento, y PC”, arco de alejamiento. El ángulo a, correspon- 
diente al primero, se denomina ángulo de acercamiento y es, evidentemente, 
aquél durante el cual el diente pasa desde la posición inicial de contacto 
a aquélla en la que el contacto se realiza sobre la línea de centros. $, corres- 
pondiente al arco de alejamiento, recibe el nombre de ángulo de alejamiento, 
y es evidente que, durante él, el diente va desde la posición en que el 
contacto tiene lugar sobre la línea de centros hasta aquella en la que el 
contacto cesa. 

Arco de acción es la suma de los de acercamiento y alejamiento, y, por lo 
tanto, se mide sobre la circunferencia primitiva desde la posición en que 
ol diente empieza el contacto hasta la que marca el final de éste. Angulo 
de acción es la suma de los de acercamiento y alejamiento y es, por con- 
siguiente, el barrido por el diente en su giro entre ambas posiciones. 

Los métodos para determinar los arcos de acercamiento DP y de ale- 
jumionto P.D' y los ángulos correspondientes az y fa de la rueda conducida 3 
non igualos a los descritos para la rueda motriz 2. Los arcos de acercamiento, 
alejamiento y acción deben ser iguales para ambas ruedas, puesto que 
sun cvirounferencias primitivas ruedan una sobre otra sin deslizamiento. 
Nin embargo, los ángulos correspondientes serán distintos, debido a la des- 
igualdad do los radios. 

La rolación entre el arco de acción y el paso se denomina razón de con- 
turto, Puedo considerarse como el promedio de pares de dientes en contacto. 
Es obvio quo osta relación debe ser mayor que la unidad, si una pareja 
de dlontos dobe iniciar su contacto antes de que la precedente lo acabe. 

La dirvcción do la normal común, para los perfiles de evolvente, es la 
misma pura todas las posiciones de los dientes. La línea MN (Fig. 4-15) 
tuzata por el punto primitivo P porpondicularmente a la línea de cen- 
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tros 0,0, es tangente a ambas circunferencias primitivas en ese punto. 
El ángulo ġ que la normal común AB forma con la línea MN se llama 
ángulo de presión (o ángulo de. inclinación) y es, evidentemente, cons- 
tante para todas las posiciones de los dientes engranados. 


03 


Un determinado ángulo de presión no es, en realidad, una característica 
de la rueda dentada, como se verá a continuación. El perfil de evolvente es, 
evidentemente, una característica y, por lo tanto, también lo es la circun- 
ferencia básica. Consideremos, en la Fig. 4-15, que el centro O, de la rueda 3 
se eleva ligeramente, conservando Oz la misma situación. La circunferencia 
básica de la rueda 3 queda así elevada, y la tangente común B,B, a las 
circunferencias básicas sufre un giro en sentido contrario a las agujas del 
reloj, cortando a la línea de centros en un nuevo punto P, algo por encima 
de la posición indicada. Es obvio que el ángulo de presión ha variado al 
cambiar la distancia entre centros. Además, puesto que el punto P se ha 
movido, las circunferencias primitivas tienen ahora radios distintos a los 
anteriores, aunque su relación (y, por lo tanto, la relación de velocidades) 
permanezca inalterada. Esto puede verse a continuación. 

La relación de velocidades de una pareja de ruedas dentadas se ha visto 
que es igual a la inversa de la relación entre los radios de sus circunferencias 
primitivas. Esto es, en el caso de la Fig. 4-16, «w3/w = O¿P/O¿P. Pero, 
por semejanza de triángulos, O¿P/O¿P = OF /0,G, o sea, que la relación 

E] 
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de velocidades es igual a la inversa de la relación de los radios de las oir- 
«unferencias básicas. Puesto que estas circunferencias son características 
de las ruedas, no cambian de tamaño al variar la distancia entre sus centros. 
Por consiguiente, la relación de velocidades permanece invariable y las 
circunferencias primitivas deben cambiar de dimensiones (aunque la relación 
de sus radios no cambie) al variar la distancia entre los centros. Desde luego, 
el juego también varía. 


Fic. 4-16 


De todo esto se deduce que, en los engranajes con perfil de evolvente, 
una variación en la distancia entre los centros de las ruedas respecto a la. 
de proyecto no produce un cambio en la relación de velocidades, lo que: 
constituye una propiedad muy útil. En la práctica, pueden presentarse: 
pequeñas imprecisiones debidas a tolerancias de fabricación, deformaciones. 
causadas por sobrecargas, etc. 


4-13. Interferencias en los engranajes de evolvente. Límites de las 
alturas de cabeza. La Fig. 4-17 representa un engranaje en el que la línea 
do acción es tangente a las circunferencias básicas en A, y Á, Se verá 
on seguida que, para un funcionamiento correcto, la curva de engrane 
debe quedar en su totalidad entre dichos puntos de tangencia, El piñón 2 es 
ol conductor, cuya circunferencia de cabeza es la que pasa por Bj. La de 
la rueda 3 pasa por Bo. 

Suponiendo que existe contacto en B, al dar marcha atrás (hacia la 
izquierda) nótese con atención que el punto de contacto desciende por la 
oara derecha del diente del piñón 2. En 4, el punto de contacto está en la 
cirounforoncia básica de 2. Continuando el movimiento en ese sentido, el 
contacto tiene lugar dentro de la cirounferencia básica de 2, donde no puede 
habor ovolvente. Esto se conoce como interferencia. Es corriente considerar: 
la porción del flanco interior a la cirounferencia básica como una lfnew 
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radial y, cuando esto es cierto, trae como consecuencia un ataque del extre- 
mo del diente al flanco del correspondiente en la otra rueda (como se indica 
con la línea de puntos zx en la Fig. 4-17) con el consiguiente peligro de 
acuñamiento. La normal coniún en el punto de contacto es perpendicular 
a la porción radial del flanco y ya no pasa por el punto primitivo original. 
Por lo tanto, la relación de velocidades tiende a variar cuando se produce 
un contacto de interferencia, aunque otras parejas de dientes en contacto 
evolvente-evolvente puedan moverse, simultáneamente, con la relación ori- 
ginal. Es evidente que la interferencia, una de las principales desventajas 
de los perfiles de evolvente, no puede ser tolerada. 


x-x = Interferencia 


El método para comprobar si en una pareja de dientes dada se pre- 
sentará interferencia puede establecerse como sigue: Habrá interferencia 
siempre que el contacto entre los dientes se produzca exteriormente al punto 
de tangencia de la linea de acción con la circunferencia básica. Así, en la 
Fig. 4-17, el primer punto de contacto (intersección del extremo del diente' 
de la rueda motriz con la línea de acción) tiene lugar en B,, que se halla 
por fuera del punto de tangencia Az. Se producirá interferencia mientras 
los dientes se muevan hacia la derecha y hasta que el contacto tenga lugar 
en Á. Al continuar el movimiento en ese sentido ya no habrá interferencia, 
puesto que el contacto evolvente-evolvente se mantiene por el interior 
del punto de tangencia. El contacto termina en By, todavía por dentro 
del punto de tangencia Az de la rueda 3. Así pues, hay interferencia cuando 
esta pareja de dientes entra en contacto, pero no cuando se separan. 

Se pueden hacer varias cosas para eliminar la interferencia. Una de 
ellas es impedir el contacto fuera del punto de tangencia, acortando el 
diente que interfiere. En la Fig. 4-17, si el diente de la rueda 3 se acorta, 
como indica la línea de trazos que pasa por A, no habrá interferencia. 
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Otras posibilidades son: rectificar ligeramente el borde del diente, vaciar 
la. parte radial del flanco o, también, aumentando el ángulo de presión se 
puede mover el punto de tangencia (tal como el A, de la Fig. 4-17) hasta 
que llegue a la circunferencia de cabeza (de la rueda 3 de la Fig. 4-17). 
Intonces no habrá contacto por fuera del punto de tangencia y la interfe- 
rencia se habrá eliminado. 

Todos estos métodos han sido empleados, por separado o combinados, * 
pura evitar la interferencia. Con los sistemas modernos de fabricación de 
ruedas dentadas, la interferencia puede ser eliminada automáticamente 
debido a que el diseño de las máquinas herramienta y el movimiento rela- 
tivo entre el útil y la pieza hacen que cualquier porción del diente que 
pueda producirla sea suprimida. Esto se tratará con mayor extensión más 
adelante, cuando se estudien los métodos de fabricación de engranajes. 

En un sistema de evolvente profunda de 141/,0 el menor número de dien- 
tes de una piñón que engrana con una cremallera sin interferencia es 32; 
pero en el sistema compuesto de 14!/,0 las fresas han sido proyectadas para 
que los dientes sean rebajados ligeramente por su extremo, de tal modo 
que, prácticamente, el número mínimo de dientes es 12 (ver Art. 4-16 
y Fig. 4-19). 

4-14. Trazado de una pareja de ruedas dentadas de evolvente. El 
método general para trazar una pareja de ruedas de evolvente va a ser 
ilustrado con un ejemplo numérico. Supongamos que se desea trazar un 
engranaje recto de evolvente de acuerdo con las siguientes especificaciones: 


Las proporciones de los dientes deben ajustarse al sistema compuesto 
de 141/,0 (ver el estudio que se hace más adelante en este capítulo). 

Distancia entre ejes = 12 pulgadas. 

El árbol motor gira a 400 rpm, en sentido de las agujas del reloj. 

El árbol conducido gira a 200 rpm. 

Diametral pitch = 4. 

Juego = 0. 


Ya se pueden hacer los siguientes cálculos: 


Radio primitivo del piñón R, = 200/(200 + 400) x 12 = 4 plgs. 
Radio primitivo de la rueda R, = 400/(200 + 400) x 12 = 8 plgs. 
Número de dientes del piñón = PDp = 4 x 8 = 32. 

Número de dientes de la rueda = PD¿= 4 x 16 = 64. 

Paso p = 7/4 = 0,7854 plgs. 


Del Art. 4-26: 


Altura de cabeza = 1/P =?/, plg. 

Altura de base = 1/P + 0,05 p =?/, plg. + 0,05 x 0,7854 pleg. = 
= 0,289 plg. 

Radio de la cirounferencia de cabeza (piñón) = 4 + 0,25 = 4,25 plgs. 

Radio de la circunferencia de cabeza (rueda) = 8 + 0,25 = 8,25 plgs. 

Radio de la cirounferoncia de base (piñón) = 4 — 0,289 = 3,711 plgs. 

Radio do la cirounforoncia do baso (rueda) = 8 — 0,289 = 7,711 plgs. 
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.. Se trazan. las circunferencias primitivas, las de cabeza y las de base, ' 
como se: ve en la Fig. 4-18. Por el punto primitivo P se traza la línea de 
acción E,E,, formando un ángulo de 14*/,0 con la línea tangente en P a las 
sircunferencias primitivas. Las circunferencias básicas son tangentes a 
esta línea en los puntos E, y E}. Es sólo una casualidad que, en este caso, 
la circunferencia básica que pasa por E, coincida con la de base de la rueda. 


Fia 4-18 


La dirección de la línea de acción viene mandada por el sentido de rotación 
de la rueda motriz que, en este caso, es el de las agujas del reloj, como se 
indica por la flecha. 

Se dibujan el perfil de evolvente bPa del diente del piñón, haciendo 
rodar a la línea PE, sobre la circunferencia básica del piñón, y el perfil 
de evolvente ePd del diente de la rueda, haciendo rodar la línea PE, sobre 
la circunferencia básica de la rueda. Se trazan líneas radiales para comple- 
tar las partes de los flancos de los dientes que quedan dentro de las cir- 
cunferencias básicas y se unen dichos flancos a las circunferencias de base 
por medio de arcos de pequeño radio. Se toman los espesores de los dien- 
tes PC, y PC; sobre las circunferencias primitivas y por los puntos Ca y Cy 
se dibujan los perfiles de los dientes (invertidos) para formar los lados opues- 
tos de los dientes. Los extremos de los dientes y los fondos de los huecos 
se hallan trazando las circunferencias de cabeza y de base. Las ruedas 
completas, o el número de dientes que se desee, pueden dibujarse marcando 
los espesores de los dientes sobre las circunferencias primitivas y trazando 
por ellos los perfiles. Estos pueden ser dibujados con el compás del modo 
explicado en el Art. 4-10. 

Los arcos de acercamiento y alejamiento pueden hallarse ahora, si se 
quiere, por los'métodos descritos en los artículos precedentes. En el Art. 4-12 
se discutió una relación importante entre el paso y el arco de acción que debe 
tenerse en cuenta en el proyecto de cualquier engranaje. Cuando este pro- 
yecto se hace correctamente, debe existir una acción continua entre las 
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ruedas; o sea, una pareja de dientes engranados no debe perder el contacto 
antes de que la pareja siguiente lo comience. Es evidente que, cuando el 
arco de acción y el paso son iguales, una pareja de dientes termina su con- 
tacto en el mismo momento en que la adyacente lo comienza. Por consi. 
guiente, se ve que el paso no debe ser mayor que el arco de acción, ya que, 
en ese caso, la acción continua sería imposible. 

4-15. Ruedas de evolvente intercambiables. ¡Se dice que un juego de 
ruedas es intercambiable cuando dos ruedas cualesquiera de dicho juego 
pueden ser engranadas correctamente. Para que las ruedas de evolvente de 
un juego sean intercambiables deben cumplir las siguientes condiciones: 
igual paso, igual ángulo de presión, igual altura de cabeza e ¿igual altura de 
base. Los sistemas normales que están en uso se tratan más tarde en este 
capítulo. 

4-16. Piñón y cremallera de evolvente. Cuando el radio de la circun- 
ferencia primitiva se hace infinito, como ocurre en la cremallera, el radio 
de la circunferencia básica también resulta infinito y la evolvente se trans- 
forma en una recta. Por lo tanto, en una cremallera de evolvente los perfiles 
de los dientes son líneas rectas, siendo estas rectas perpendiculares a la línea 
de acción. El trazado general de una cremallera de evolvente y su piñón 
se muestra en la Fig. 4-19. No puede haber nunca interferencia entre la 
cara del diente del piñón y el flanco del diente de la cremallera, puesto 
que este flanco es, todo él, de evolvente, pero entre la cara del diente de 
la cremallera y el flanco del diente del piñón las condiciones son tales que 
se produce el máximo de interferencia. La Fig. 4-19 muestra la interfe- 
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rencia de una cremallera incorrecta engranada con una rueda de 12 dien- 
tos y con un ángulo de presión de 14*/,0, Se indica también, en la misma 
figura, la interferencia ligeramente menor que se produce entre dos rue- 
das de 12 dientes. Es evidente que los dientes rectos de la cremallera engra- 
narán correctamente con cualquier rueda de evolvente del miso paso y del 
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mismo ángulo de presión. Este hecho es de gran importancia para la fabri- 
cación de ruedas dentadas, ya que hace posible construir los dientes de 
cualquier rueda de un juego de ruedas intercambiables con una herramienta 
de corte de la forma más simple, la que tiene un lado recto. Esto será más 
ampliamente tratado en el capítulo 5. 


¿“Angulo de presión 


Fic. 4-20 


4-17. Ruedas de evolvente interna (o anulares). La Fig. 4-20 muestra, 
la disposición general de una rueda de evolvente interna (o anular) y un 
piñón. Se observa que en la rueda interna los perfiles de los dientes son 
cóncavos en vez de convexos, como ocurre en las ruedas externas. Debido 
a esta forma se puede producir una interferencia que no se presenta en el 
caso de rueda externa o cremallera; esto es, en ciertas circunstancias, 
habrá una interferencia secundaria entre los dientes después de que hayan 

” terminado su contacto a lo largo de la curva de engrane. Es obvio que la 
cremallera, con sus dientes de lados rectos, es el caso límite de ambas clases 
de ruedas, las internas y las externas. 


PERFILES CICLOIDALES 


En las páginas siguientes se tratan brevemente y sin detalle los perfiles 
cicloidales. 


4-18. Construcción del perfil cicloidal. Una cicloide es la curva des- 
crita por un punto de una circunferencia (ruleta) cuando rueda sobre una 
recta. Si la circunferencia rueda sobre el exterior de otra circunferencia, 
la curva descrita es llamada epicicloidde, y si por el interior, hipocicloide. 
La Fig. 4-21 muestra un perfil cicloidal. La ruleta ha rodado por el exterior 
de la circunferencia primitiva de una rueda dentada para dar lugar a.la 
cara del diente y por el interior para generar el flanco. La Fig. 4-22 muestra 
el efecto producido en el flanco al usar ruletas de diferentes tamaños. 
En a el diámetro de la ruleta es menor que el radio de la cirounferencia 
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sobre la que rueda, lo que produce un flanco ensanchado y, por lo tanto, el 
diente es más robusto. En b, el diámetro de la ruleta es ¿gual al de la cir- 
cunferencia primitiva. La hipocicloide en este caso es una línea recta 
coincidente con el radio de esta última, El resultado es un flanco radial 
que da lugar a un diente más estrecho en su base, por lo que es más débil 
que el anterior. 


Dobe hacerse notar que la parte de flanco de un diente de evolvente 
que queda dentro del círculo básico es normalmente una línea radial. 
Por consiguiente, si se desea, dicha línea radial puede considerarse como una 
vloloido generada por una ruleta de determinado tamaño. Esto es de apli- 
onoión en la eliminación de interferencias en los dientes de evolvente cam- 
blando el extremo del diente de evolvente en cicloidal para engranar en for- 
ma adecuada con el flanco radial del diente de la otra rueda del engranaje. 

En o, el diámotro de la ruleta es mayor que el radio de la circunferencia 
primitiva y el flanco del diente es recortado, es decir, la hipocicloide Pa 
«queda por dentro do la línea radial, como se ve en la figura, resultando un 
diente mevánicamente muy débil. Se deduce, por lo tanto, que, desde el 
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punto de vista de la resistencia de los dientes, el diámetro de la ruleta 
debe ser menor que el radio de la circunferencia sobre la que rueda. 

Las caras de los dientes de una rueda actúan solamente sobre los flancos 
de los dientes de la otra rueda del engranaje. Por consiguiente, la forma 
de las caras de los dientes de una rueda es independiente de la de los flan- 


lo) tó) lc) 
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cos. No hay, pues, una relación fija entre los tamaños de las ruletas que se 
pueden usar para una pareja de ruedas, en lo que respecta a un buen engra- 
ne entre ellas. Sin embargo, hay ciertas condiciones de tipo práctico que 
determinan el tamaño de las ruletas a emplear en cada caso. 


4-19. Características de funcionamiento de los dientes cicloidales. 
A continuación se dan, sin demostrarlas, algunas de las más importantes 
características de funcionamiento de los dientes cicloidales. 

l. Si están bien proyectados y construidos, satisfacen la ley funda- 
mental de los engranajes. 

2. La curva de engrane coincide con las ruletas, como se indica en 
la Fig. 4-23 por la curva gruesa A PB (en las ruedas de evolvente esta curva 
de engrane es una línea recta). ` 

3. El ángulo de presión no es constante, pero varía continuamente 
durante el contacto. En la Fig. 4-23, el ángulo de presión varía desde ġ, 
cuando los dientes en contacto están en las posiciones indicadas, hasta . 
cero, cuando los dientes están en contacto en el punto primitivo P (en 
las ruedas de evolvente el ángulo de presión es constante). 

4. Los dientes de cremallera cicloidal tienen sus lados curvos. 

5. Las condiciones de intercambiabilidad en un juego de ruedas cicloi- 
dales son: que todas las ruedas del juego tengan el mismo paso, las mismas 
alturas de cabeza y de base y que todos los dientes tengan perfiles generados 
por la misma ruleta. 


4-20. Engranaje de linterna. Una forma interesante de engranaje 
cicloidal, llamada de linterna, se muestra en la Fig. 4-24. Aunque limitada 
hoy principalmente a mecanismos de relojería, es un tipo de engranaje 
muy usado antiguamente cuando los dientes se hacían corrientemente 
de madera. La condición cinemática de esta clase de engranajes es que la 
ruleta sea igual a una de las circunferencias primitivas. 
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Las formas primarias de los dientes son, pues, un punto P en la circun- 
Terencia primitiva del piñón 2 (Fig. 4-24) y la epicicloide de trazos que este 
punto describe en la otra rueda 3. En la práctica, el punto P sirve de centro 


Flo. 4-23 


a un tetón de diámetro apreciable, siendo los perfiles de los dientes para- 
lelos a las curvas primarias, y a distan- 
cias de dichas curvas iguales al radio 
del tetón. 

Con las curvas primarias (punto y 
opicicloide) el ángulo de acción está 
completamente a un lado de la línea 
do contros. En las ruedas dentadas, el 
funcionamiento es siempre más suave 
durante el alejamiento que durante 
ol acercamiento. Con objeto de que 
əl accionamiento tenga lugar durante 
el alejamiento y, por lo tanto, ase- 
gurar que sea suave, en los engranajes 
de linterna la rueda de tetones debe 
ser la conducida. Se puede ver, sin 
embargo, que con un tetón de diámetro apreciable habrá siempre un 
pueuiefio ángulo de acercamiento. 
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4-21. Comparación entre las formas de evolvente y cicloidal. El hecho 
de que los perfiles de evolvente hayan desplazado casi completamente a 
los cicloidales indica que la forma de evolvente es la más conveniente. 
En los engranajes cicloidales no hay interferencia (sí se mantiene entre los 
centros de las ruedas la distancia exacta de proyecto), los dientes tienen, 
en general, una forma ensanchada en su base, y una superficie convexa 
está siempre en contacto con una cóncava. Pero estos aspectos en favor de 
la forma cicloidal son de pequeña importancia en comparación con las 
ventajas de la forma de evolvente, tales como su sencillez (una sola curva), 
perfil de cremallera de flancos rectos como forma fundamental para las 
herramientas de corte, constancia del ángulo de presión y posibilidad de 
variar la distancia entre centros sin alterar la relación de velocidades. 

Esta última propiedad es una de las más apreciadas de los perfiles de 
evolvente. Ello ha sido ya tratado en el Art. 4-12. Así pues, el hecho de 
tener una distancia entre centros diferentes al valor de proyecto produce 
un cambio en el ángulo de presión, pero no en la relación de velocidades. 
En un caso de aplicación interesante basado en este principio, dos o más 
ruedas, de números de dientes ligeramente diferentes, que giran alrededor 
de un eje, pueden engranarse conrrectámente con otra rueda. Por consi- 
guiente, se pueden obtener movimientos diferenciales que son imposibles 
de conseguir con perfiles de cualquier otro tipo. 


4-22. Sistemas de engranajes. Las primeras ruedas dentadas se hicie- 
ron de madera y las primeras ruedas metálicas eran fundidas. Las fundidas 
son aún usadas con cierta extensión en algunas máquinas y aparatos cuando 
no se requiere gran precisión, y donde han de estar expuestas a la intem- 
perie y funcionan sólo ocasionalmente. Los dientes de las ruedas fundidas 
se obtienen de modelos trabajados cuidadosamente para conseguir apro- 
ximadamente lo más posible a la forma ideal. Las proporciones usadas 
difieren de las de los dientes tallados solamente en cuanto se prevén mayor 
,huelgo y mayor juego. 

Aunque el uso de las ruedas dentadas se remonta a la antigüedad, 
hace sólo 260 años que se enunció la teoría de la forma correcta de los dien- 
tes, y hace solamente 95 años que se ha hecho comercialmente posible 
construir dientes tallados de precisión. Fue cuando la Brown & Sharpe 
Manufacturing Company lanzó la fresa del tipo mostrado en la Fig. 5-22. 
Esto marcó el primer avance efectivo en la fabricación de ruedas dentadas. 
Entonces el perfil cicloidal era el que prevalecía, pero a partir de ese mo- 
mento fue siendo remplazado rápidamente por el de evolvente. 

Desde la introducción del perfil de evolvente se han desarrollado una 
gran variedad de tipos de ruedas dentadas para satisfacer las necesidades 
más diversas de la industria. Los distintos sistemas que han aparecido 
surgieron originalmente a base de modificaciones en el método empleado 
para obtenerlos. Sólo recientemente han tenido éxito los intentos de nor- 
malización. Antes de entrar a discutir estas Normas de relativamente 
reciente adopción, cuyo uso se ha ido extendiendo rápidamente, estudia- 
remos brevemente aquellos sistemas de tallado de dientes que se desarro- 
llaron en el pasado y cuyo uso es aún considerable. Estos sistemas pueden 
agruparso del siguiente modo: 
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1. Sistema Brown é Sharpe, de 14*/,0. 
2. Sistemas de dientes cortos. 
3. Sistemas de altura desigual. 


4-23. Sistema de evolvente Brown & Sharpe de 14*/,9. Cuando este 
sistema fue introducido por la Brown & Sharpe Manufacturig Company, 
se le dieron al diente las mismas proporciones que tenía en el sistema cieloi- 
dal, al que ha desplazado casi completamente. Este sistema, como su pre- 
decesor el cicloidal, fue desarrollado inicialmente para ser usado con las 
fresas de tallado, y ha sido durante mucho tiempo el método normalizado 
admitido para tallar los dientes de los engranajes. Ha sido adoptado como 
una de las Normas americanas y hoy es conocido con el nombre de sistema 
compuesto de 14!/,0. La Tabla 4-2 del Art. 4-26 da detalles de las pro- 
porciones de los dientes. Es de notar que, con las proporciones dadas, el 
juego es nulo. Esto es deseable a veces, pero en la práctica es corriente prever 
un cierto juego, y cuando se emplean herramientas de corte normalizadas, 
esto se consigue tallando los dientes ligeramente más profundos de lo normal. 
En cualquier caso, el juego es sólo de algunas centésimas de centímetro 
en las ruedas ordinarias y no se tiene en consideración en el estudio cine- 
mático del funcionamiento de los engranajes. 

Los perfiles de los dientes en el sistema de evolvente Brown € Sharpe, 
de 14*/,2 no son verdaderas evolventes, sino que se separan ligeramente 
de esta clase de curvas para evitar interferencias. 


4-24. Sistema de dientes cortos, Mientras el sistema tratado en el 
artículo anterior fue por mucho tiempo la Norma admitida para la mayoría 
de las aplicaciones comunes, surgieron nuevas condiciones cuando la forma 
Normal de los dientes no fue la adecuada. Hubo demandas de formas más 
robustas y de interferencia mínima. En consecuencia, son bastante corrien- 
tes los dientes de mayor ángulo de presión y menor altura que en la Norma 
precedente. Las ruedas con esta forma especial son llamadas de dientes 
cortos y se han usado con éxito en automóviles, máquinas herramientas, 
maquinaria elevadora, etc. 

Los dientes cortos son de evolvente, teniendo corrientemente un ángulo 
do presión de 200 y con alturas de cabeza y de base menores que los Norma- 
los do 14*/,0. El uso más extendido, entre los sistemas de esta clase pro- 
puestos, es el adoptado por la Fellows Gear Shaper Company (Fig. 4-25). 
Kin ol sistema Fellows de dientes cortos el paso se expresa como combinación 
«dle dos pasos Normales, como por ejemplo paso 6/8, que se lee paso seis- 
uho, y no como fracción seis octavos. Por consiguiente, un diente de paso 
4/8 tiono un espesor sobre la línea primitiva igual que el diente Normal de 
paño 6, mientras que su altura de cabeza es la de un diente Normal de 
puño N, ls, pues, evidente que el primer número de la expresión del paso 
combinado marca el espesor del diente y el segundo su altura. En la Ta- 
bla 4-2 de la página 124 se dan otras proporciones de dientes. 

Los pasos que han sido adoptados y cuyo uso está más extendido son 
lor nigniontos: 4/5, 5/7, 6/8, 7/9, 8/10, 9/11, 10/12 y 12/14. 

4.25. Nistoma de altura desigual. Las exigencias de precisión de los 
«nagrinajos de gran velocidad condujeron a la adopción por ciertos fabricantes 
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de otras formas especiales de dientes, al pretender eliminar los defectos 
del sistema Normal de evolvente y obtener engranajes lo más silenciosos. 
posible a la par que gran resistencia y duración. Las características más. 
importantes de estos tipos de dientes, todos los cuales tienen perfil de evol- 
vente exacta, son: gran altura de cabeza en el piñón motor y pequeña en 
la rueda conducida, y ángulo de presión variable; es decir, que para una 
pareja de ruedas dentadas con una relación de velocidades dada, las alturas 
de cabeza y el ángulo de presión se eligen para obtener las mejores condi- 
ciones de funcionamiento con esa relación de velocidades. Tales ruedas 
son llamadas, por ello, de altura desigual. 

Una forma típica de este sistema es la desarrollada originalmente por 
la Max Maag de Zurich, Suiza, conocida como sistema Maag (Fig. 4-25), 
que ha sido aplicado con éxito en muchas clases de máquinas en las que se 
necesitan engranajes rectos o helicoidales. 

Otra forma de diente del tipo de altura desigual, conocida como sistema 
Gleason para engranajes cónicos, es de uso corriente en los puentes traseros 
de los automóviles y en muchas otras aplicaciones en que se requieren 
engranajes cónicos de gran velocidad. ' i 
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Algunas de las ventajas que apoyan el uso de las formas del sistema 
de altura desigual son las siguientes: 

1. Eliminación de interferencias con un diente muy resistente. Se 
usa la parte de evolvente más ventajosa, de modo que los flancos de los 
dientes son verdaderas evolventes, y así se pueden emplear con éxito 
piñones de pequeño número de dientes. Uno de los inconvenientes del 
sistema de dientes de igual altura es la interferencia y el acuñamiento que 
se produce en los piñones de pequeño número de dientes. 

2. El arco de alejamiento es mayor que el de acercamiento y hay un 
máximo de contacto de casi rodadura y un mínimo de deslizamiento. 
Estos factores hacen el funcionamiento más silencioso y suave y de menor 
desgaste que en el caso de dientes de igual altura. 

- 3. Los dientes de piñón y rueda pueden proyectarse para que sean de 
la misma resistencia, mientras que con dientes de igual altura esto no es 
posible, si no se recurre a emplear distintos materiales para piñón y rueda. 
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En el caso de dientes de altura desigual, como los tratados, sus propor- 
ciones varían con la relación de velocidades y, por lo tanto, no se pueden 
dar fórmulas sencillas como con los dientes de igual altura cuyas propor- 
ciones son constantes. Por ejemplo: las alturas de cabeza y el ángulo de 
presión de una pareja de ruedas cuya relación es 2:1 serían distintos 
que los correspondientes valores en una pareja con el mismo paso pero de 
relación 4: 1. Es preciso disponer de tablas que nos den estos valores 
para todas las relaciones de uso corriente. En el capítulo 5 se dan las tablas 
para el sistema Gleason para ruedas cónicas de diente recto. Puesto que 
los perfiles de los dientes de todos estos sistemas son de evolvente, la teoría 
fundamental de funcionamiento es la misma para todos. 

La Fig. 4-25 sirve para comparar las proporciones de los dientes, en un 
caso particular, entre el sistema de evolvente Brown $ Sharpe de 141/,0, un 
sistema de dientes cortos y un sistema de altura desigual. En todos ellos el 
paso, los diámetros primitivos y la relación de velocidades son iguales. 

4-26. Formas Normales de dientes de engranajes rectos en los Estados 
Unidos. Puesto que dos ruedas rectas cualesquiera que engranen correc- 
tamente con una cremallera engranan también adecuadamente entre sí, las 
proporciones de los dientes de la cremallera pueden tomarse como base para 
un sistema intercambiable de ruedas rectas. De los varios tipos de dientes 
de ruedas rectas propuestos, los más conocidos y usados han sido el de evol- 
vente Brown $ Sharpe de 14*/,9, y el Fellows, de dientes cortos de 200, 
De los sistemas de altura desigual para ruedas no intercambiables, el más 
representativo y quizá el más conocido es el propuesto por Maag. Este 
fue, probablemente, el primero que se usó para producir, a escala indus- 
trial, ruedas rectas no intercambiables. 

En junio de 1921, la American Standards Association, junto con la 
Gear Manufacturer's Association y la American Society of Mechanical 
Engineers, como patrocinadores, dirigieron una revisión de los distintos 
tipos de ruedas dentadas usados en los Estados Unidos y en Europa, con 
objeto de normalizarlos para satisfacer las necesidades de la industria. 
Tomando estos estudios como base, la American Standards Association, 
en noviembre de 1932, aprobó y designó como Normales para los Estados 
Unidos, cuatro formas de dientes para engranajes rectos, que son las 
siguientes: 

Sistema compuesto de 141/,0. 

Sistema de evolvente profunda de 141/,0. 

Sistema de evolvente profunda de 200, 

Sistema de evolvente corta de 200, 

Las proporciones aprobadas para la cremallera básica del sistema com- 
puesto de 141/,2 están indicadas en la Fig. 4-26. En este sistema el piñón 
do 12 dientes ha sido adoptado como la menor rueda del conjunto y el 
porfil de los dientes de la cremallera básica es una combinación de curvas 
do evolvente y cicloidal. La Fig. 4-27 muestra cómo se establecieron las 
proporciones indicadas en la Fig. 4-26. La línea bPc se ha dibujado formando 
un ángulo de 141/,0 con la línea primitiva 3 de la cremallera, siendo 2 la 
cirounferencia primitiva del piñón de 12 dientes cuyo centro es O, La 
correspondiente circunferencia básica 2’ es tangente a la línea bPe en c. 
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Puesto que no puede haber acción de evolvente más allá de c, la distancia 
ce es la altura de cabeza máxima del diente de cremallera de evolvente 
de 141/,0, Y puesto que PcO, es, evidentemente, un ángulo recto, el punto c 
pertenece a la circunferencia 2”*, cuyo diámetro es igual al radio del piñón. 
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Por consiguiente, si kl es descrita al rodar 2'” sobre la línea primitiva 3 
y fg es descrita al rodar 2'” por el interior de 2, la cara cicloidal kl del 
diente de la cremallera engranará correctamente con el flanco hipocicloidal fg 
del diente del piñón. Más allá de c la curva de engrane cd continuará, por 
consiguiente, por la ruleta 2””, El flanco mn del diente de la cremallera es 
una cicloide descrita al rodar 3” sobre la línea primitiva 3, y la cara bh es 
una epicicloide obtenida por la rodadura de 3'” sobre el exterior de 2. 
Por lo tanto, el perfil del diente de la cremallera es cicloidal de n a m, 
de evolvente de m a k y cicloidal de k a l; en cuanto al diente del piñón, 


RUEDAS. DENTADAS. ENGRANAJES RECTOS 117 


su perfil es epicicloidal de g a f, de evolvente de f a b y epicicloidal de b a h. 
Siendo el diámetro de 2”” igual al radio de 2, la hipocicloide fg es una línea 
radial. Si al diente de la cremallera ha de servir de base para un juego de 
ruedas intercambiables, el círculo generador 3'” debe ser igual al 2””, en 
cuyo caso la trayectoria del punto de contacto abPcd resulta simétrica con 
respecto a la línea central O,P. De este modo fue como se obtuvo la crema- 
llera básica del sistema compuesto de 14!/,0, como se muestra en la Fig. 4-26. 
En esta figura se dan los radios y posiciones de los centros de los arcos de 


círculo que se aproximan mucho a las verdaderas cicloides de las caras y 
flancos: de los dientes de la cremallera. 

Las proporciones del sistema compuesto de 14!/,0 son idénticas a las 
del viejo sistema de evolvente Brown & Sharpe de 14*/,0 (ver Art. 4-23) 
y las cremalleras básicas de ambos sistemas tienen, en esencia, los mismos 
perfiles de diente. Es interesante notar que el nuevo sistema se estableció 
adoptando, prácticamente, el antiguo como Norma definida y que las 
ruedas talladas de acuerdo con ambos son intercambiables. 

El sistema compuesto de 141/¿0 tiene su principal aplicación cuando los 
dientes se tallan con fresas de forma, en particular en los casos en que se 
ha venido empleando el procedimiento de tallado Brown & Sharpe para 
construcción y reparación. 

Las proporciones de los dientes del sistema de evolvente profunda de 
141/,0 (Fig. 4-28) y del sistema de evolvente profunda de 200 (Fig. 4-29) 
son idénticas a las del sistema compuesto de 141/,%, pero los dientes de las 
cremalleras básicas tienen sus lados rectos en toda su superficie de trabajo. 
lóstos dos sistemas se emplean cuando sus dientes son tallados por genera- 
ción (ver Cap. 5), y su objeto es conseguir una acción enteramente de evol- 
vento. Nin embargo, para que el funcionamiento sea siempre de evolvente, 
en lon piñones de 31 dientes y menores del sistema de evolvente profunda 
de 141/, ó en los piñones de 17 dientes y menores del sistema de evolvente 
profunda de 200, el diámetro exterior del piñón debe ser aumentado. 
Vara mantener la distancia Normal entre centros cuando ss sustituye la 
eremadllora por una rueda, el diámetro exterior de ésta debe disminuirse en la 
miamn enttidad, En tablas publicadas por la American Standards Associa- 
tion no dan los valores de aumento y disminución en diámetro y los corres- 
pondientes osposores de los dientes sobre la circunferencia primitiva, tanto 
para la rueda como para el piñón. 

Para ruedas de número de dientes relativamente grande, 40 ó más, el 
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sistema de evolvente profunda de 141/70 es el comúnmente empleado, 
pero para ruedas de menor número de dientes se da preferencia al sistema 
de evolvente profunda de 200, 

Las proporciones para la cremallera básica del sistema de evolvente 
corta de 200 se dan en la Fig. 4-30. También se aplica este sistema para 
ruedas construidas por generación. Un 
piñón de 14 dientes es el menor que 
puede engranar, sin interferencia, con 
la cremallera. Puede observarse también 
que estas proporciones se acercan mu- 
cho a las del sistema Fellows de dientes 
cortos. El sistema de evolvente corta 
de 20° es de especial aplicación cuando 
el número de dientes es relativamente 
pequeño, tanto en el piñón como en la rueda, como ocurre en las transmi- 
siones de los automóviles. También se usa con alguna extensión para gran- 
des ruedas dentadas con gran número de dientes, donde la mayor resisten- 
cia de sus cortos dientes es una característica importante. 

La Tabla 4-2 se da para facilitar la comparación de las formas de dientes 
de las ruedas rectas que se han tratado en este artículo y en los precedentes. 

La Tabla 4-3 está tomada de la Norma americana para ruedas rectas 
y helicoidales «1950 American Standard 20 degree Fine Pitch System ». 
En este sistema se prevé el uso de la modificación de altura desigual si se 
desea. La serie de paso fino («fine-pitch») incluye ruedas de diametral 
pitch 20 y más finas, con ángulo de presión de 200 Las ruedas 
para instrumentos, calculadores, servomecanismos, etc. son corriente- 
mente de esta clase. 


4-27. Otras formas de dientes. A medida que surgen nuevos problemas 
y aplicaciones de los engranajes, las industrias se ven en la necesidad de 
elegir y producir tipos de ruedas dentadas que resuelvan sus problemas 

“particulares: Por ello el arte y la ciencia de los engranajes están cambiando 
continuamente. Las especificaciones de la American Standards Association 
de 1932 sobre formas de ruedas dentadas y sus proporciones ya no resulta 
adecuada para representar completamente los tipos en uso (aunque la forma 
de evolvente sigue siendo la aceptada). Las industrias que emplean gran 
cantidad de engranajes, como las de automóviles y aviones, están en situa- ` 
ción de establecer sus propias Normas, muchas de las cuales han sido y 
serán adoptadas por la American Gear Manufacturer's Association y la 
American Standards Association. 

En la industria del automóvil son corrientes los ángulos de presión, 
para ruedas rectas, de 17 a 221/,9. Muchos juegos de ruedas emplean siste- 
mas de altura desigual. Cuando se trata de grandes cantidades, cada pareja 
de ruedas engranadas puede ser adecuadamente proyectada para mejor 
adaptarse a una aplicación determinada. En muchas ruedas se hace uso 
de dientes con bases completamente redondas, tales como los representa- 
dos en la Fig. 4-31, debido a su mayor resistencia. ~ 

Muchas veces, las cabezas de los dientes se ahusan, dándole a la parte 
central un espesor mayor que a los extremos, como muestra la Fig. 4-32. 
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Esta modificación hace que la carga se ejerza sobre la parte central, permi- 
tiendo alguna tolerancia en la alineación de los ejes, que de otro modo 
haría que la carga se soportara por el extremo 
del diente. Tal modificación puede también 
compensar al perfil de flexiones que alterarían 
(localmente) la forma de evolvente.. La Fig. 5-8 
muestra una pareja de ruedas cónicas Zerol 
que han sido modificadas para conseguir un w 
contacto local. Las ruedas se pintaron con un Fic. 4-31 
compuesto marcador y se hicieron funciónar 

durante unos segundos para mostrar las zonas de contacto, que aparecen 
más oscuras en la fotografía. 


TABLA 4-2. COMPARACIÓN ENTRE LOS SISTEMAS DE EVOLVENTE INTERCAMBIA- 
BLES NORMALES 


Sistemal Sistema Sistema: 
Sistema Sistema de de ¡Sistema de 
Brown evol- | evol- [Fellows 
com- evol- 
and vente | vente de 
puesto A vente 
Sharpe de 141/,0| PTO- pro- |dientes corta 
de 141/,0 ? | funda | funda [cortos de 200 
de 141/20] de 200 
Angulo de presión, grados ..| 141/3 | 14/, | 14 20 20 20 
Altura de cabeza........... 1 1 l l 1 0,80 
P P P P Pa P 
Profundidad de trabajo..... E 2 2 2 2 1,60 
P P P P Pa P 
aros 0,157 | 0,157 | 0,157 | 0,157 | 0,25 | 0,20 
P P P -P Pa P 
Altura de base............. 1,157 | 1,167 | 1,187 | 1,167 1,25 l 
P P P P Pa P 
SA SO 2,157 | 2,157 | 2,157 | 2,157 2,25 1,80. 
P P P P Pa P 
Exposor circular*.......... P P P P on Pp 
2 2 2 2 2P, 2 
Anoho del huoco* ......... P P P P gd Pp 
2 2 2 2 2Px 2 
Radio dol acuerdof........ 0,157 | 0,157 | 0,209 | 0,239 | 0,25 | 0,308. 
P P P P Pa P 


Lon nímbolos P y p representan diametral pitch y paso, respectivamente. 

odun lus dimensiones en pulgadas. 

* Kn ostos valores no se ha tenido en cuenta el juego. 

$ Estos puedon tomarse como valores mínimos. El radio del acuerdo no ha 
aldo normalizado, 

| Como en osto sistema ko oxpresa on forma de fracción, P, representa el 
nuuerador y Py el denominador. Ejemplo: Pa/Pa = $/g. 
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TABLA 4-3. PROPORCIONES DE LOS DIENTES DEL SISTEMA NORMAL DE EVOL- 
VENTE DE 20° DE PASO FINO 


Altura de cabeza. ooo ccoo aLL. 1,000 

P 
Altura de base. ooo ooo ooo Sd + 0,0002 
Profundidad de trabajo. ooo... a 
Altura total............ A IN A + 0,002 
Huelgo dd da o + 0,002 
Espesor del diente sobre el diámetro primitivo . id 
Diámetro primitivo. ooo ooo. Non 

P" P 

Diámetro exterior. o LLL. N+2 ; EA 

P P 
Distancia entre centros. ooo... 4 v 


N = número de dientes de la rueda. 
n = número de dientes del piñon. 
P = diametral pitch. 

Todas las dimensiones en pulgadas. 


. . Es evidente que en este libro no se pueden abarcar las particularidades 
de los engranajes. Sólo se han tratado los fundamentos del movimiento de 
Una pareja de ruedas engranadas y las 
razones para aceptar el uso del perfil 
de evolvente en los dientes. Para más 
detalles relativos a la multitud de 
aspectos y facetas de este campo de 
los engranajes, deben consultarse libros 
especializados y las ya mencionadas 
Normas, las cuales están sometidas a 
un continuo estudio y revisión. 

En el capítulo siguiente se tratan 
otros tipos de ruedas dentadas dis- 
tintas de las rectas (que sz han estu- 


La forma ahusada ha sido 5 > i stu 
exagerada para que se note mejor diado en éste); en particular, las cóni- 


Fie. 4-32 . as, las helicoidales y el tornillo sin 
: fin (ver Tabla 4-b. Además, el Capí- 
tulo 5 contiene información sobre los métodos de fabricación de los 


engranajes, 
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CAPÍTULO 5 


TIPOS DE ENGRANAJES Y METODOS DE FABRICACION 


En el capítulo precedente se. trataron principalmente los engranajes 
rectos. En éste se discuten otros tipos de engranajes que son de uso común 
y también se indican brevemente algunos de los métodos de fabricación. 
Sería conveniente para el lector repasar ahora la Tabla 4-1 y la Fig. 4-2. 

En la Fig. 5-1 se dan algunos ejemplos de los muchos tipos de engranajes 
que se usan hoy. Pueden clasificarse según el criterio seguido en la Tabla 4-1: 
engranajes rectos, engranajes cónicos, engranajes helicoidales y combi- 
naciones de tornillo sin fin y rueda. 

En los artículos siguientes se tratarán los distintos tipos (excepto los 
rectos). á 


5-1. Clasificación de los engranajes cónicos. El tipo de engranaje 
usado para conectar árboles que se cortan (los árboles se cruzan en el caso 
de los engranajes cónicos oblícuos) es llamado cónico. En el Art. 4-4 las 
superficies de contacto de una pareja de ruedas de fricción cónicas, se vio 
eran troncos de cono de vértice común. Si sobre estas superficies se constru- 
yen los dientes de modo análogo al empleado en las ruedas rectas, dichos 
troncos de cono resultan ser las superficies primitivas de una pareja de 
ruedas cónicas. En:la mayoría de las transmisiones por engranaje cónico 
los árboles forman ángulo recto, pero dicho ángulo entre ejes puede ser 
mayor o menor de 900. En estos casos los engranajes se llaman engranajes 
cónicos angulares. Cuando el ángulo es de 900 y las dos ruedas son iguales 
el engranaje se llama eguilátero. Cuando el ángulo primitivo (ver Fig. 5-3) 
de una rueda cónica es de 90° es llamada corona. 

Las ruedas cónicas se construyen casi siempre para funcionar por pare- 
jas, y no son intercambiables. Se usa la forma de evolvente para los perfiles 
de sus dientes. Para el trabajo ordinario han sido muy empleadas las pro- 
porciones de los dientes del tipo Brown é Sharpe de evolvente de 141/3, 
pero para engranajes más precisos y especialemente, para grandes velo- 
cidades so emplean las Normas adoptadas para esta clase de engranajes 
(ver Art. 5-15). Estos pueden dividirse en las cuatro clases siguientes 
(ver Tabla 4-1): 

1, Ruedas cónicas de diente recto, en las cuales los elementos de las 
superficies del diente son líneas rectas, cuyo punto de convergencia es el 
vértice del cono primitivo. Las superficies primitivas son conos. 

2, Ruedas cónicas espirales, en las cuales los dientes son curvos. 
Las suporficios primitivas son conos, 
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3. Ruedas cónicas oblicuas, que se pueden emplear para conectar 
ejes que se cruzan. Las superficies primitivas son hiperboloides (ver ar- 
tículo 4-4) y sus dientes son rectos, 


ENGRANAJE CONICO” 
ESPIRAL EJES CON 
UN CIERTO ANGULO 


chal ENGRANAJE 
a RECTO o 


RUEDA Y 
OREMALLERA 
RECTA 


ENGRANAJE 
HELICOIDAL 


ENGRANAJE RAL. EJES 
CON UN CIERTO ANGULU 


ENGRANAJE DE ESPIGH 


ENGRANAJE COMICO 
DE DIENTE RECTO 
EJES A 90 


ENGRANAJE CONICO DE 
DIENTE REOTO. EJES 


TORNILLO SiN FIN 
CON UN CIERTO ANGULO 


GLOBOIDE Y RUEDA 


ENGRANAJE ESPIRAL 
EJES A 900 


TORNILLO SIN 
FIN Y RUEDA 


ia LA ENGRANAJE HIPOIDAL 
ENGRANAJE HIPOIDAL TIPICO ENGRANAJE CONICO ESPIRAL EQUILATERO 
DE AUTOMOVIL PARA AUTOMOVIL. EJE, A 900 POGO CONUN 


Fic. 5-1. (Cortesia de Chevrolet Motor Division, General Motors Corporation.) 


4. Ruedas hipoidales que conectan ejes que se cruzan. Las superficies 
primitivas son conos y sus dientes son curvos. 


5-2. Forma de los dientes de ruedas cónicas. El movimiento de un 
engranaje recto es un caso de movimiento plano y loz movimientos relativos 
pueden representarsa en una sección recta. Por lo tanto, un punto de una, 
línea que rueda sobre una circunferencia básica describe, para el diente, 
un perfil de evolvente. En realidad, esto es, simplemente, una representa- 
ción en un plano de una superficie de diente que es generada por una línea 
de un plano, al rodar éste sobre una base cilíndrica. Este sencillo principio 
no puedo sor aplicado a las ruedas cónicas. Aunque cada rueda cónica, 
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considerada individualmente, tiene movimiento plano (rotación) sobre su 
eje, el movimiento relativo de dos ruedas engranadas es esférico. 

1. Forma teórica correcta. Una figura sencilla mostrará que el método 
para trazar la superficie del diente de una rueda cónica de evolvente es, 
esencialmente, el mismo que en el caso de engranajes rectos de evolvente, 
Sea, en la Fig. 5-2, el cono OHT la representación del cono básico de la rueda 


Fra. 5-2 


dibujada, en la cual se han de construir las superficies de evolvente de los 
dientes. Imagínese encerrado al cono básico en una funda delgada, flexible 
e inextensible que cortamos a lo largo de la generatriz OE. Ahora despe- 
guemos dicha funda, manteniéndola tensa, a partir de la línea OZ. La 
superficie OEF barrida por el borde de la envuelta es la superficie de evol- 
vente deseada. El extremo E de ese borde está obligado a permanecer a 
una distancia constante del vértice O y, por consiguiente, se mueve sobre 
una osfera, HAI, de radio OE. Por este motivo la curva EF es llamada 
evolvente esférica. 

2, Aproximación de Tredgold. Es evidente la dificultad de trazar el 
perfil de un diente que es una curva de una superficie esférica, ya que una 
osfora no puede desarrollarse sobre un plano. No hay error apreciable al 
sustituir la superficie esférica CAD por la cónica CBD. Este cono, llamado 
cono posterior, es tangente a la esfera en la circunferencia CD, que es, 
por lo tanto, la base común a ambos conos, el primitivo y el posterior. 
Mate último os, por consiguiente, normal al otro, es decir, que los elementos 
del cono posterior son perpendiculares a los correspondientes del primitivo. 
So puedo ver en la figura, que la relativamente corta distancia necesaria 
para incluir ol perfil entero del diente coincide, prácticamonto, con lą supor- 
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ficie esférica. Por consiguiente, dentro de los límites prácticos, tales perfiles 
concuerdan casi con las formas teóricamente correctas. 

La aproximación fue publicada por Tredgold y se conoce, por lo tanto, 
como aproximación de Tredgold. En su aplicación al trazado de dientes 
de ruedas cónicas, los perfiles se dibujan sobre la superficie desarrollada 
del cono posterior, como muestra la figura, después de lo cual se vuelve a 
enrollar dicho cono como en su posición original. Estos perfiles constituirán 
los extremos de los dientes de la rueda. Una recta, que pasando por O, 
recorra dichos perfiles generará las superficies de los dientes, y todos sus 
elementos serán rectos convergentes en O. 

El trazado de los perfiles en el cono posterior desarrollado se realiza por 
los mismos métodos explicados en los engranajes rectos. En la Fig. 5-2 la 
generatriz BD del cono posterior es el radio primitivo de la rueda recta 
equivalente y BI es el radio de la circunferencia básica. 


5-3. Nomenclatura. En lo relativo al trazado de los dientes y su 
funcionamiento, las definiciones y denominaciones en los engranajes cónicos 
son las mismas que las correspondientes en los engranajes rectos, dadas 
en los Arts. 4-7 y 4-12. Las ruedas cónicas, sin embargo, requieren los 
nombres adicionales indicados en la Fig. 5-3, que se explica por sí misma. 

En las ruedas cónicas, el número formativo de dientes es el número de 
dientes que estarían contenidos en una rueda recta que tuviese un radio 
primitivo igual a la generatriz del cono posterior de la rueda cónica. Este 
número se usa en el trazado de los dientes, en el análisis cinemático del 
funcionamiento, en el cálculo de la resistencia de los dientes, en el proyecto 
y selección de las herramientas de corte apropiadas, etc. 


5-4. Trazado de una pareja de ruedas cónicas. La Fig. 5-4 muestra 
una pareja de ruedas cónicas de diente recto proyectadas de acuerdo con 
las siguientes especificaciones: ; 


Sistema compuesto de 14!/,° (Arts. 4-23 y 4-26.) 
Diametral pitch = 21/, 

Relación de velocidades = =2: l 

Angulo entre ejes = 690 

Número de dientes del piñón = 15 

Número de dientes de la rueda = 30 

Longitud de las caras de las ruedas = 2%/, pulgadas 


Antes de empezar el trazado, se pueden calcular los siguientes datos (las 
dimensiones en pulgadas): 


Piñón Rueda 
Diámetro primitivO.............. 6,000 12,000 
Generatriz del cono posterior...... 3,228 8,853 
Altura de cabeza................ 0,400 0,400 
Altura de base ..........o.o..... 0,463 0,463 
Número formativo de dientes..... 16,14 44,26 
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Se trazan los conos primitivos de acuerdo con el método descrito en 
el Art. 4-4, y los conos posteriores HDB y HEC. Las ruedas se representan 
por sus secciones, como es la práctica usual. En el punto H se toman las 
alturas de cabeza y de base para la pareja de dientes en contacto, y la 
longitud HK del diente sobre la generatriz de contacto de los conos primi.- 
tivos, dibujando también las líneas convergentes en O, que representan 
los extremos superior e inferior de los dientes. Se repiten estas construc- 
ciones en los puntos E y D, y se completa la sección de las ruedas dibu- 


Saliente posterior de la corona. 
Distancia del centro 
de Jos conos a la corona 


Centro de Y” 


llos 7% 


vS A > 
57 NS Angulo de cara 
Angulo primitivo Gu 
Angulo de base 
Angulo de altura de base Dientes de altura į 


Angulo anterior grande y pequeña, 


Diámetro primitivo 
Diámetro exterior 
N | 
N Cono 
N posterior / Į 
NX ? 


jundo cubo, llanta y alma con las proporciones adecuadas, como muestra 
la figura. 

Aunque el trazado descrito es lo suficientemente completo para su 
uso en-*el taller, es frecuentemente necesario mostrar la forma de los 
perfiles do los dientes. Para ello, se desarrollan parte de los conos posterio- 
ves, como queda indicado. Los dientes quedan, así, dibujados como perte- 
neriendo a una pareja de ruedas rectas de evolvente cuyas circunferencias 
primiblivas tuvieran por radios BH y CH y cuyos pasos fueran los mismos 
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que los de las ruedas cónicas. El número formativo de dientes para el 
piñón es 2BH x P = 2 x 3,228 x 2,5 = 16,14, y para la rueda 
20H x P = 2 x 8,853 x 2,5 = 44,26. Es decir, que los dientes se trazan 


Fic. 5-4 


como si fueran los de un engranaje recto que tuviera 16,14 dientes en el 
piñón y 44,26 en la rueda, con una distancia entre centros BC y con un 
paso igual al de las ruedas cónicas. 

Antes de que existieran las máquinas generadoras, los dientes de las 
ruedas cónicas se trazaban como en la Fig. 5-4 y se tallaban en la fresadora, 
usando fresas de forma del tipo Brown & Sharpe. De modo muy restrin- 
gido, aún se sigue haciendo así, lo que constituye un método incorrecto 
porque el hueco entre los dientes debe variar a medida que la fresa avanza. 
desde un extremo al otro de los dientes. Cuando se requiere la exactitud 
de los dientes hay que recurrir al sistema de trazado Gleason para ruedas 
cónicas (ver Art. 5-15), tallándolas con un alto grado de precisión en má- 
quinas generadoras. Es de observar que si los dientes tienen el mismo 
diametral pitch y la misma relación de velocidades, como los de la Fig. 5-4, 
y han sido trazados por el sistema Gleason, aparecerán como en la Fig. 5-3. 

5-5. Engranajes cónicos espirales. Los engranajes cónicos espirales 
constituyen una de las combinaciones más silenciosas, resistentes y dura- 
deras posibles de ruedas dentadas. En el pasado han sido casi universal- 
mente empleadas para los puentes traseros de los automóviles, pero hoy 
los hipoidales los han remplazado bastante, debido a que estos últimos 
permiten situar el árbol de transmisión más bajo, como muestra la Fig. 5-5. 
Los engranajes cónicos espirales son usados también en máquinas herra- 
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mientas, maquinaria de cine, máquinas de coser y muchas otras clases de 
máquinas donde es esencial un funcionamiento silencioso y suave a gran 
velocidad o cuando su cantidad es tal que su coste es menor que el de los 
engranajes cónicos de diente recto. 

Teóricamente, los dientes de estas ruedas son curvas espirales, pero 
para facilitar su construcción se sustituyen estas curvas por arcos de 
círculo que se aproximan mucho a la espiral, dentro de los límites de lon- 


Fia. 5-5. (Cortesia de Gleason Works.) 


gitud de los dientes. Esto hace, no sólo que la fabricación sea rápida, sino 
que se logre un gran ajuste, muy de apreciar desde el punto de vista de 
montaje y también de funcionamiento. 

La mayor ventaja de las ruedas cónicas espirales, en comparación con 
las de diente recto, es su funcionamiento más suave y silencioso, particu- 
larmente a grandes velocidades. 

Las razones de esto son: 

l. Más dientes en contacto que en los correspondientes engranajes 
vónicos de diente recto. 

2, Los dientes de las ruedas cónicas espirales engranan gradualmente, 
empezando el contacto por un extremo y siguiendo, paulatinamente, hasta 
el otro, mientras que, en las de diente recto, el contacto tiene lugar simul- 
táneamente a todo lo largo de la cara del diente. Como se muestra en la 
Fig, 5-6, no hay deslizamiento en sentido longitudinal en los dientes de 
las ruedas cónicas ospiralos, 


128 MECANICA DE MAQUINAS 


Un inconveniente es que, en estas ruedas, se produce una componente 
radial perpendicular a los ejes y otra longitudinal a lo largo de ellos, de- 
biendo tener en cuenta estas cargas al 
proyectar los cojinetes y soportes. 

Los aspectos en los cuales las rue- 
das cónicas espirales son superiores. 
a las de diente recto coinciden, casi 
exactamente, con aquellos en los que 
las ruedas helicoidales son superiores. 
a las rectas (ver Art. 5-11.). 

La teoría fundamental de los en- 
granajes se aplica a las ruedas cónicas. 
espirales en la misma forma que a las 
de diente recto. 

Las proporciones de los dientes de 
este tipo de ruedas corresponden al 
llamado sistema Gleason para engrana- 
jes cónicos espirales (ver Art. 5-15). 

El diagrama de la Fig. 5-7 muestra. 
cómo se designa el ángulo de la espiral 
(análogo al de la hélice en las ruedas. 
helicoidales). 

Las ruedas Zerol (Fig. 5-8) son rue- 
das cónicas cuyo ángulo de espiral es 
cero. Estas ruedas tienen un pequeño 
empuje axil de las mismas caracterís- 
ticas que el de las de diente recto, y los 
dientes pueden ser tallados en las mis- 
mas máquinas usadas para construir 
otras ruedas espirales. 

Un ejemplo de aplicación de las rue- 
das Zerol se encuentra en los engrana- 
jes de las hélices de los aviones. 


5-6. Engranajes cónicos oblicuos. 
Los engranajes cónicos oblicuos se' 
pueden emplear para conectar ejes que 
se cruzan, como muestra la Fig. 5-9. 
Los dientes se construyen sobre hiper- 
boloides de rodadura, como superficies 
primitivas (ver Art. 4-4). Los elemen- 


Fic. 5-6. Al cortar los dientes de una rueda 
cónica de diente recto en un número infinito 
de secciones, y disponiendo ésta en escalo- 
nes continuamente crecientes, se consigue 
una rueda con dientes oblicuos curvos, en 
la cual cada sección engrana con su corres- 
pondiente sección de la otra rueda del en- 
granajo, sin quo so produzca doslizamionto 
longitudinal. (Cortesta de Gleason Works.) 
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tos del diente son líneas rectas que, sin embargo, no convergen en un 
punto, como es -el caso de las ruedas cónicas de diente recto. Los dientes 
están en contacto a lo largo de líneas rectas y no hay deslizamiento ni en 
sentido longitudinal ni normal a los elementos del diente. Se usan poco en 
maquinaria debido a las dificultades para obtener los dientes de forma co- 
rrecta. Sin embargo, por sus reconocidas ventajas, se han hecho multitud 
de esfuerzos para vencer esas dificultades de proyecto y construcción. 


Fra. 5-7 


5-7. Engranajes hipoidales. Los estudios encaminados a perfeccionar 
las ventajas de los engranajes cónicos oblicuos dieron como resultado un 
nuevo tipo de engranajes cónicos llamado hipoidal (Figs. 5-5 a 5-10), que 
fue desarrollado por la Gleason Works. Rochester, N. Y. El término hipoidal 


Wid. 5.8. Engranaje cónico zerol. (Cortesía de Gleason Works.) 


eadeeiva de la voz hiperboloide y se cree que fue usado por primera vez 
pn L B. Grant on su «Tratado de engranajes». Aunque las superficies 
pranibivas de ostas ruedas son hiperboloides, en la práctica se sustituyen 


po droneon de econo, EI error ex pequeño debido a la corta longitud de los 
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dientes (véase de nuevo la Fig. 4-2). Los engranajes hipoidales poseen 
las características principales de los oblicuos, es decir, ejes que se cruzan 
y cierto resbalamiento en la dirección de los elementos de los dientes. Pero 
las ruedas hipoidales tienen sus dientes curvos, mientras que las oblicuas 
los tienen rectos y construidos sobre hiperboloides de revolución como 
superficies primitivas. 

Los engranajes hipoidales fueron desarrollados en 1925 y se usaron 
por primera vez en el puente trasero del automóvil Packard. Esta ha sido 
su principal aplicación, constituyendo el tipo Normal para piñón y corona 
en las transmisiones de los coches (Figs. 5-1, 5-5 y 5-10). También está. 
teniendo cada día mayor aplicación en la industria en general. Su uso en 
los automóviles permite descender el árbol de transmisión, lo que significa. 
una gran ventaja en los coches modernos de carrocería más baja. 


Fic. 5-10 


Su empleo en la industria tiene algunas ventajas importantes. El piñón 
«puede montarse sobre un árbol continuo, permitiendo soportar ambos 
árboles por cojinetes colocados a los dos lados y, en algunos casos, la situa- 
ción alta o baja del piñón respecto al eje de la corona hace posible disponer 
la maquinaria como sería imposible con otros engranajes. La Fig. 5-11 
muestra una aplicación de los engranajes hipoidales en bancos de estirar 
en los que los hilos son estirados a velocidades crecientes. Debido a que los - 
ejes de un engranaje hipoidal se cruzan, el piñón es mayor y más fuerte 
que el equivalente en un engranaje cónico espiral (véase la Fig. 5-5). 
Así mismo, los dientes tienen cierto deslizamiento longitudinal. Aunque 
este deslizamiento es causa de un funcionamiento más silencioso, cuando 
va acompañado de grandes presiones obliga a prestar especial atención a. 
la lubricación. 

5-8. Engranajes helicoidales. La expresión engranaje helicoidal se 
aplica a toda clase de engranajes cuyos dientes tienen forma helicoidal. 
Se usan para conectar tanto ejes paralelos como ejes que se cruzan. Las. 
superficies primitivas son cilindros, como en los engranajes rectos, pero 
los dientes, en vez de ser paralelos al eje de la rueda, tienen forma de hélice 
sobre los cilindros primitivos, como la rosca de un tornillo. 
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La diferencia entre los engranajes helicoidales y los de tornillo sin fin 
puede establecerse del siguiente modo: Si el número de dientes o hilos en 
el cilindro primitivo es tal que ninguno da una vuelta completa, la rueda. 
se llama helicoidal. Si, por otra parte, el hilo (de 1 a 4 es lo corriente) da 
una vuelta entera, resulta un tornillo sin fin o husillo, que puede engranar 
con una rueda de husillo. 

Los engranajes helicoidales se usan principalmente entre ejes paralelos, 
pero también se emplean algo para conectar árboles que se cruzan, nor- 
malmente a 900, 


Fic. 5-11. Engranajes hipoidales para banco de estirar. (Cortesía de Gleason Works.) 


5-9. Engranajes helicoidales para árboles paralelos. La Fig. 5-12a 
muestra dos ruedas dentadas helicoidales que conectan árboles paralelos. 


Fia. 5-12 


Un iden de una rueda helicoidal se simplifica al considerarla como una rueda 
veta om dientes en forma do rosca. Supongamos que una rueda recta se 
evita por una serio de planos equidistantos y perpendiculares a su eje, y 
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que los discos resultantes se giran unos con respecto a otros (como al formar 
un abanico con los naipes de una baraja), como indica la Fig. 5-13. El 
resultado es una rueda escalonada, derivada de la original, en la que hay una 
serie de dientes cortos que entra en contacto, sucesivamente, con otra serie 
de otra rueda semejante, en lugar de un par de dientes largos que toman 
contacto en toda su longitud simultáneamente, como ocurría con el engra- 
naje original. Si los discos se hacen tan estrechos que los escalones se trans- 
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forman en una hélice, la rueda es llamada helicoidal. Los dientes de las 
ruedas helicoidales entre ejes paralelos tienen contacto lineal como las 
ruedas rectas. Sin embargo, una línea instantánea de contacto no es para- 
lela a los ejes, sino que cruza en diagonal las caras de los dientes, de modo 
que todos los puntos conjugados de las secciones sucesivas de una pareja de 
perfiles están en contacto al mismo tiempo. Los dientes de las ruedas 
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helicoidales tienen forma de evolvente, corrientemente del tipo corto, con 
un ángulo de presión mayor que el de los sistemas Normales de 14!/,0. 

La Fig. 5-13 muestra las hélices formadas por la intersección de la 
superficie primitiva y dos superficies de dientes adyacentes. La distancia 
entre las hélices, medida sobre la circunferencia primitiva en un plano 
perpendicular al eje, es el paso transversal. Si se toma esa distancia per- 
pendicularmente a las hélices resulta el paso normal. El ángulo de la hélice 
es siempre el formado por la tangente a la hélice y el eje de la rueda, como 
so indica en la figura. La relación de velocidades sigue exactamente la 
misma ley que en los engranajes rectos. Se ve enseguida que la dirección 
de la fuerza ejercida por un diente sobre el engranado con él, y que debe 
ser la de la normal común, produce un empuje axil en un engranaje heli- 
coidal. Este inconveniente se elimina usando ruedas de doble hélice o de 
espiga (Fig. 5-14) que son, simplemente, dos ruedas helicoidales corrientes 
con sus dientes en sentido opuesto. 

Las ruedas de espiga que se fabrican en los Estados Unidos son, en 
goncral, de dos tipos: 

1. El tipo en que los dientes concurren en el centro de las caras, como 
on la Fig. 5-14b. Una modificación de este tipo, en la cual se ha suprimido 
In parte central con objeto de dar salida a la herramienta, es el mostrado 
on la Fig. 5-14a. 

2. El tipo conocido como rueda Wuest, en el cual los dientes se alter- 
tinta, como muestra la Fig. 5-14c. La parte central es tallada por la herra- 
mienta, pero la rueda no es acanalada como en la Fig. 5-14a. 

La Fig. 5-14d muestra un tipo interesante de rueda helicoidal para 
conoctar ejes paralelos llamada rueda Citroën, fabricada por Citroën Gear 
Company, Ltd., París, Francia. Los dientes pueden ser tallados con cualquier 
forman y pueden ser de doble hélice o de doble espiga. Puesto que los dientes 
do Ins ruedas Citroën se tallan con una fresadora de extremo, también se 
pueden obtener en ruedas cónicas, tanto con forma de doble hélice como 
de doblo ospiga. 

Ln Fig. 5-15 es una vista de un engranaje propulsor marino articulado 
de 17.500 caballos que usa ruedas de espiga. Dos turbinas suministran ener- 
ula n los ongranajes en la parte superior de la fotografía, y el sistema de 
doblo reducción transmite aquella energía al árbol motor, que se ve al pie 
do lu foto, conectado a la rueda central. 

5.10, Ventajas de los engranajes helicoidales. La principal ventaja 
de lus engranajes helicoidales, en comparación con los equivalentes rectos, 
bs Ue en aquéllos el funcionamiento es más suave y más silencioso a gran 
voluoidad y bajo condiciones de servicio más severas. Las razones de estas 
ventajas de los engranajes helicoidales son las siguientes: 

1. Huy más dientes en contacto que en los engranajes rectos. 

2 Low dientes engranan gradualmente, empezando el contacto en un 


estimo, pasando do modo continuo al otro, trabajando sucesivamente 
huala la longitud del diente. En los engranajes rectos el contacto tiene 
Ingar sobre toda la cara dol dionto simultáneamente. 


h 11. Engranajes helicoidales para árboles que se cruzan. Aunquo los 
engranajeen helicoidales puedon sor proyectados para concotar ojos quo so oru- 
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zan con cualquier ángulo, lo corriente es que éste sea un ángulo recto, como 
en la Fig. 5-12b, En general, debe considerarse un ángulo cualquiera, siendo 
entonces casos particulares los árboles paralelos y los que se cruzan a 900. 

Es de señalar que, aunque el proyecto es esencialmente el mismo, el 
funcionamiento de los engranajes helicoidales para ejes que se cruzan es 
bastante diferente del caso de ejes paralelos. En el primer caso hay contacto 
puntual, mientras en el segundo es lineal. Además, en aquél hay un gran 


Fic. 5-15. (Cortesía de Westinghouse Electric Corporation.) 


resbalamiento en dirección de la tangente común, mientras en éste no se 
produce. Por consiguiente, los engranajes helicoidales se usarán para 
conectar árboles que se eruzan, sólo en condiciones de servicio relativamente 
moderadas. Por lo tanto, estas ruedas son de importancia secundaria. 


5-12. Engranajes de tornillo sin fin. El tornillo sin fin se usa corrien- 
temente para obtener relaciones de velocidades mayores de las que se 
pueden obtener convenientemente con otros tipos de engranajes. En un 
engranaje de tornillo y rueda los ejes se cruzan, casi siempre a 900, El tor- 
nillo, que es normalmente el órgano motor, es un tipo especial de rueda 
helicoidal, cuyo ángulo de hélice es tal, que el diente se convierte en una 
rosca que da una o más vueltas completas sobre el cilindro primitivo. 
La rueda, órgano conducido, es un tipo helicoidal cuyo ángulo de hélice 
es el complementario del del tornillo. 
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Se usan dos clases de tornillo sin fin: el tipo recto o paralelo, mostrado en 
la Fig. 5-16, y el tipo globoide (conocido también como tipo Hindley) de la 
Fig. 5-17. El primero es el más frecuentemente empleado. 


Fra. 5-16 


5-13. Engranajes de tornillo sin fin recto. Las superficies primitivas 
de los tornillos sin fin rectos son cilindros y los dientes tienen perfil de evol- 
vente. Las proporciones Normales están dadas en el Art. 5-16. El contacto 
entre los dientes es, teóricamente lineal. 


Fic. 5-17 


ll puso del tornillo es la distancia entre puntos semejantes de hilos, 
o dientes, adyacentes, medida en sentido paralelo al eje del tornillo, y es 
llamado paso lineal o axil. El paso lineal del tornillo debe ser, evidentemente, 
igual al paso de la rueda. El avance de un hilo de la rosca del tornillo es la 
distancia recorrida, en el sentido del eje, por un punto de la rosca en una, 
vuelta completa de la hélice. Los tornillos se designan así: tornillo a derechas 
(o a izquierdas) de rosca simple, tornillo a derechas (o a izquierdas) de 
roson doblo, eto. Un engranaje de tornillo y rueda a derechas corresponde 
n la combinación de tornillo y tuerca a derechas. El sentido del movi- 
miento puede doterminarse considerando al tornillo sin fin como un tornillo 
otdinario y viendo cómo se moverá la tuerca al girar aquél (la tuerca sus- 
Htuye a la rueda). Por ejemplo, en la Fig. 5-17, cuando el tornillo a derechas 
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gira en sentido de las agujas del reloj (visto desde la izquierda), la porción 
de rueda engranada mostrada se mueve hacia la izquierda. En un tornillo 
de rosca simple el avance es igual al paso axil; en un tornillo de rosca doble 
el avance es el doble del paso axil, etc. La diferencia entre avance y paso 
se pone en evidencia al examinar la Fig. 5-18, en la cual la diferencia entre 
un tornillo de rosca simple y otro de rosca múltiple está claramente indicada. 

La relación de velocidades en el engranaje de tornillo sin fin no depende 
de los diámetros de tornillo y rueda, sino de la relación entre los números 
de dientes de rueda y tornillo. Una vuelta de un tornillo de rosca simple 
desplaza un diente de la rueda; una vuelta de un tornillo de rosca doble 
desplaza dos dientes de la rueda, etc. Por consiguiente, en un tornillo de 
rosca simple y una rueda de 36 dientes, la relación de velocidades en 36 : 1; 
en un tornillo de rosca triple y una rueda de 36 dientes la relación de velo- 
cidades es 36: 3, o sea, 12: 1. 


Paso | > 
Angulo D na NEI paso es igual Rosca simple 
que el avance 


Meli Rosca doble 


Fra. 5-18 


En general, cuando el ángulo de presión es de 14!/,0, el número mínimo 
aconsejable de dientes en la rueda es 32, para evitar interferencias y acu- 
ñamiento (ver Art. 4-13). Por lo tanto, si la relación de velocidades es menor 
de 32: 1, el tornillo debe ser de rosca múltiple. 

Se puede ver en la Fig. 5-19 que, en un plano axil, el tornillo recto es 
una cremallera de evolvente y los dientes, por lo tanto, tienen sus lados 
rectos. En un plano normal al eje de la rueda, ésta es una rueda recta 


TIPOS DE ENGRANAJES Y METODOS DE FABRICACION 137 


de evolvente. Tornillo y rueda son, pues, equivalentes a cremallera y piñón 
de evolvente, y el método empleado para trazar sus perfiles es el mismo. 

Una característica de los engranajes de tornillo sin fin, que no se encuentra 
en otros tipos de engranajes tratados en este capítulo, es su irreversibilidad. 
Esta es una propiedad muy útil en la mayoría de sus aplicaciones, tales 
como ascensores, grúas, mecanismos de dirección de los automóviles, etc. En 
algunos casos, como desnatadoras y otras máquinas centrífugas, la rueda 
es el órgano motor y, entonces, el ángulo de la hélice es muy grande. 


SN 
INANA 


5-14. Engranaje de tornillo sin fin globoide. Este tipo de engranaje 
está representado en la Fig. 5-17. El motivo de hacer que el tornillo se adapte 
a la forma de la rueda es obtener mayor superficie de contacto entre los 
dos órganos. Sin embargo, para conseguir esto se aumentan las dificultades 
de fabricación, montaje y ajuste. 


5-15. Proporciones Normales de los dientes de los engranajes cónicos. 
La firma Gleason Works, Rochester, N. Y. ha establecido los Normas para 
las formas de los dientes de los engranajes cónicos de diente recto, espirales 
e hipoidales. Los dientes son del tipo de altura desigual y las ruedas no son 
intercambiables. Conocido como sistema Gleason para engranajes cónicos, se 
aplica a cualquier pareja de ruedas cónicas de diente recto o espirales engra- 
nadas en ángulo recto, cuando el piñón es el órgano motor y tiene 10 ó más 
dientes, en el caso de ruedas de diente recto, y 5 ó más, en el caso de ruedas 
espirales. Los datos correspondientes a esta parte del sistema, relativos a 
los engranajes cónicos de diente recto se dan en las Tablas 5-1 y 5-2. Tam- 
bién se dispone de fresas para ángulos de presión distintos a los tres consi- 
derados. Tablas de datos similares se pueden encontrar para los engranajes 
cónicos espirales y para los hipoidales, pero no disponemos de espacio para, 
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TABLA 5-1. 
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SISTEMA GLEASON WORKS PARA ENGRANAJES CÓNICOS 


DE DIENTE RECTO * 


(Sólo para engranajes cónicos de diente recto en ángulo de 90°, en que el piñón 
es el órgano motor y tiene 10 ó más dientes) 


Rueda Piñón 
Altura de cabeza ... Alt. de cabeza para DP 1 ds 
(Tabla 5-2) 2,000 plg. Yo, E 
DP DP meda 
Altura de base ..... 2.188 pl 
PE alt, de cabeza de la 2,188 plg. ¿elo de ca- 
DP d 2 — beza del 
rueda DP UN iñón 
Espesor: P 
Relaciones que 
usan ángulo de (0,5 x alt. de ca- | 
presión de 14 1/29 .| 1, m Suia beza de la rueda) 
E K EA 5-2) 
Relaciones que 
usan ángulo de 
presión de 17 1/32 .| 0, Hh S pe beza de la rueda) | 3,142 plg. espesor 
+‘ K -Pr 7 del diente 
rueda 


Relaciones que 
usan ángulo de 


DP 
(0,7 x alt. de ca- 


| 
- 
E (0,6 x alt. de ca- 
| 
ie 


presión de 20°. ..| 0, id Seni beza de la a 
| 
Relación Angulo de presión, grados 
14 o más dientes en el piñón ........ 141/, 
13:13:42 1834 00000. ei E 17/3 
13:25 y Mayores......ooooomcomo.o... 14!/, 
12:12 y mayores.......o.ooooooo... 17*/, 
lili a LA oo a eo ho 20 
11:15 y mayoreS.....ooo.oo.oooo..:-. 17:/2 
10:10 y mayoreS.....ooooooooo.o.o.. 20 
. J 2,000 plg. 2,188 plg. 
Profundidad de trabajo = -pP Altura total = “pp 


* La descripción del Art. 5-15 y los datos de las Tablas 5-1 y 5-2 representan 
el sistema tal como fue presentado a, y adoptado por, la AGMA en 1922. Se 
hicieron algunas revisiones en 1941 relativas, principalmente, a la selección 
de la relación y el ángulo de presión para eliminar interferencias y acuñamiento 


en todos los casos. 
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su inclusión. En estas tablas el término diametral pitch se designa abrovia-, 
damente por DP. En el texto se emplea el símbolo P (ver Art. 4.7), 

Para engranajes cónicos de diente recto de paso fino (diametral pitoh 
20 ó más finos) hay una Norma americana similar a la mencionada en 
el Art. 4-26 para engranajes rectos y helicoidales. El ángulo de presión es 


TABLA 5-2. SISTEMA GLEASON WORKS PARA ENGRANAJES CÓNICOS 
DE DIENTE RECTO 


Altura * de cabeza para diametral pitch 1 


—— 


Relaciones Altura de Relaciones Altura de 


cabeza, plge T Icabeza, pl 5 
De a Pg De a PE 


1,00 1,00 1,000 1,42 1,45 0,760 


1,00 1,02 0,990 1,45 1,48 0,750 
1,02 1,03 0,980 1,48 1,52 0,740 
1,03 1,04 0,970 1,52 1,56 0,730 
1,04 1,05 0,960 1,56 1,60 0,720 
1,05 1,06 0,950 1,60 1,65 0,710 
1,06 1,08 0,940 1,65 1,70 0,700 
1,08 1,09 0,930 1,70 1,76 0,690 
1,09 1,11 0,920 1,76 1,82 0,680 
1,11 1,12 0,910 1,82 1,89 0,670 
1,12 1,14 0,900 1,89 1,97 0,660 
1,14 1,15 0,890 1,97 2,06 0,650 
1,15 1,17 0,880 2,06 2,16 0,640 
1,17 1,19 0,870 2,16 2,27 0,630 
1,19 1,21 0,860 2,27 2,41 0,620 


1,21 1,23 0,850 2,41 2,58 0,610 
1,23 1,25 0,840 2,58 2,78 0,600 
1,25 1,27 0,830 2,78 3,05 0,590 


1,27 1,29 0,820 3,05 3,41 0,580 
1,29 1,31 0,810 3,41 3,94 0,570 
1,31 1,33 0,800 3,94 4,82 0,560 
1,33 1,36 0,790 4,82 6,81 0,550 
1,36 1,39 0,780 6,81 oo 0,540 


1,39 1,42 0,770 


* Para obtener la altura de cabeza, elegir de la tabla el valor correspon 
diente a la relación dada por la fórmula: 
número de dientes de la rueda 


Relación = amero de dientes del piñón — 
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TABLA 5-2. SISTEMA GLEASON WORKS PARA ENGRANAJES CÓNICOS 
DE DIENTE RECTO (Continuación ) 


Valores ł de K para la fórmula del espesor 


N.° de dien- 
tes del piñón 


Re- 10 | n | 12 | 13 | 14 l15-17|18-21| 22-29) 30 
laciones . CS 


1,00-1,25 | 0,025 | 0,010] 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 | 0,000 0,000 
1,25-1,50 | 0,070; 0,015 | 0,040 ; 0,015 | 0,015 | 0,000! 0,000 | 0,000| 0,000 
1,50-1,75 |0,100| 0,0501 0,070 | 0,040 | 0,030 | 0,010 | 0,000 ; 0,000| 0,000 
1,75-2,00 | 0,120 | 0,080 | 0,100 | 0,045 | 0,050 | 0,020 | 0,000 | 0,000| 0,000 
2,00-2,25 |0,140| 0,105 | 0,120 | 0,050 | 0,065 | 0,030 | 0,010 | 0,010 0,010 
2,25-2,50 |0,160|0,125| 0,140 | 0,060 | 0,080 į 0,045 | 0,030 | 0,030] 0,025 
2,50-2,75 |0,175| 0,145] 0,155 | 0,070] 0,090 | 0,060 | 0,045 | 0,040 0,035 
2,75-3,00 |0,190| 0,160) 0,170 | 0,080 | 0,100 | 0,070 | 0,060 | 0,050 0,040 
3,00-3,25 |0,205| 0,170| 0,180 | 0,090 | 0,110 | 0,080 | 0,070 | 0,060 0,045 
3,25-3,50 |0,215| 0,180 | 0,185 | 0,100 | 0,120 | 0,090 | 0,080 | 0,065 0,050 
3,50-3,75 |0,225| 0,190| 0,190 | 0,110 0,125 | 0,095 | 0,085 | 0,070| 0,055- 
3,75-4,00 į 0,230] 0,195] 0,195 | 0,120| 0,130 i 0,100 | 0,090 | 0,070] 0,060 
4,00-4,50 | 0,240 | 0,200 | 0,205 | 0,135 | 0,Ł40 | 0,110 | 0,095 | 0,080! 0,065 
4,50-5,00 | 0,250| 0,210| 0,210 | 0,150 | 0,150| 0,115 | 0,100 į 0,085j 0,070 
5,00 y 0,255 | 0,220 | 0,215 | 0,165| 0,160 | 0,120 | 0,100 | 0,085 0,070 
mayores 


Valores de K para distintas relaciones, pigs. 


1 Elegir el valor correspondiente al número de dientes del piñón y la relación 
dada por la fórmula. 


Ae 200, la profundidad de trabajo es 2,000/P, la altura total es 2,188/P + 
0,002, y el sistema es del tipo de altura desigual. 
Para engranajes cónicos espirales (y para los helicoidales) el ángulo 


Sección normal 
de la rosca 
del tornillo 


Fig. 5-20 . 


de presión que se toma corrientemente es el normal, medido en un plano 
normal a la espiral (o la hélice) y, para las cónicas espirales, en el punto 
medio de la generatriz, si no se especifica lo contrario. Los ángulos de pre- 
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PROPORCIONES DE TORNILLOS Y RUEDAS COMERCIALES NORMA- 


LES RECOMENDADAS POR LA AMERICAN GEAR MANUFACTURER'S ASSOCIATION 
(RELACIONES 10 : 1-100 : 1) 
(Ver Figs. 5-20 y 5-21) 


Sím- 


g R Tornillos de rosca | Tornillos de rosca 
En el tornillo (Fig. 5-20) bolo simple y doble triple y cuádruple 
Paso ardor als Px 
Diámetro primitivo........... dp 2,4px + 1,1 2,4px + 1,1 
Diámetro exterior............ do 3,036px + 1,1 2,972px + 1,1 
Diámetro de base............. d, 1,664p, + 1,1 1,726p; + 1,1 
Diámetro del cubo............ dh 1,664p, + 1,0 1,726p, + 1,0 
Orificio (MáX.).........oooo.o..- do Px + 0,625 Px + 0,625 
N N 
Longitud de la cara........... f Px (4:5 + 50 Px (as + 50 
Saliente del cubo............. he Px Px 
Longitud del cubo............ n |f+2Px J + 2px 
Chaveter0......oo.oooooooo.»o. Norma AGMA Norma AGMA 
Altura de cabeza. ............ 0,3189, 0,286px 
Altura total.................. sala 0,686p, 0,623py 
Angulo de avance........o.... A cotg 4 = cotg À = 
. dp X 3,1416 dp X 3,1416 
avance avance 
Espesor normal del diente..... 0,5px cos 4 0,5px cos å 
Radio de acuerdo de cabeza....| 72 0,05px 0,05px 
AVANCO e a e E Eaa -| N.° de hilos X pẹ | N.° de hilos x py 
Angulo de presión normal...... Pn | 14/,0 | 209 
; Sím- | Tornillos de rosca | Tornillos de rosca 
En la rueda (Fig. 5-21) bolo simple y doble triple y cuádruple 
A e pE ORSA p 
N.° de dientes................ N 
Diámetro primitivo .......... Dg | N x 0,3183p N x 0,3183p 
Diámetro de garganta......... D, Da + (0,636p) Dg + (0,572p) 
Diámetro exterior ............ Do | Di + (0,4775p) D; + (0,3138p) 
Diámetro del cubo............ Dy 1,875 x diám. ori- | 1,875 x diám. 
ficio ` orificio 
ChaveterO.....ooooooomomomo.o. Cod Norma AGMA Norma AGMA 
Ancho de la cara ............- F 2,38p + 0,25 2,15p + 0,2 
Salientes del cubo............ se 0,25 x diám. orifi- | 0,25 x diam. ori- 
: cio g ficio 
Longitud del cubo............ H F + 0,5 x diám. | F + 0,5 x diám. 
orificio” orificio 
Radio de la cara.............. Rf 0,882p + 0,55 0,914p + 0,55 
Radio de la llanta............. R, 2,2p + 0,55 2,1p + 0,55 
Radio del borde .............- Re | 0,25p 0,25p 
Distancia entre centros........ C | (Da + dp) xX 0,5 (Da + dp) x 0,5 
Angulo de presión normal...... Pr | 141/72 200 i 


* Estas proporciones no se aplican a árboles roscados, engranajes provistor 


de cojinetes o engranajes de aparatos. 


142 i MECANICA DE MAQUINAS 


sión corrientemente empleados son de 16, 16*/,, 17, 17 1/3, 18 1/3, 20, 221/3, 
y 25 grados. 


5-16. Proporciones Normales en los engranajes de tornillo sin fin. Las 
proporciones recomendadas por la American Gear Manufacturer's Associa- 
tion para los engranajes de tornillo sin fin del tipo mostrado en las Figs. 5-20 
y 5-21 para usos comerciales generales, están dadas en la Tabla 5-3. La 
gama abarcada por estas proporciones es la siguiente: 


Pasos axiles, plgs........ Ma Le a Me lg "la 1, lg 1/2, 1/4) 2 
Multiplicidad de la rosca. De simple a cuádruple 
Relaciones............. De 10:1a100:1 

Angulo entre ejes....... 90% solamente. 


La forma de rosca considerada como Normal es la producida por una 
fresa recta con un diámetro no menor (o mayor de 1*/, veces) que el diá- 
metro exterior del tornillo, teniendo los lados de la fresa un ángulo de 
presión de 14 1/,°, para tornillos de rosca 
simple o doble, y 20° para tornillos de rosca 
triple o cuádruple. 

La American Standard Design for Fine- 
pitch Worm Gearing (Norma americana de 
proyecto para engranajes de tornillo sin fin 
de paso fino) se usa para pasos axiles pe- 
queños, de 0,030, 0,040, 0,050, 0,065, 0,080, 
0,100, 0,130 y 0,160 pulgadas. Corriente- 
mente se especifica un ángulo de presión 
de 20° para las herramientas de corte y se 
recomienda un ángulo de hélice de 0,5 a 30 
grados. Los diámetros primitivos Normales 
de los tornillos van de 0,250 a 2,000 pul- 
gadas. 


5-17. Métodos de fabricación de dientes 
de engranajes. Los dientes de los engrana- 
“Fra. 5-21 jes se fabrican comercialmente por dos pro- 
cesos distintos: fundición y mecanizado. Al 
principio se obtenían por fundición (antiguamente se usaron ruedas de ma- 
dera), produciendo los moldes con modelos completos de las ruedas. Hoy, sin 
embargo, las ruedas fundidas se obtienen generalmente por un proceso 
mixto de moldeo y mecanizado mejor que el anterior. No obstante, incluso 
con los métodos de fundición perfeccionados, los dientes obtenidos no son 
adecuados para el funcionamiento a grandes velocidades, y se utilizan sólo 
cn la maquinaria barata. 
Muchas ruedas pequeñas hechas de aleaciones de cinc, estaño, aluminio 
y cobre son obtenidas por moldeo a presión, consiguiéndose buena precisión 
y buen acabado superficial. 
En el mecanizado pueden seguirse dos métodos generales: por confor- 
mación y por generación. En el primero, los dientes se tallan en fresadora 
o limadora con un útil al que se ha dado la forma exacta requerida con una 


ES — 
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herramienta copiadora que da el perfil buscado siguiendo un patrón, o 
con escariadora. 


5-18. Tallado de dientes por conformación. La Fig. 5-22 muestra una 
fresa de forma y su funcionamiento 
sobre una rueda dentada recta, y en 
la Fig. 5-23 en el caso de una rueda 
dentada helicoidal. La fresa tiene la 
forma apropiada para obtener los 
perfiles de las dos caras del diente con 
sólo darle la profundidad de trabajo 
conveniente durante el tallado de los 
espacios entre dientes adyacentes. 
Estas fresas Normales están fabrica- 
das por Brown and Sharpe Manufac- 
turing Company y se pueden obtener 
en juegos que cubren una amplia zona 
de trabajo. Este es uno delos métodos 
más antiguos y más extendidos-deta- Fa. 5-22 
llar dientes; es muy usado en la fabri- 
cación de muchos de los engranajes empleados para satisfacer las necesi- 
dades ordinarias. “ 


Fra. 5-23. l (Cortesia de Brown and Sharpe Manufacturing Co.) 
Los dientes de las ruedas Citroén de la Fig. 5-14d se tallan con la fresa 
do forma correspondiente al perfil normal del diente. 
El estampado, que puede ser considerado como un proceso en el cual 
todos los dientos de la rueda se obtienen con una sola carrera del útil 


144. MECANICA DE MAQUINAS 


(troquel), se usa mucho para obtener ruedas dentadas pequeñas y delgadas, 
como las empleadas en relojería, instrumentos, etc. 

La Fig. 5-24 muestra el método de tallado con copiadora aplicado a una 
rueda cónica. El vértice del cono primitivo de la rueda está situado en O. 
OA es el eje de un rodillo en contacto con una placa con la forma maestra, 
llamada patrón, que corresponde exactamente al perfil ampliado del diente 
que se talla. Se puede ver que, a medida que el eje del rodillo gira alrededor: 
de O, permaneciendo el rodillo en con- 
tacto con el patrón, la línea OA des- 
cribirá la superficie deseada. Durante 
el proceso, el útil va y viene a lo largo 
de la línea OA, siendo la carrera de tra- 
bajo la que lleva al útil hacia el vért ce 
del cono. Al tallar dientes de ruedas 
rectas por este método, el extremo 
del útil se mueve paralelamente al eje 
de la rueda, en lugar de dirigirse al 
vértice del cono. 

En un tipo de cepilladora el útil 
avanza alrededor de la circunferencia 
mientras que la pieza tiene el movi- 
miento alternativo de trabajo. 

s | En el escariado, los dientes de aca- 

bado del escariador tienen la forma 
| apropiada para tallar los espacios en- 
e tre los dientes. Se pueden escariar tanto 

ruedas exteriores como interiores, 
5-19. Tallado de ruedas rectas y 
0 helicoidales por generación. En` el 
Pia. 5-24 método por generación una máquina. 
genera perfiles dé diente matemática- 
mente correctos en virtud de los movimientos dados al útil y a la pieza. 
La circunferencia primitiva del útil (al que se ha dado forma de rueda o 
cremallera) está obligada a rodar con la circunferencia primitiva de la pieza, 
como si fueran dos ruedas engranadas, al mismo tiempo que el útil va y viene, 
o tiene otro movimiento apropiado para tallar los dientes sobre la pieza. 
Los dientes, así, están obligados a adquirir la forma correcta. Se ve que, 
si se dan las condiciones que pueden producir interferencia (ver Art. 4-13), 
el útil elimina la parte de diente que interfiere. Por consiguiente, el diente 
queda rebajado cerca de su base, con el correspondiente debilitamiento. 

Las máquinas para tallar dientes por generación son de tres tipos: uno 
emplea un útil en forma de husillo giratorio llamado tornillo-fresa; otro- 
usa una herramienta con forma de piñón; y el tercero un útil con forma de 
cremallera de movimiento alternativo. 

El primer procedimiento consiste en el giro y avance del útil sobre la 
pieza giratoria. La Fig. 5-25 muestra un tornillo-fresa en disposición de 
tallar una rueda recta. El útil corrientemente empleado es una fresa con 
forma de tornillo sin fin con dientes de lados rectos, cuya sección axil 


, 
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corresponde a la cremallera generatriz. A medida que útil y pieza giran con 
la adecuada velocidad relativa, aquél presenta a ésta un perfil equivalente 
al de una cremallera que engranara con los dientes que se pretende tallar 


PANA 


1 


Diámetro primitivo 


NY Y y 


Paso 


Fra. 5-25 


Pela 


Fic, 5-26. (Cortesta de Barber - Coleman Company.) 


en la rueda, Por consiguiente, los dientes del útil tallan, en su movimiento, 
lim espacios apropiados entre los dientes de la rueda. 

Lu Fig. 5-26 es una fotografía de este proceso aplicado al tallado de una 
rueda helicoidal. Nótese que el tornillo-fresa se ha colocado formando el 
ángulo convoniente con la rueda a tallar. 

lil tallado con tornillo-fres1 tiene la ventaja de requerir solamente un 
útil para tallar ruedas de cunlquier número de dientes del mismo paso. 
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Todos los movimientos son continuos y, exceptuando el de avance del 
útil, giratorios. Este es uno de los métodos más rápidos de tallar dientes. 


HERRAMIENTA i 


mmg, Gircunto 
. primitiva”. 


| „Cirounf. 
` primitiva 


* Circunf. 
«básica 


Forma de la viruta 
Fic. 5-27. (Cortesía de The Fellows Gear Shaper Company.) 


AAA i daa id 


Fig. 5-28. (Cortesía de The Fellows Gear Shaper Company.) 


La cepilladora Fellows para tallar dientes de ruedas dentadas es la más 
conocida de las que emplean útil con forma de piñón. El proceso de talládo 
se muestra en las Figs. 5-27 y 5-28. Util y pieza giran el ángulo adecuado 
entre cada dos carreras de aquél, como si las circunferencias primitivas 
rodasen una sobre otra. En esta máquina el útil es exactamente como un 
piñón que engranase con la rueda que se va a tallar, En una cosa se dife- 
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rencian útil y piñón: los dientes tienen una altura de cabeza mayor, para. 
darle a la rueda el huelgo necesario. La herramienta se monta sobre un 
carrillo vertical que tiene movimiento alternativo; y a ambos, útil y pieza, 
se les hace girar como si fuesen las dos ruedas de un engranaje. Un útil 
talla ruedas de cualquier número de dientes del mismo paso. Este método 
es muy empleado en la industria del automóvil para fabricar las conocidas 
formas de diente corto Fellows. 


Fic. 5-29 


La máquina Maag es típica entre las que usan útil con forma de crema- 
llera. El proceso de corte es semejante al de la máquina Fellows y se mues- 
tra en la Fig. 5-29, aplicado al tallado de los dientes de una rueda recta. 
Intre cada dos carreras alternativas del útil, la pieza gira y avanza lo- 
conveniente para que el movimiento corresponda a la rodadura de la circun- 
lerencia primitiva de la rueda sobre la línea primitiva de la cremallera. 
(Cuando la rueda ha avanzado una distancia igual al paso, vuelve a su posi- 
ción de partida sin ningún movimiento de rotación y elsproceso de tallado- 
empieza otra vez. Este método presenta la misma ventaja que el de tornillo- 
fresa y el que emplea útil con forma de piñón, la de poder tallar ruedas de- 
eunlquier número de dientes del mismo paso. 

Cualquiera de los métodos aquí descritos puede emplearse para el tallado- 
de ruedas, tanto rectas como helicoidales. Ninguno reúne todas las ventajas. 
Lan circunstancias particulares de cada caso determinan cuál es el más 
neommojnble, 


6-20. Métodos de tallado de ruedas cónicas por generación. El tallado 
de ruedas cónicas por generación es muy complicado por el hecho de que 
lm elementos del diente convergen hacia el vértice del cono primitivo. 
Puedo omplearse aún el principio de la cremallera alternativa, pero el 
útil, on lugar de estar compuesto de varios dientes de cremallera, debe tener 
la forma de un solo lado del diente. 

l. Ruedas cónicas de diente recto. El proceso de tallado empleado en 
don tipos de máquinas para tallar ruedas cónicas Gleason se ve en la Fig. 5-30. 
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En ambas los útiles tienen movimiento perpendicular al plano del papel, 
mientras, simultáneamente, se mueven en dicho plano como si fueran 
dientes engranados con los que se tallan en la rueda. Los filos de los útiles 
representan los lados de los dientes de una corona que es, para un sistema 
cónico, lo que la cremallera para un sistema recto. Al girar 
las herramientas alrededor del eje de esa corona imagi- 
naria, cortan en la dirección de los elementos del diente. 
La rueda a tallar se dispone de modo que el vértice de 
su cono primitivo coincida con el de la corona, para que 
ambas superficies cónicas sean tangentes entre sí. Enton- 
ces, hay que conseguir que las herramientas y la rueda 
giren alrededor de sus ejes, manteniendo la misma ve- 
locidad angular relativa que tendrían si fueran realmente 
ruedas engranadas. Puesto que los útiles sustituyen a la 
corona, van tallando los dientes do la rueda con el perfil 
correcto. l 

En las fotografías se muestran las posiciones inicial 
y final. Después que se ha alcanzado la posición superior, 
se separa el útil y se coloca como en la parte inferior, 
para iniciar el tallado del espacio siguiente. 

El movimiento de trabajo, perpendicular al plano del 
papel, es alternativo en las dos herramientas de la dere- 
cha de la Fig. 5-30. Las de la izquierda (herramientas 
completas) giran alrededor de un eje situado algo a su 
derecha. Aquí hay dos útiles, como en el otro caso, cada 
uno de los cuales talla un lado del diente. En ambos casos 
yo necesitan dos útiles, ya que el hueco entre los dientes 
(lebe ser convergente hacia el vértice del cono en las rue- 
das cónicas, como ya se ha dicho. 

Otra característica de los procesos Gleason mostrados 
oy que se pueden ahusar los dientes automáticamente 
durante su generación. Esto se consigue regulando el mo- 
vimiento, de modo que en los extremos del diente se 
vorto más metal que en el centro. Los motivos del ahu- 
mulo de los dientes fueron expuestos brevemente en el 
Art, 4-27. 

lin los engranajes de paso grueso, las ruedas se des- 
hantin previamente. En los engranajes de paso fino, sin 


umhbargo, los dientes pueden ser tallados directamente. Fra, 5-31 
2, Ruedas cónicas espirales. El fundamento del tallado por gene- 
vaolón do las ruedas cónicas espirales se muestra en las Figs. 5-31 y 5-32. 
Ho unn una fresa compuesta circular de tipo frontal formada por una serie 
de ouehillas cuyos filos son rectos, para corresponderse con la forma de los 


diismtos do una corona dentada que, como hemos dicho, es al sistema cónico 
lo que ln cremallera al recto. Los dientes son tallados al hacer girar fresa y 
pieza con ol movimiento relativo adecuado al engranaje del piñón que se 
talla y la corrospondiento corona del engranaje. Para engranar con el piñón, 
el áll dobo, puos, tallar los huocos de aquél en su movimiento. 


if 
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5-21. Rectificado, alisado, pulido y afinado de los dientes. Al aumentar 
el uso de ruedas templadas y la demanda de perfiles cada vez más precisos, 
con gran acabado superficial, se han desarrollado varios tipos de máquinas 


Fic. 5-32. (Cortesía de Gleason Works.) 


para realizar las distintas operaciones de rectificado, alisado, pulido y 
afinado. Algunas rectificadoras son del tipo de conformación y otras del 
de generación con cremallera. Las máquinas que operan según el principio. 
de la cremallera tienen las características de generación comunes a las del 
mismo 'tipo que emplean herramientas de corte. El objetivo principal de 
esta operación es corregir en los dientes las irregularidades producidas por 
los tratamientos térmicos. La Fig. 5-33 muestra cómo el lado recto de una 
herramienta de rectificar giratoria genera el perfil de evolvente de los dientes 
de una rueda, al moverse ésta atrás y adelante, como si estuviera engranada 
con. una cremallera imaginaria. 

Los procesos de afinado y pulido se usan mucho también para conseguir 
dientes de superficies suaves y pulidas, para satisfacer las exigencias de 
precisión de la industria moderna. 

El afinado consiste en hacer girar bajo presión a la rueda a “trabajar 
entre otras templadas y ligeramente sobredimensionadas. Esto se hace: 
para afinar los dientes plásticamente antes de templarlos. En el pulido se 
hace engranar una rueda de pulir con la que se va a trabajar, interponiendo- 
entre sus dientes un compuesto abrasivo. También se pueden hacer funcio- 
nar juntas las dos ruedas que han de constituir un engranaje. Corriente- 
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mente, el movimiento de trabajo va acompañado de otro axil alternativo 
para dar uniformidad a las superficies de los dientes. 

Para corregir las imperfecciones de los dientes antes de templar las 
ruedas, se emplea mucho el proceso 
de acabado conocido como alisado, con 
el cual se consigue reducir al mínimo 
el número de ruedas que han de ser 
trabajadas después de los tratamien 
tos térmicos e, incluso, haciendo in 
necesarias dichas operaciones poste-, 
riores. La herramienta de alisar se 
asemeja a una rueda dentada, pero 
en la que cada diente está dividido 
por planos perpendiculares al éje de 
la herramienta. Los bordes de esas ' 
secciones son los filos de corte. Cuan- *' 
do la herramienta se hace girar engra- 
nada con una rueda, dichos' filos 
hacen su acción de corte o alisado 
sobre las caras de los dientes de la 
rueda. Las virutas arrancadas son 
muy finas, y el perfil se obtiene con el 
acabado apetecido. 

Los procesos de rectificado y alisado se pueden modificar para realizar 
al mismo tiempo el ahusado de los dientes, haciéndolos más gruesos en el 
centro que en los extremos. Las ventajas han sido tratadas en el Art. 4-27. 


Frae. 5-33 


x 
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CAPÍTULO 6 


MECANISMOS DE MOVIMIENTO INTERMITENTE 


Además de los agentes ordinarios para transmitir movimiento, meca- 
mismos articulados, levas, engranajes, correas, cuerdas y cadenas, hay 
mumerosos dispositivos para controlar y regular los movimientos de las 
piezas de las máquinas y adaptarlos a distintas finalidades. La gran mayoría 
de estos mecanismos suplementarios, tales como los trinquetes usados en 
mecanismos de alimentación y parada, escapes para mecanismos de relo- 
jería, embragues y frenos para regular los movimientos entre los árboles 
de transmisión; o las combinaciones pueden ser más complejas, como en 
el caso de divisores e inversores para máquinas automáticas. Tales combi- 
naciones se incluyen, corrientemente, en un grupo denominado mecanismos 
de movimiento intermitente, que serán tratados en este capítulo bajo la 
siguiente clasificación: 

1. Trinquete, escapes, engranajes intermitentes y divisores; para pro- 
ducir movimiento giratorio o rectilíneo paso a paso. 

2.” Inversores; para obtensr movimiento de sentido contrario en las 
cadenas de mecanismos. 

2. Embragues y frenos; para detener y poner en movimiento piezas 
„giratorias. 

6-1. Movimientos intermitentes. El funcionamiento de las máquinas 
automáticas está basado en movimientos intermitentes, sincronizados de 
modo que uno o más miembros desempeñan una cierta función y perma- 
necen en reposo, alternativamente. Todos los movimientos complejos posi- 
bles de una máquina se componen de combinaciones varias de los dos 
simples fundamentales, giro y traslación. Por ejemplo, en el caso de rota- 
«ción, cualquier número (mayor o menor que la unidad) de vueltas puede 
:ser seguido de un período de reposo equivalente a cualquier número (mayor 
:© menor que la unidad) de vueltas. Las combinaciones pueden ser de cual- 
quier clase, y una serie de períodos de movimiento ir seguidos de los corres- 
pondientes períodos de reposo. 


6-2. Mecanismos de trinquete. Una rueda, provista de los adecuados 
dientes, que recibe movimiento circular intermitente de un órgano osci- 
lante o alternativo es llamada rueda de trinquete. Una forma sencilla de 
este mecanismo es la representada en la Fig. 6-1. A es la rueda de trin- 
quete, B es un brazo oscilante que lleva la uña de acción C. Una uña suple- 
mentaria D evita el movimiento inverso de la rueda. Cuando el brazo B se 
muevo en sentido contrario a las agujas dol roloj, la uña O obliga a la 
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rueda a girar el ángulo correspondiente al giro de B. Cuando B se mueve 
en sentido contrario, la uña C resbala sobre los dientes de la rueda 4, 
permaneciendo ésta en reposo, retenida por D, quedando B en disposi- 
ción de empujar de nuevo a la rueda. La mag- 
nitud del movimiento de retroceso posible varía 
con el paso de los dientes. Esta puede reducirse 
haciendo los dientes más pequeños, pero eso se 
traduciría en un debilitamiento de los mismos, por 
lo que, a veces, se recurre a colocar varias uñas de 
distinta longitud sobre el mismo eje. Las superfi- 
cies de contacto entre la rueda y la uña deben 
tener la inclinación adecuada para que el contacto 
no tienda a romperse bajo la acción de la fuerza 
motriz. Esto significa (Fig. 6-1) que la normal 
común en N debe pasar entre los centros de giro ' Frc. 6-1 

de la rueda y la uña. Si no ocurre así, la uña 

tenderá a abandonar el contacto, si no es mantenida en él por el roza- 
miento. En muchos de estos mecanismos la uña es oprimida contra la, 
rueda por medio de un muello. 


Fra. 0-2. (Cortesía de Stephens - Adamson Manufacturing Co. ) 
La forma corrionte de Jos dientes de la rueda es la mostrada en la 
Wig. 6-1, poro on mecanismos do alimentación, como los usados en muchas 
máquinas horramientas, CS necosario modificar esa forma para hacer posi- 
blo ol accionamiento on ambos sentidos. 
Lon mecanismos de trinquete se presentan en Une gran variodad de for- 
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mas y tienen multitud de aplicaciones. Se pueden encontrar en berbiquíes, 
gatos, mecanismos de alimentación y parada en máquinas herramientas, 
cabrestantes, tornos, máquinas de escribir, etc. La Fig. 6-2 muestra un 
trinquete usado en una cinta transportadora. 

6-3. Escapes. Bajo la denominación de escapes se pueden agrupar 
una serie de mecanismos de trinquete de parada y accionamiento, en los 
cuales el órgano conducido es, alternati- 
vamente, liberado y retenido. Los ejemplos 
más conocidos se encuentran en relojería, 
donde a la pesa o muelle (la cuerda del reloj) 
se le permite actuar sobre las distintas 
piezas de la maquinaria (hasta las saetas) a 
intervalos regulares y con una cierta mag- 
ç nitud. 

La Fig. 6-3 muestra una forma de escape 
corrientemente usada en relojería. La rueda 
de escape A gira intermitentemente en el 
sentido indicado por la flecha, y va provista 
de unos dientes alargados y puntiagudos que 
actúan sobre las uñas B y C de la palanca D. 

Fic. 6-3 A la rueda se le aplica un par motor, por me- 
dio de un muelle u otro elemento apropiado 
cualquiera, para mantener el movimiento. La doble palanca D oscila per- 
mitiendo e impidiendo, alternativamente, el giro de A a intervalos regu- 
lares. La duración de estos intervalos es regulada por el péndulo E que 
va unido a la doble palanca D en F. El péndulo tiene un período de oscila- 
ción que es función de su longitud y, si su peso es suficiente para que la 
acción del muelle no altere dicho período de oscilación, el péndulo, con su 
movimiento regular alternativo, regulará el giro de la rueda. La fuerza 
ejercida por el muelle sobre la rueda y por ésta sobre la palanca puede 
hacersg suficientemente grande para vencer el rozamiento que tiende a 
amortiguar la oscilación del péndulo, manteniendo así la amplitud de esas 
oscilaciones. Se han hecho numerosas modificaciones para satisfacer requi- 
sitos especiales. Su proyecto es muy complicado, siendo precisa una gran 
especialidad en el proyectista. En los relojes portátiles se usa un volante, 
en lugar del péndulo, para regular el período de oscilación del órgano 
alternativo, pero su funcionamiento se basa en el mismo principio. 

6-4. Engranajes intermitentes. Una pareja de órganos giratorios pue- 
de proyectarse de modo que, teniendo el motor un movimiento continuo, 
el conducido lo tenga intermitente. Tal dispositivo es conocido generalmente 
como engranaje intermitente. Este tipo de engranaje se presenta en algunas 
variedades de mecanismos contadores, máquinas de cine, mecanismos de 
alimentación, etc. 

l1. El caso más sencillo. La forma más simple de engranaje intermi.- 
tente, mostrado en la Fig. 6-4, tiene la misma clase de dientes que las ruedas 
ordinarias proyectadas para movimiento continuo. Este ejemplo es sólo 
una modificación de una pareja de ruedas de 20 dientes, con objeto de con- 
seguir que la conducida avance un décimo de vuelta por cada revolución 
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de la conductora. El intervalo de funcionamiento es el ángulo a corres- 
pondiente a dos pasos (indicado en las dos ruedas). El diente único del 
órgano motor engrana a cada vuelta con un hueco de la rueda conducida 
para producir en ésta el apetecido movimiento de un décimo de vuelta. 
Durante el resto del giro del órgano motor, se le impide al conducido la 
rotación, del modo mostrado en la figura. Para variar los movimientos 
relativos de ambos órganos, los dientes a 
engranar pueden disponerse de varias ma- 
neras, de acuerdo con las distintas necesida- 
des. Por ejemplo, el conductor puede tener 
más de un diente y los períodos de reposo del 
conducido pueden ser constantes o variables. 
Los mecanismos calculadores van, a menu- 
do, provistos de engranajes de este tipo. 


2. La cruz de Malta. Un ejemplo interesante de engranaje intermi- 
tente es la cruz de Malta, mostrada en la Fig. 6-5. En este caso particular 
la rueda conducida B da un cuarto de vuelta por cada revolución de la 
motriz A, por la acción del tetón a en las ranuras b. La porción circular de 
la rueda A que entra en contacto con las correspondientes partes circu- 
lares cóncavas de B retiene a ésta en su posición, mientras el tetón a no 
está engranado. La forma de la rueda A, en las proximidades de a, permite 
el movimiento de la rueda B. Si una de las ranuras se cierra, A sólo podrá 
dar algo más de 3*/, vueltas en cualquier dirección, antes de que el tetón a 
choque con la ranura cerrada y se detenga. Este mecanismo, así modifi- 
cado, se usó antiguamente en relojería, cajas de música, ete., y tiene por 
objeto evitar que se dé demasiada tensión a la cuerda. En este dispositivo 
de parada, la rueda A es solidaria del eje del muelle, y B gira sobre el eje 
del tambor. El número de ranuras, o intervalos de B, depende del número 
de vueltas que haya de dar el ejo del muelle. 

Tal como se aplica en algunos tipos do máquinas de cine, la rueda B 
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tiene cuatro ranuras, por lo que da un cuarto de vuelta por cada revolución 
de la rueda 4. La rueda B es solidaria del piñón que engrana con los ori- 
ficios del borde de la película y la: arrastra bruscamente hacia abajo por 
delante de la lente, foto a foto, cada vez que el tetón de la rueda A hace 
dar un cuarto de vuelta a la B. 

La cruz de Malta se emplea algunas veces en máquinas herramientas 
para hacer que algunas piezas giren sólo fracciones de vuelta. 


6-5. Mecanismos divisores. División, como término de taller, significa 
operación de fraccionar la periferia de una pieza circular en un número 
de partes iguales, o, lo que es lo mismo, una vuelta de una rueda (3600) 
en un número de divisiones angulares iguales. Se han proyectado gran 
variedad de mecanismos para conseguir esto, muchos de los cuales están 
relacionados con la fabricación de ruedas dentadas, aplicados principal- 
mente a las fresadoras y otras máquinas para el tallado de engranajes. 
Los divisores empleados en estas máquinas son, más o menos, complicados. 
En su forma más simple se hallan en las fresadoras, en las que con el cono- 
cido nombre de cabeza divisora es de uso general y forma parte de los acce- 
sorios normales de la máquina. 

1. Cabeza divisora. Las cabezas divisoras son de concepción muy 
variada, pero todas tienen las características especiales del mecanismo 
divisor mostrado en la Fig. 6-6. El árbol A está colocado en el cabezal que se 
corresponde con un contrapunto. La pieza a trabajar se puede situar entre 
puntos o al aire sujeta por las mordazas del cabezal. Sobre éste hay una 
rueda de tornillo sin fin de 40 dientes accionada por el husillo a derechas 
de rosca simple O. Por el otro extremo del eje del husillo está situado el 
manubrio indicador D de mango E y pestillo F, que puede introducirse en 
cualquiera de los agujeros del plato divisor G. Este plato que, con el sec- 
tor A, constituye el elemento divisor esencial del aparato, contiene una 
serie de circunferencias con orificios a intervalos regulares, como se puede 
ver en la Fig. 6-7, 

Cada cabeza divisora va provista de varios platos intercambiables para 
cubrir una amplia gama de trabajo. El disco de la Fig. 6-7 tiene circunfe- 
rencias de 15, 16, 17, 18, 19 y 20 orificios, pero de ellas, sólo se ha dibujado 
la de 17. 

Como se necesitan 40 vueltas del manubrio para que la pieza dé una 
vuelta, ya que ésta gira con el árbol A, para hallar el número de vueltas 
que hay que dar al manubrio para que la pieza gire un determinado ángulo, 
se divide 40 por el número de veces que dicho ángulo está contenido en 
una vuelta completa. Se puede, pues, dar la siguiente regla: Dividir 40 por 
el número de divisiones deseado y el cociente será el número de vueltas, o frac- 
ción de vuelta, de la manivela que dará lugar a cada división. Aplicando 
la regla, para hacer 40 divisiones en la pieza, el manubrio: debe dar una 
vuelta completa para obtener cada división. Para conseguir 20 divisiones, 
el manubrio deberá dar dos vueltas completas para cada división. 

2. Función del plato divisor. El plato divisor resulta necesario cuando 
el manubrio ha de girar solamente parte de una vuelta para obtener las 
divisiones requeridas. Por ejemplo, si la pieza ha de tener 120 divisiones, 
el manubrio debe girar un tercio de vuelta y hay que elegir un plato que 
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contenga una circunferencia con un número de agujeros divisible por 
tres, como 15 ó 18 (Fig. 6-7). y i 

3. Función del sector. El sector del divisor tiene por objeto obviar ` 
la necesidad de contar los agujeros de cada vuelta del manubrio. Este 


Fic. 6-6 Fic. 6-7 


sector tiene dos brazos que pueden ajustarse para formar cualquier ángulo. 
Para ilustrar su empleo, supongamos que se desea dividir la pieza a tra- 
bajar en 136 partes. Aplicando la regla, 40/136 = 5/17, es decir, que el 
manubrio debe girar 5/17 de vuelta para obtener cada una de las 136 di- 
visiones de la pieza. Se elige un plato que contenga una circunferencia 
de 17 orificios (Fig. 6-7) y el sector se dispone formando un ángulo que abar- 
que 5 intervalos. Empezando con el pestillo situado en el agujero a, por 
ejemplo, se hace un corte en la pieza, después de lo cual, el manubrio se 
gira hasta llevar el pestillo al agujero b y se hace un segundo corte en la 
pieza. Entonces se lleva el sector a la posición marcada con líneas de trazos 
y se pone el manubrio con su pestillo en el agujero c, continuando así hasta 
haber repetido la operación 136 veces. El operario está provisto de tablas 
divisoras para facilitarle la solución de cualquier caso particular. 

Para dividir rápidamente en números sencillos, como cuando se trata 
de tallar escariadores de 4 ó 6 estrías, la división se hace corrientemente 
de modo directo sobre un plato situado en el propio árbol 4. Este disco 
tiene circunferencias de 24, 30 ó 36 orificios y sirve de divisor en multitud 
de ocasiones por su gran número de submúltiplos. Para pasar de un método 
divisor al otro, el tornillo sin fin debe ir provisto de una léva u otro sistema 
de desacoplo cualquiera. Con el tornillo desconectado de la rueda, se puede 
girar el árbol a mano. , 

Las cabezas divisorias se pueden usar, no sólo en fresadoras donde tienen 
su principal aplicación, sino también en limadoras, cepilladoras y en cual- 
quier otra máquina herramienta en que haya que dividir. 

4. La cruz de Malta como mecanismo divisor. El proceso de dividir 
lleva consigo: Mover una masa que está en reposo, llevarla hasta una dis- 
tancia determinada, detenerla y situarla con precisión, Aparte de la mag- 


158 “MECANICA DE MAQUINAS 


nitud de esa masa, la iniciación de su movimiento y su detención van 
acompañadas de sendos choques. Al proyectar ciertas clases de máquinas 
automáticas que deben ir provistas de divisor, es necesario reducir en lo 
posible este choque, habiéndose obtenido buenos resultados con el empleo 
de la cruz de Malta. 


Fic. 6-8 


El mecanismo consta de dos órganos, el conductor y el conducido, 
dispuestos de modo que el primero, girando uniformemente alrededor de 
su eje, lleve un tetón con un rodillo que engrane con una ranura del segundo 
y le haga girar con velocidad angular variable hasta perder el contacto. 
Entonces, el conducido permanece en reposo hasta que el conductor, en 
su giro, llega a una posición en la que su tetón engrana con la próxima 
ranura del órgano conducido. 

En la Fig. 6-8, el rodillo, que se muestra entrando en la ranura en a, 
tiene movimiento’ circular uniforme alrededor del centro O, del órgano 
motor 2 con el sentido indicado por la flecha; en 1 abandona la ranura; 
continúa su movimiento hasta llegar de nuevo al punto a para engranar 
con la próxima ranura. Mientras tanto, la primera ranura de la cruz de 
Malta 3 ha girado alrededor de su centro de rotación Oz el ángulo a04, 
quedando luego en reposo. 

Se ve en la figura que, puesto que el brazo motor Oja es de longitud 
constante, el rodillo, en su giro, se acercará al centro O, del órgano con- 
ducido. El brazo de éste Oya docrecerá hasta un mínimo Om. En este punto 
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la pieza 3 tiene la máxima velocidad angular. Al principio del movimiento, 
3 va aumentando su velocidad de a a b’, mientras el rodillo pasa de a a b. 
La aceleración de 3 es positiva hasta que el rodillo llega a m en la línea 
de centros 0,0, después del cual la aceleración es negativa hasta alcanzar 
el punto l, en que el rodillo abandona la ranura y 3 queda en reposo, 


Desplazamientos angulares de la cruz de Malta, en grados 


0 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 
Desplazamientos angulares del órgano conductor, en grados 


DIAGRAMA CINEMATICO DE LA CRUZ DE MALTA 
Fra. 6-9 


Los movimientos angulares relativos de ambos órganos se ponen clara- 
mente de manifiesto en el diagrama cinemático de la Fig. 6-9. Si la segunda 
mitad del movimiento de la rueda conducida se dibuja como muestra la 
línea de trazos, las ordenadas de la mitad inferior de la figura representarán, 
a la escala adecuada, las velocidades angulares del órgano conducido, 
correspondientes a la velocidad angular constante del conductor, para las 
posiciones dadas por las abscisas. 

Conociendo las características de la masa del órgano conducido y los 
medios de hallar la velocidad en cualquier momento, se pueden determinar 
las aceleraciones y, por consiguiente, las fuerzas que actúan, por los méto- 
dos que se estudian en la Parte II de este libro. 

Para proyectar una cruz de Malta es preciso conocer su diámetro y 
número de ranuras. El procedimiento consiste en dibujar una circunferencia 
de radio Oza (Fig. 6-8) y señalar el ángulo a = 360/N, donde N es el número 
de ranuras. A continuación se dibuja la bisectriz O¿0,, y por el punto a se 
traza la tangente a0, a la circunferencia que forma el ángulo ĝ/2 con la 
línca de centros 0¿0,. La longitud del brazo motor O,a y la distancia entre 
centros C quedan, así, determinadas. Si se quiere mayor precisión de la 
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obtenible por el procedimiento gráfico, se pueden hallar estas distancias 
analíticamente, con facilidad. 

En la Fig. 6-10 se muestra un mecanismo divisor en el que ha sido pre- 
ciso intercalar un engranaje entre la cruz de Malta y la pieza a dividir, 
También se muestra en la figura un mecanismo de retenida del último 
órgano conducido, para impedir su movimiento, mientras el órgano con- 
ductor se está moviendo entre dos ranuras consecutivas de la cruz. 


Fic, 6-10 


6-6. Mecanismos inversores de movimiento. Un mecanismo inversor 
es un dispositivo de las máquinas cuya misión es conseguir la inversión del 
movimiento de traslación o rotación de algún órgano o de cadenas enteras 
de mecanismos. Los tipos de mecanismos inversores de uso común varían 
mucho de unos a otros, tanto en su fundamento como en su forma. Algunos 
son de regulación a mano, pero la mayoría son automáticos. Algunos deben 
estar proyectados para que el movimiento inverso se produzca en un punto 
determinado del ciclo cuidadosamente cronometrado, mientras en otros 
el punto de inversión puede variarse por medio de pestillos o gatillos regu- 
lables que se disponen en una pieza móvil y controlan el funcionamiento 
del mecanismo inversor. 
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1. Dispositivo de rueda loca. Uno de los métodos 'más sencillos para 
obtener inversión de movimiento en un tren de engranajes consiste on 
añadir otra rueda al tren. En la Fig. 6-11, las dos ruedas intermedias 
B y D están montadas en el brazo oscilante E, 
cuyo eje de giro es el de la rueda 4. Por medio 
del brazo E se puede lograr que engrane con la 
C cualquiera de las dos ruedas intermedias D 
o B. En la posición mostrada, el movimiento 
se transmite de C a A a través de B. Cuando el 
brazo se lleva a la otra posición extrema, el 
movimiento se transmite por las dos ruedas 
intermedias, es decir, va de Ca D, de Da B 
y de B a A, invirtiéndose el sentido de giro 
de esta última. 

2. Sistema planetario. Puede obtenerse 
movimiento inverso por medio de un sistema Fic. 6-11 
planetario como el que se muestra en esquema, 
en la Fig. 6-12, En ella se muestra el fundamento del cambio de velocidades 
usado en algunos automóviles, pero no están representadas todas las 
ruedas del tren de engranajes. 

La rueda a, solidaria del árbol motor, es al órgano conductor en cada 
caso. La Fig. 6-12a muestra la combinación para obtener la primera velo- 
. cidad. La rueda interna c se mantiene fija por medio de un freno de cinta 
aplicado a su periferia. Los piñones planetarios b del órgano conducido son 
obligados por la ruèda a a rodar por el interior de la rueda c, transmitiendo 
al órgano conducido a que pertenecen un movimiento lento de rotación. 

La combinación de la Fig. 6-12b muestra la inversión del movimiento. 
Por medio de otro freno, se impide el giro del órgano portador de los piño- 
nes, con lo que se obliga a éstos a girar sin desplazarse, haciendo girar a 
la rueda c. En este caso la rueda c es el órgano conducido. 


Para obtener la directa, se hacen solidarias unas de otras todas las 
ruedas, girando como un todo con el árbol motor, como se muestra en la 
Fig. 6-12c. Los movimientos relativos de las ruedas de cada combinación 
están claramente indicados por las flechas respectivas. En el Cap. 7 se ana- 
lizan las relaciones de velocidades de este sistema de engranajes. 

3. Sistema de engranaje cónico. En la Fig. 6-13 se muestra esquemá- 
ticamento un tipo de mecanismo inversor de engranaje cónico. Este dis- 
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sins encuentra en muchas clases de mecanismos en los que la inver- 
sión del movimiento es automática. La rueda a, normalmente motriz, está. 
continuamente engranada con los piñones b y c. Estos van locos sobre el 
árbol conducido y tienen un embrague de dientes d interpuesto entre 


AAW LAA 


H 


W 


ellos. El embrague es deplazable sobre unas ranuras del árbol que le obli- 
gan a girar con él. Puesto que los piñones giran con sentidos opuestos, el , 
giro del árbol conducido tendrá un sentide u otro según que el embrague 
se desplace a uno u otro piñón. Cuando el embrague está en su posición 


Fic. 6-14 


neutra, mostrada en la figura, no hay transmisión de movimiento. El des- 
plazamiento del embrague se consigue con la norgeg e que puede ser 
actuada de muchas maneras. 

4. Uso de correas abiertas y cruzadas. Se pd conseguir la inversión 
usando correa abierta y correa cruzada. La Fig. 6-14 es el esquema de un 
dispositivo muy conocido para invertir el movimiento de la polea motriz 
de una máquina, Este fue el sistema más usado antiguamente para mover 
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el torno. La energía se toma de un árbol motor 4 en continuo movimiento, 
a través de las correas, abierta y cruzada, B y O que mueven las poleas 
D y E en sentidos contrarios, para conseguir la inversión del movimiento 
giratorio de la polea F de la máquina. Los embragues de fricción G y H, 
conectados con cada una de las poleas D y Æ, sirven para arrancar, parar y 
cambiar el giro de la máquina. La horquilla X se acciona normalmente a 
mano con una palanca. Los mecanismos inversores usados antiguamente 
en las demás máquinas herramientas eran similares a. éstos. 


EMBRAGUES Y FRENOS 


6-7. Embragues y mecanismos de embrague. Un embrague es una 
forma de conexión entre un órgano conducido y otro conductor, montados 
sobre el mismo eje, proyectado para que puedan conectarse o desconectarse 
a voluntad, por medio de un mando manual o automáticamente. Son de 
uso común varios tipos de embragues que se presentan bajo una gran 
variedad de formas. Pueden dividirse en dos grandes clases: de engrane 
y de fricción. Los de engrane son: los 
más sencillos y potentes, y se usan 
cuando se ha de mover brúscamente 
al órgano conducido y la resistencia 
al movimiento no es tan grande como 
para que el choque producido por 
ese arranque brusco pueda ser per- 
judicial, Puesto que un embrague de 
fricción puede ser embragado de modo 


Fra. 6-15 ' Fra, 6-16 


gradual y resbalará mientras el órgano conductor se acelera, puede usarse 
con grandes diferencias de velocidad. ; 

1. Embragues de engrane. Una forma sencilla de embrague de dientes 
está representada en la Fig. 6-15. La pieza A está enchavetada a su árbol 
y la B puede deslizarse, sin girar respecto a su eje, por medio de un dis- 
positivo de desplazamiento que se apoya en la ranura de su brida, que se 
ve en la figura. La mayoría de estos embragues se diferencian entre sí, 
solamente, por la forma de sus dientes o el ángulo de sus superficies de 
contacto. 

La Fig. 6-16 representa un tipo de embrague libre. Este puede conside- 
rarse también como un tipo de mecanismo de trinquete. Cuando el órgano 
conductor transmite par motor al conducido, los rodillos o bolas se acuñan 
en sus alojamientos inclinados, produciéndose el embrague total: Si la 
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transmisión tiende a invertirse, es decir, que el órgano conducido .pase 'a 
conductor, el mecanismo se desembraga automáticamente. 

Este dispositivo se usa en los sistemas de transmisión de algunos tipos 
de automóviles y en los mecanismos de rueda libre. 

2. Embragues de fricción. Los distintos tipos de embragues de fric- 
ción se diferencian principalmente por la forma de sus superficies de con- 
tacto y por la clase del material usado para obtener la fuerza de rozamiento 
necesaria. Las superficies de fricción pueden ser cónicas o cilíndricas o 
compuestas de uno o más anillos o discos planos. La Fig. 6-17 muestra un 
tipo sencilo de embrague cónico. El movimiento se transmite desde el 
órgamo motor A al conducido B, por medio del rozamiento entre las super- 
ficies cónicas. 
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3. Accionamiento de los embragues. Puesto que los embragues de 
fricción necesitan que se ejerza un gran esfuerzo para mantener el con- 
tacto entre sus superficies de fricción, se emplean generalmente para su 
accionamiento los mecanismos de palanca (ver Cap. 2). En algunos tipos 
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de embragues de fricción la fuerza la dan unos muelles que hay que compri- 
mir para desembragar. Cuando se emplean los mecanismos de palanca, 
se utilizan frecuentemente muelles para separar las superficies de fricción 
y eliminar, así, cualquier tendencia al arrastre cuando se desembraga. 

La Fig. 6-18 muestra un ejemplo de embrague cónico y su acciona- 
miento usado en una máquina herramienta. La polea conducida b gira 
loca sobre el cojinete c. Solidaria de la polea es el cono de fundición d. El 
cono e, que embraga con el d, puede deslizarse sobre el árbol a. El embrague 
se acciona por medio del desplazable f y las palancas g. Varios muelles 
helicoidales, uno de los cuales se muestra en la figura, van colocados en el 
cubo del cono e para facilitar el desembrague cuando se desplaza f hacia 
la derecha. 
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En el tipo mostrado en la Fig. 6-19, el mecanismo de accionamiento 
consiste en un sistema de garras d y e que oprimen una pieza anular c, 
parte integrante de la polea b que gira loca cuando no está embragada. 
Por medio del mecanismo de palanca g, las garras d y e, recubiertas de 
madera, asbėsto, fibra u otro material de gran coeficiente de rozamiento, 
comprimen el anillo por ambos lados. El árbol a es movido por la pieza f 
a él enchavetada. El embrague se acciona a través de la pieza deslizante h. 

La Fig. 6-20 es el esquema de un tipo de embrague de disco muy usado 
en automóviles. Al pisar el pedal, el collarín y las otras piezas se mueven 
en los sentidos indicados por las flechas, produciéndose el desembrague. 
El árbol de transmisión puede quedar, así, en reposo, mientras el cigijeñal 
sigue girando. Al soltar el pedal, los muelles quedan libres para desplazar 
al plato de presión hacia la derecha, comprimiendo al disco de fricción 
contra el volante. Las fuerzas de rozamiento entre las superficies en con- 
tacto transmiten ahora el par motor desde el cigiieñal del motor al árbol 
de transmisión. El disco de fricción se recubre por ambas caras con el 
material apropiado para aumentar su rozamiento. 
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6-8. Frenos. En su funcionamiento, los frenos están muy relaciona- 
dos con los embragues y, en algunos mecanismos de arranque y parada, 
ambos son usados en combinación. El estudio de embragues y frenos perte- 
nece con más propiedad a los tratados de proyecto de máquinas y, por 
consiguiente, no iremos más allá en esta materia, contentándonos con lo 
ya expuesto, que ha tenido por objeto mostrar algunos ejemplos de meca- 
nismos intermitentes. 
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Un gran número de ingeniosos dispositivos de gran interés cinemático 
podrían, con propiedad, incluirse bajo el título de este capítulo, pero 
nuestro objetivo ha sido, tan sólo, lamar la atención hacia esta importante 
clase de mecanismos, por medio de algunos ejemplos sencillos, y no se 
ha intentado tratarlos a fondo. Un estudio más profundo de tales meca- 
nismos puede encontrarse en loš varios y conocidos textos de mecanismos. 


CAPÍTULO 7 


TRENES DE MECANISMOS 


Puesto que el objetivo primordial de las máquinas es modificar la 
energía, todas ellas deberán tener como constituyente un mecanismo o una 
serie de mecanismos entre el punto en que se recibe la er.ergía y aquel en 
que se suministra para su utilización. Del mismo modo, los mecanismos, 
tanto si forman: parte integrante de máquinas, como si se emplean mera- 
mente con su función primaria de modificadores de movimiento, están 
formados por combinaciones de órganos dispuestos en cadena. Estas cade- 
nas de órganos reciben el nombre de trenes de mecanismos. Estos trenes 
pueden estar constituidos por una gran variedad de componentes: meca- 
nismos articulados, levas, engranajes, cadenas, correas, cuerdas, ete. 

Cuando la distancia entre los árboles que hay que conectar es relativa- 
mente grande, se pueden usar cuerdas, correas o cadenas. Cuando esa dis- 
tancia es relativamente pequeña y se requiere una transmisión segura se 
usan los engranajes. Cuando este último requisito no es esencial, pero la 
distancia es demasiado pequeña para que resulte ventajoso el empleo de 
uniones flexibles, como correas, etec., "se emplean algunas veces las ruedas 
de fricción. Con un tren de mecanismos es posible conseguir cualquier resul- 
tado apetecido, como plano y dirección del movimiento final, y clase de ese 
movimiento (giratorio, alternativo, continuo, intermitente, etc.). Los trenes 
de mecanismos se hallan en toda clase de máquinas y, al conectar la fuente 
de energía con el elemento que la va a utilizar, debe satisfacer, por separado 
o en combinación, las exigencias de ventaja mecánica, una determinada rela- 
ción de velocidades, flexibilidad de empleo y compacidad. 


7-1. Ejemplos típicos. Un ejemplo típico de un tren de mecanismos 
relativamente sencillo se halla en el torno de trabajar metales de tipo 
antiguo. Sus mecanismos se muestran esquemáticamente en la Fig. 7-1. 
El tren principal A mueve el eje del cabezal.S, cuyo plato lleva la pieza-a 
trabajar y la obliga a girar contra la resistencia que, al cortar, le opone 
el útil. El primer tren secundario B,. del cual se da también sólo una vista 
lateral, da movimiento al husillo de avance; éste engrana con una. tuerca 
partida del carro, por medio del cual el carro puede moverse suave y con- 
tinuamente a lo largo de sus gutas para las operaciones de roscado. -La 
correa C conecta L y M, y el engranaje D mueve el husillo de alimentación 
que, por medio de los trenes de engranajes E y F, puede dar un movimiento 
de alimentación longitudinal.a todo el carro o una alimentación transversal 
al carrillo portaútil deslizante sobre el carro. 
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El cono de poleas a, d:l que es solidario el piñón b, es el primer órgano 
del tren principal. Esta combinación de poleas y piñón es movida por una 
correa desde un árbol elevado y gira loca sobre el árbol del cabezal, del que 
es solidaria la rueda e. A través del tren demultiplicador constituido por 
las ruedas b, c, d y e, se le comunica al plato del cabezal un movimiento 
de giro lento y potente. Para grandes velocidades se desengranan las 
ruedas c y d, que van montadas sobre un árbol hueco G, por medio del 
árbol H que tiene cojinetes de apoyo excéntricos. Entonces la rueda e se 
hace solidaria del cono a, con lo cual, la correa mueve el plato directamente. 
Respecto a las ruedas inversoras, sólo hay que decir que su soporte está 
articulado al eje 2 y que el brazo ¿ puede fijarse en las tres posiciones de 
marcha adelante, neutra y marcha atrás. En los ejes 2, 3 y 4 sə pueden 


Herramienta de corte 


“Alimentación Alimentación 


Fic. 7-1 


montar distintas ruedas para conseguir diferentes relaciones de velocidades 
del husillo de avance, para lo cual el eje 3 es desplazable para su ajuste a 
cualquier posición, de acuerdo con los tamaños de las ruedas m y j. 

La correa de transmisión al husillo de alimentación se usaba en los tor- 
nos antiguos; en los modernos se obtiene esta transmisión por medio de 
engranajes, exclusivamente. En los tipos antiguos el husillo de avance 
se podía usar para dar el movimiento de alimentación longitudinal, pero 
este uso continuado lleva consigo un desgaste desigual, por lo que general- 
mente se reserva para el tallado de roscas. 

Los trenes E y F, para dar a la herramienta los movimientos de ali- 
mentación, están en el tablero del carro y engranan con una cremallera 
fija a la bancada, para obtener el movimiento longitudinal, y con el husillo 
para el transversal, respectivamente. 

La Fig. 7-2 es un ejemplo de tren de mecanismos más complicado. 
Muestra un diagrama del mecanismo motor que ha sido usado en un tipo 
de máquina automática para tallar engranajes. Aquí se encuentra una gran 
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variedad de componentes comunes a muchos de los trenes de mecanismos. 
más usados: poleas; engranajes rectos, cónicos y de tornillo sin fin; levas; 
mecanismos articulados, etc. El mecanismo, en conjunto, está compuesto 
de un cierto número de trenes secundarios que, partiendo de los princi- 
pales (que van a dar movimiento a las herramientas y a la pieza), sirven 
para accionar los mecanismos divisores, de alimentación, etc. En una 
máquina de este tipo es necesario estudiar cuidadosamente la sincroniza- 
ción, por lo que las relaciones de velocidades son, generalmente, exactas. 


Cremallera para Eje de la 
desplazamiento del útil - pieza 
Rueda de husillo 


H indicadora 
Brazo de mando H 
: 3 ¡ 

Placa de la manivela: E 

E SN Ach 

y E sb 

Polea motriz Ss -5p a 
Ruédas de Z Si A= . 
cambio E E 


Se 


CAN 


de carrera ZANIAN 


guy 


AW 4 
N 


CAS 


OIEA 


Leva 
de alimentación 


Mecanismo FUN 
diferencial Ti 
Y 


Ruedas de 
ambio del 
rodillo 


Ruedas de cambio 
de relación 
E compuestas ` 


Engranajes 
de la bomba 


ATEO AT 


asii) 


Cz 


OM 


ZITI YSSS 


Mecanismo 


Ruedas de cambio inversor E 
de alimentación = 
compuestas H E Ls 
E Mecanismo Ruedas de cambio 
E indicador del indicador 
Fig. 7-2 


7-2. Trenes de engranajes. Si el movimiento se transmite entera- 
mente por medio de engranjes, la combinación de éstos es llamada un tren 


de engranajes. Se pueden dividir en dos clases: simples y compuestos. 
En un tren de engranajes simple, cada árbol del mecanismo lleva una sola 


rueda, como en la Fig. 7-3. En un tren de engranajes compuesto cada 


árbol, excepto el primero y el último, lleva dos ruedas solidarias entre sí, _ 
como en la Fig. 7-4. Es cinemáticamente posible transmitir movimiento 
entre dos árboles cualesquiera con una pareja de ruedas, pero hay otras 


consideraciones que lo hacen impracticable. 
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~- Un ejemplo numérico mostrará la ventaja de un tren compuesto frente 
à uno simple. En la Fig. 7-4 sean a, b, c y d ruedas de 12, 60, 16 y 64 dientes, 
respectivamente. El valor de la relación de velocidades @a/@a es, por lo 


Fic. 7-3 


2 
Fra. 7-4 


tanto, %/,, X %/,¿ =*/,. Para conseguir la misma relación, empleando 
un tren simple, se necesitaría un piñón de 12 dientes engranando con una 
rueda de 240 dientes, suponiendo qus 12 sea el menor número de dientes 
aconsejable para el piñón. Si para el diametral pitch del engranaje se toma 
el valor 4, el diámetro de la rueda sería de 60 pulgadas, mientras que en el 
tren compuesto, el diámetro de la rueda mayor es sólo de 16 pulgadas. 
Aún más, en el caso de un engranaje sencillo, el piñón sufriría un desgaste 
20 veces superior al de la rueda, que no es, en modo alguno, aconsejable. 
Por otra parte, la pareja de ruedas de mayor velocidad del tren compuesto 
puede tener mayor paso y menor espesor que la pareja más lenta, con el 
resultado de mayor compacidad. 

En un tren compuesto se puede obtener aún mayor compacidad colo- 
cando la primera y la última de las ruedas sobre el mismo eje, como mues- 
tra la Fig. 7-5, montando una de ellas sobre un manguito o árbol hueco. 
Esta disposición es llamada a veces tren de engranajes invertido. Un ejemplo 
muy conocido de este montaje se encuentra en los relojes, en los cuales, las 
saetas minutera y horaria van unidas a ruedas montadas sobre el mismo eje. 

Trenes compuestos del tipo mostrado en las Figs. 7-4 y 7-5, encuentran 
amplia aplicación en mecanismos reductores de velocidad para máquinas 
de gran velocidad, como turbinas de vapor (ver Fig. 5-15) y ciertos motores 


TRENES DE MECANISMOS 171 


eléctricos. Tales trenes van generalmente encerrados en un cárter formando 
un conjunto que une el motor con la máquina y es llamado reductor de 
velocidad. En el Art. 7-11 se describen 
varios tipos de reductores de veloci- . 
dad de uso común. 


7-3. Relación de velocidades en un 
tren de engranajes. En el Cap. 4 se 
definió el valor de la relación de velo- 
cidados de una pareja de ruedas den- 
tadas engranadas, como la razón de la 
velocidad angular de la conductora a 
la de la conducida. Una relación similar 
puede definirse como relación de ve- Fic. 7-5 
locidades de un tren de engranajes. . 

- Supongamos cuatro ejes 1, 2, 3 y 4 dispuestos como muestra la Fig. 7-6 
y conectados por medio de ruedas dentadas representadas por sus círculos 
primitivos a, b, c, ete. La rueda a engrana con la b, c con d y e con f. Las 
ruedas b y c son solidarias del árbol 2 y, por consiguiente, girarán como una 
sola pieza, teniendo en todo momento la misma velocidad angular. Del 


Fla. 7-6 


mismo modo d y e son solidarias de 3 y tendrán también la misma velo- 
cidad angular. Sean n,, Ny, Ng y N4 los valores de las velocidades angulares, 
en rpm, de los árboles 1, 2, 3 y 4, respectivamente. Dos ruedas engranadas 
deben tener el mismo paso; por consiguiente, sus números de dientes deben 
ser proporcionales a las longitudes de sus circunferencias, a sus diámetros 
o a sus radios. Pero sus velocidades angulares son inversamente propor- 
cionales a sus radios y, por lo tanto, a sus números de dientes. Si a, b, c, 
etcétera, son los números de dientes de las ruedas designadas por esas 
letras 1 se deduce que 


ni b n d ng f 
n a A c Na e 
ira n ny Mg N b d bd : 
Por consiguiente, — = —— -2 14822 mN. (7-1) 
Ma h hn ace ace 


1 Esta notación se usará a lo largo de este capítulo. 
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En este tren, a es la rueda motriz y b la conducida, en el primer engra- 
naje; c la motriz y d la conducida, en el segundo; y e la motriz y f la con- 
ducida, en el tercero. La importante conclusión expresada por n/n, 
en la ecuación anterior, es válida para todo tren de este tipo y puede 
enunciarse, en general, así: ~ 

El valor de la. relación de velocidades angulares entre la primera rueda 
motriz y la última conducida es igual al producto de los números de dientes 
de las ruedas conducidas dividido por el producto de los números de dientes 
de las motrices. 

Al hallar la relación de velocidades de un tren, cualquiera de los factores 
n1/1y, Ma /Mg, etc., puede expresarse en función de los números de dientes, 
radios, diámetros o revoluciones por unidad de tiempo de la pareja de 
ruedas correspondiente. Sin embargo, en el último caso la razón es directa 
y no inversa, como en los otros. Por lo tanto, en la Fig. 7-6, si a tiene 
15 dientes y b, 60; si el diámetro de c es de 3 pulgadas y el de d. 15 pul- 
gadas; y si e da 75 vueltas por minuto y f, 25, 


m _60 15 75_60 
m 1583 ^T 


Por consiguiente, si el árbol 1 gira a 120 rpm, el árbol 4 girará a 2 rpm. 


7-4. Factor de un tren de engranajes. En la mayoría de los problemas 
relativos a trenes de engranajes, la velocidad de la primera rueda es cono- 
cida y se busca la de la última. Es conveniente, por lo tanto, para los 
cálculos tener un coeficiente por el cual multiplicar la velocidad de la 
primera para hallar la de la última. Este coeficiente es la inversa de la 
relación de velocidades del tren, es decir, el valor recíproco de la Ec. (7-1): 


Na ace ace y 
m o Ng = M tdf (7-2) 
La inversa de la relación de velocidades, o sea, el producto de los núme- 
ros de dientes de las ruedas motrices dividido por el producto de los números 
de dientes de las conducidas es llamado factor del tren. Refiriéndonos a 
la Fig. 7-4, si a, b, c y d tienen 12, 60, 16 y 64 dientes, respectivamente, 
el factor del tren es 


(a/bXc/d) =B/5 X Jea = 1/20 


y si nı = 100 rpm, ng = n,(acjbd) = 100 x 1/29 = 5 rpm. 

Al hacer los cálculos de los trenes de engranajes, es cuestión de criterio 
el obtener los resultados usando la relación total de velocidades o el factor 
del tren. Sin embargo, con un poco de práctica, se puede ver que este último 
es, generalmente, más conveniente. 


7-5. Sentidos de giro. Si dos ruedas están en contacto directo, su 
sentido de giro será opuesto, salvo en el caso de una rueda interna; pero si 
se coloca entre ellas una rueda intermedia, girarán en el mismo sentido. 
Designemos, en la Fig. 7-3, por a, b y c, las ruedas del tren y sus respectivos 
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números de dientes. La rueda a mueve a la b, que, a su vez, mueve a la c. 
La rueda b es, a la vez, conductora y conducida. Una rueda así es llamada 
loca. La relación de velocidades es 


Por consiguiente, la introducción de una rueda loca en los engranajes 


sirve para cambiar el sentido de giro, pero no la relación de velocidades del 


tren o su factor. El objeto principal de una rueda loca es cambiar el sentido 
de giro. Á veces se usa para salvar la distancia entre conductora y condu- 
cida y permitir obtener una relación de velocidades dada usando ruedas 
menores de las que serían necesarias sin aquélla. Si un tren se compone 
enteramente de ruedas rectas, los árboles adyacentes giran en sentido 


opuesto y los alternos en el mismo. Si hay un número impar de árboles, el 


primero y el último girarán en el mismo sentido; y, al revés, si el número 
"de árboles es pax el primero y el último tendrán sentidos de giro opuestos. 
En general, el procedimiento más seguro para determinar los sentidos de giro 
en un tren de mecanismos es hacerlo por inspección, sin intentar seguir 
ninguna regla. A f E e 
“Un ejemplo muy conocido de la conveniencia de usar una rueda loca 
para invertir el sentido de giro se encuentra en los mecanismos inversores 
comunes a muchas máquinas, una de cuyas aplicaciones se halla en el 
torno para roscar (Fig. 7-1), en el que constituye un medio adecuado para 
cambiar el sentido de Ja alimentación o para roscar a derechas o a izquierdas. 
Dos ruedas locas g y h se montan sobre un brazo oscilante ¿, estando siem- 
pre engranadas entre sí, pero a distinta distancia del eje 2, alrededor del 
cual giran con el brazo 2. En la posición mostrada en la figura, el movi- 
miento se transmite así: f-g-l, con lo cual k tiene el mismo sentido de giro 
que f. Pero, al bajar el brazo ¿ un pequeño ángulo, h engrana con f, y la 
transmisión es f-h-g-k, y así k gira en sentido contrario a f. 

7-6. Trenes de engranajes con ejes no paralelos. En los artículos 
precedentes se han descrito solamente trenes de engranajes con ejes para- 
lelos. Los métodos deducidos en el Art. 7-3 para la relación de velocidades 
y el factor del tren son generales y se aplican en todos los casos, con las 
apropiadas sustituciones. En la Fig. 7-7 se muestra un tren cuyos ejes 
no son todos paralelos. Un piñón a sobre el árbol 1 mueve la rueda recta b 
de 2; una pareja de ruedas cónicas c y d conecta los árboles 2 y 3, y un 
tornillo e sobre 3 mueve la rueda de tornillo sin fin f montada sobre 4. 
Si los números de dientes de a, b, c, d y f son 16, 32, 15, 30 y 40, respecti- 
vamente; si el tornillo sin fin es simple y de rosca a derechas; y si el árbol 
l gira a 320 rpm, 

Na Na Ng Ng 1.15. 16 1 


mn mm 40 30% 32 160 


Por consiguiente, ny = 320 X */,49) = 2 rpm. 
Se han deducido, por simple inspección, los sentidos de giro y se han 
dibujado las correspondientes flechas en la figura. 
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7-7. Elección de las ruedas de un tren. Cuando no se impone ninguna 
restricción o limitación en cuanto al número, tamaño, paso, etc., de las 
ruedas, los trenes de engranajes que transmitan una relación de velo- 


(16) (32) 
0 b 
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cidades dada son casi ilimitados. No se pueden dar reglas o fórmulas con- 
cretas, pues lo mejor es proceder por tanteos hasta llegar a obtener el resul- 
tado apetecido. Sin embargo, hay ciertas condiciones prácticas que sitúan 
las combinaciones a elegir dentro de límites relativamente estrechos. 
Casi siempre hay limitaciones en cuanto al espacio y disposición de las 
ruedas. La potencia a transmitir determina el paso de las ruedas en cualquier 
caso y, puesto que es norma práctica limitar el número de dientes de un 
piñón a 12, queda así fijado el tamaño mínimo de éste. Cuando la misión 
del tren, en conjunto, es reducir velocidad, el funcionamiento suave re- 
quiere que no haya multiplicación en ningún punto del tren; es decir, la rue- 
da motriz debe ser menor que la conducida en cualquier engranaje del tren. 

1. El diente suplementario. Aunque es una cuestión muy debatida, 
muchos consideran que se obtiene una mayor uniformidad en el desgaste 
de los dientes cuando una pareja de dientes de dos ruedas engranadas 
entran en contacto el menor número de veces. Para aclarar esto, suponga- 
mos un engranaje cuyas ruedas tienen 30 dientes cada una; en estas con- 
diciones, un cierto diente de una de ellas entrará en contacto con un diente 
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determinado de la otra en cada revolución de cada rueda. Si, ahora, aumen- 
tamos a 31 el número de dientes de una de las ruedas, la relación de velo- 
cidades es casi la misma que antes y una cierta pareja de dientes entrará 
en contacto cada 30 vueltas de una de las ruedas y 31 de la otra. El diente 
añadido es llamado suplementario. Este dispositivo es de frecuente apli- 
cación en los puentes traseros de los automóviles, donde, por ejemplo, un 
piñón de 13 dientes que mueve a una corona de 53 es tan satisfactorio, 
en lo que concierne a la relación de velocidades, como una combinación 
de relación exacta de 13 a 52. Pero hay muchos casos en los que la relación 
exacta de velocidades es requisito indispensable, haciéndose imposible el . 
empleo del diente suplementario. 

2. Ejemplos aclaratorios. De lo anterior se deduce que para elegir 
las ruedas de un tren hay ciertas normas generales que pueden seguirse y 
que pueden ser mejor entendidas si se estudian algunos problemas típicos. 

a. Supongamos que se desea elegir las ruedas de un tren dispuesto 
como el mostrado en la Fig. 7-4. El factor del tren ha de ser 1/3 y las ruedas 
han de cumplir la condición de no tener menos de 12 dientes. El primer 
paso hacia la solución del problema es escribir la ecuación 


wd a c 1 


oe bd 2 


En general, es conveniente tener las dos razones a/b y c/d tan parecidas 
como sea posible. La raíz cuadrada de 1/,, está comprendida entre */¿ y 1/5; 
por lo tanto, se puede empezar ensayando la pareja */, y */¿. Así, 


a c 1 1 13 12 1 
b d 4 5 52" 60 20 
y la ecuación se cumple si a, b, c y d tienen 13, 52, 12 y 60 dientes, res- 
pectivamente. Con otra descomposición u otros números de dientes para 
el piñón se podrían obtener distintas combinaciones para resolver, no menos 
eficazmente, el problema. 
La combinación hallada tiene la desventaja antes mencionada de que 
cada diente del piñón siempre hace contacto con el mismo diente de la 
rueda. Esto puede evitarse con la disposición siguiente: 


ac 12 y 13 _ 1 
b d 52760 2 

b. Otro ejemplo: se desea elegir las ruedas para un tren cuya última 
rueda tiene su eje coincidente con el de la primera, como en la Fig. 7-5. 
El factor del tren ha de ser */,,, ninguna rueda ha de tener menos de 12 
dientes y todas ellas deben ser del mismo paso. Como en el ejemplo anterior, 
se puede empezar ensayando la pareja */¿ y */;, ya que 


c 1l 1 1 
r A 


a 
b 
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Ahora, puesto que los pasos son todos iguales 
a+b=c+d 


Representemos por x esta suma. Hay que encontrar, pues, un valor tal 
que se pueda descomponer en dos partes cuya razón sea 1:4 y, también, 
otras dos partes cuya razón sea 1:5. Si se hace x igual al mínimo común 
múltiplo de (1 + 4) y (1 + 5), ambas condiciones quedarán satisfechas. 
Dicho mínimo común múltiplo es 30. Y entonces, a/b = 8/7, y c/d = 5/5- 
Pero los numeradores son demasiado pequeños para representar los núme- 
ros de dientes de los piñones, por lo que habrá que multiplicar y dividir 
cada fracción por un número tal que los nuevos numeradores sean iguales 
o mayores que el mínimo número de dientes permisible en la rueda menor. 
En este caso multiplicamos y dividimos ambas fracciones por 3, dando 


ac 18 15 

pd 727 

Así, pues, los requisitos del problema quedan satisfechos con ruedas 
a, b, c y d de 18, 72, 15 y 75 dientes, respectivamente. Cuando los pasos 
de ambos engranajes no son iguales se necesita una ligera modificación 
en el método, cuya solución, en cada caso, se deja al lector. 

7-8. Trenes de engranajes para cambios de velocidades. Ruedas de 
cambio. Las ruedas de un tren pueden estar permanentemente intercaladas 
entre los órganos conductor y conducido o algunas de dichas ruedas 
pueden, de vez en cuando, cambiar de posición dentro del tren para variar 
su relación de velocidades. Estas ruedas móviles son llamadas ruedas 
de cambio. Los trenes de engranajes para cambios de velocidades se usan 
principalmente en máquinas herramientas y automóviles. El tipo más 
antiguo y simple de estos trenes es aquel en el que ciertas ruedas pueden 
ser quitadas de sus ejes y sustituidas por otras. 

La disposición más conveniente, y la que representa la tendencia mo- 
derna de los proyectistas, consiste en no separar las ruedas de la máquina, 
sino encerrarlas en un cárter o caja llamada caja de cambio, proyectada 
para obtener automáticamente una de las combinaciones de ruedas posibles 
y conseguir el cambio de velocidad rápidamente, manejando una palanca 
que desplaza las ruedas a las posiciones deseadas. 

El mecanismo del torno ordinario, en particular en lo que respecta a 
su sistema para el tallado de roscas, muestra una aplicación típica de un 
tren de engranajes en el que se precisan cambios de velocidad. En los tornos 
de tipo antiguo las ruedas de cambio son sustituibles, mientras que en los 
modernos son del tipo de cambio rápido con un tren de engranajes más 
complejo, en el cual los cambios de velocidades se hacen de modo semejante 
a como se llevan a cabo en los automóviles. 

1. Mecanismo de cambio de velocidad para torno. La disposición general 
de los engranajes en un torno sencillo de tipo antiguo, provisto de sistema 
de roscado, se muestra en la Fig. 7-1 y se describió brevemente en el Art. 7-1. 
Sobre el eje del cabezal S van montadas las ruedas b, e y f y el cono de 
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polens a. El cono está conectado al árbol motor por medio de una correa, 
Lu rueda e gira con el plato del cabezal, mientras que el cono está montado 
loco y sólo gira con el plato cuando se fija a la rueda e por medio de un 
perno o chaveta. La rueda b es solidaria del cono de poleas y gira con él; 
c y d son las ruedas posteriores y son solidarias de un árbol paralelo al del 
cabezal. Dicho árbol va montado sobre cojinetes excéntricos, de modo que 
las ruedas c y d pueden desengranarse de las b y e. Cuando esto ocurre, se 
fija e al cono de poleas y se pueden obtener tantas velocidades como poleas 
tiene el cono; en cambio, si las ruedas posteriores se engranan con las 
b y e, esta última se suelta del cono y el número de velocidades se duplica. 

El objeto de la rueda f es mover el sistema de roscado. Las ruedas g y h 
sirven para invertir el sentido de giro del husillo de avance. La rueda g 
engrana con k y, el montaje es tal que, f y y pueden desengranarse y h 
puede engranar directamente con f. Las ruedas f y k son corrientemente 
del mismo tamaño, pero cuando no es así, k suele ser de doble tamaño 
que f, con lo cual k da la mitad de vueltas que f. Sobre el mismo eje 
que k va montada la rueda j con la que engrana la rueda intermedia } que, 
a su vez, engrana con la rueda m del husillo. 

En el tallado de roscas es necesario cambiar las ruedas j y m. La rueda 
intermedia 1 se sujeta en un soporte acanalado llamado cuadrante, no 
mostrado en la figura. Esto permite a l ajustarse a los distintos tamaños 
de las ruedas j y m. 

Con objeto de tallar una gama mayor de roscas sin añadir más ruedas 
de cambio, la rueda } puede ser compuesta, es decir, sustituida por dos ruedas 
solidarias de distinto tamaño, una de las cuales engrane con j y la otra 
con m. Cuando se hace así, las ruedas intermedias son también cambiables, 
junto con las j y m. Una de las ventajas inherentes al sistema de evolvente, 
la posibilidad de variar la distancia entre centros sin modificar la relación 
de velocidades, se pone de manifiesto en los juegos de ruedas de cambio 
porque no van provistas de ningún dispositivo para ajustar su distancia 
entre centros al valor teórico. De hacerlo así si complicaría extraordina- 
riamente su diseño. 

La herramienta se monta en unas mordazas sobre un carrillo que recibe 
su movimiento longitudinal del husillo, a través de una tuerca. Si el husillo 
tiene ocho hilos por centímetro, la herramienta avanzará 1 cm por cada 
ocho vueltas del husillo, y si la pieza da cuatro revoluciones por cada ocho 
del husillo, el útil tallará cuatro hilos por centímetro sobre la pieza. 


2. Elección de las ruedas de cambio para el tren de engranajes del sis- 
tema de roscado. Un ejemplo aclaratorio mostrará el método de selección 
de las ruedas de cambio para realizar un determinado trabajo. Un cierto 
torno tiene un husillo de avance de cuatro hilos por pulgada y un juego 
de ruedas de cambio de los siguientes números de dientes: 24, 30, 36, 42, 
48, 54, 60, 66, 69, 72, 78, 84. Se desea encontrar los números de dientes 
de las ruedas j y m, cuando f y k son del mismo tamaño. 

Puesto que las ruedas g, h y l son locas, no necesitan ser consideradas 
en el cálculo y, puesto que el árbol del cabezal y el intermedio van a la 
misma velocidad, sólo es preciso hallar el número de revoluciones de este 
último. 
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Sean n = número de hilos por pulgada a tallar en la pieza. 
N = número de hilos por pulgada del husillo de roscar. 
t = número de dientes de la rueda del husillo. 


T = número de dientes de la rueda del árbol intermedio. 


Con estas definiciones 


JEA ; 5 (7-3) 


Supongamos que se quiere elegir las ruedas de cambio para tallar 
seis hilos por pulgada en la pieza 


Se puede elegir del juego cualquier pareja de ruedas que tengan números 
de dientes con la relación T'/t. En nuestro caso se pueden tomar la rueda 
de 24 dientes para el eje intermedio y la de 36 para el husillo. 

Si las ruedas de cambio son compuestas, la pareja de ruedas intermedias, 
a diferencia de la l, a la que remplazan, alteran la relación de velocidades 
entre el árbol principal y el husillo, debido a sus diferentes diámetros. 


Frc. 7:9 


La relación de velocidad encontrada con el método descrito debe mul- 
tiplicarse por la relación de las dos ruedas intermedias. Por lo tanto, si 
se van a tallar 35 hilos en ese mismo torno, será necesario emplear las 
ruedas intermedias compuestas. Se toma la relación TT'/tt= *%/3, y se 
descompone en los factores ?/; y ?/, que pueden obtenerse con ruedas 
de 24, 60, 20 y 70 dientes, ES 

. El mecanismo primario de casi todos los trenes para cambio rápido de 
los husillos para roscar es el formado por un cono y una pareja de ruedas, 


TRENES DE MECANISMOS 179 


como en la Fig. 7-8, similar al compuesto por las ruedas j, l y m de la 
Fig. 7-1. 

El tren secundario, que no será tratado aquí, multiplica y divide por 2 
la relación del cono. De las dos ruedas j y m de la Fig. 7-1, una hace de 
piñón (constante) y la otra de cono (de hecho, una rueda de diámetro varia- 
ble). El que sea f o j la que se convierta en cono depende del sistema de 
rosca del husillo. 

Los trenes para roscar tratados han servido de ejemplo de los sistemas 
antiguo y moderno; pero entre los distintos tipos de tornos usados se pueden 
encontrar muchas diferencias de detalle. Sin embargo, todos los tornos 
de roscar ordinarios tienen mecanismos fundamentalmente iguales a los 
descritos. 

3. El cambio de velocidades en los automóviles. La Fig. 7-9 es una 
sección de una caja de cambio que muestra cómo se aplica el fundamento 
del cambio de velocidades en los automóviles. El dispositivo corriente- 
mente usado da tres velocidades adelante (una sin intervenir los engranajes) 
y una atrás. La energía del motor llega a través de un embrague de fricción 
(no mostrado) al árbol primario E del que es solidaria la rueda A y una 
parte del embrague de garras B. La rueda A engrana con la G del árbol 
intermediario M que lleva las ruedas H, J y K, de modo que siempre 
que E gira lo hacen también las ruedas GQ, H, J y K. El árbol secundario P 
conecta con el puente trasero; este eje está alineado con E y lleva las ruedas 
D y F y la otra parte C del embrague de garras que engrana con la parte B 
del árbol E. Las ruedas -D y F giran con P, al que- van enchavetadas 
en T, pero pueden desplazarse separadamente por medio de una palanca 
que lás acciona por las gargantas N y R, respectivamente. Además de las 
ruedas mencionadas, hay otra, la rueda loca L, que engrana con K y va 
montada sobre unos cojinetes independientes detrás de K. 

Cuando se desea que el coche vaya a la máxima velocidad (tercera 
o directa), el conductor lleva F a la posición mostrada y D hacia la izquierda. 
hasta que 'C engrane con .B, con lo cual P gira a la misma velocidad que E. 
La segunda velocidad se obtiene desplazando D hacia la. derecha hasta 
engranar con H, siendo entonces la relación de velocidades (4/G) (H/D); 
F permanece en la posición mostrada. Para obtener la velocidad más 
lenta (primera) se coloca D en la posición de la figura y se mueve F hasta. 
engranar con J, siendo ahora la relación de velocidades la siguiente: 
(4/@) (K/L) (L/F). El sistema de desplazamiento es tal que no puede 
habe: más de un juego de ruedas funcionando al mismo tiempo. 


7-9. Trenes de engranajes planetarios. En todos los trenes tratados 
hasta ahora, los ejes de las ruedas se mantenían en posiciones fijas entre sí. 
La característica de un tren de engranajes planetarios consiste en que alguno 
o algunos de los ejes de las ruedas cambian sus posiciones respecto a los 
otros. Por ejemplo, en la Fig. 7-10, b rueda sobre la rueda estacionaria a, 
mientras el brazo c gira. Por consiguiente, el eje de la ruedá b cambia de 
posición. El movimiento de los planetas alrededor del sol es un movimiento 
planetario. Así es, también, el movimiento de las ruedas planetarias (tales 
como b) alrededor de las ruedas solares (tales como a). 

1. Tren de engranajes planetarios simple (epicicloiddal). Sean, en la 
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Fig. 7-10, a y b dos ruedas montadas sobre el brazo c de modo que, si c está 
fijo, a y b constituirán un tren de engranajes ordinario. Supongamos ahora 
que a es el órgano fijo del tren; entonces, c puede girar alrededor de O | 
arrastrando a b, girando esta última rueda alrededor de su propio eje O”. 
Se desea hallar el número de vueltas que dará b, con respecto al órgano 
fijo a, por cada vuelta de c alrededor de O. 

En primer lugar, supongamos a a desconectada del bastidor de modo 
que a, b y c pueden dar una vuelta jun- 
tas, como una sola pieza, en el sentido 
marcado por la flecha, alrededor de O. 
Que b dará una vuelta, puede verse 
por las posiciones de cualquiera de sus 
líneas, como la PO”, durante las dife- 
rentes fases del ciclo. Se fija ahora el 
brazo c, y la rueda a se gira en sentido 
contrario una vuelta completa, con 
lo que vuelve a su posición original 
y su movimiento resultante es nulo. 
Al mismo tiempo, b estará obligada 
a dar a/b vueltas con el sentido de giro 
inicial. Por consiguiente, el número 
total de vueltas de b por cada revo- 
lución de c alrededor de O (sin giro 

Fra. 7-10 de a) es 1 + ajb y su sentido de giro 

es el mismo que el de c. Es evidente 

que c puede girar con cualquier sentido, siendo válidas, en cualquier caso, 
estas conclusiones. 

Este método de análisis puede establecerse así: Tómese el giro a dere- 
chas como positivo (+) y a izquierdas como negativo (—). Considerando 
el mecanismo bloqueado y dando una vuelta alrededor de O en sentido 
positivo, cada pieza dará +1 vuelta. Supóngase ahora que el brazo c 
queda fijo (con lo cual se reduce el mecanismo a un simple engranaje) y 
que a gira una vuelta completa en sentido negativo; los movimientos son 
ahora: —1 vuelta para a; -ajb vueltas para b; y cero vueltas para c. La 
siguiente tabla resume todo esto. 


a b e 
Movimientos con el prazo C.coooooo.o.. +41|+1|+1 
Movimientos relativos al brazo c....... — 1 |+ 3 +0 
Movimientos totales. ................ 0 |+ + +i 
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La idea básica es la siguiente: el movimiento angular total de cualquier 
rueda es igual al movimiento angular del brazo c más el movimiento de la 
rueda relativo al brazo. En la tabla se han denominado como movimientos 
con el brazo c y movimientos relativos al brazo c. 

Es importante señalar que el mencionado brazo es siempre el órgano 
portador del eje de la rueda móvil. Nótese que el pro- 
cedimiento empleado es un análisis de los movimien- 
tos en un tren planetario y que cada etapa del pro- 
cedimiento no encierra ninguna acción planetaria. 

De la tabla, se puede deducir la relación de velo- 
cidades angulares entre la rueda b y el brazo c. 


nm 1+afb 
ne 1 


donde los signos indican que ambos órganos giran 
en el mismo sentido. 

Si se coloca una rueda loca entre a y b, como en 
la Fig. 7-11, o si a es de dentado interior (Fig. 7-12), el 
sentido del movimiento de b se invierte. Las Figu- 
ras 7-10, 7-11 y 7-12 no son montajes prácticos, tal 
como aparecen dibujados, pero se presentan con el objeto de ofrecer ejem- 
plos simples de la aplicación del método de análisis y de los tipos de movi- 
miento en los trenes de engranajes planetarios. En los párrafos y artículos 
siguientes se presentarán, entre otras cosas, ejemplos de trenes plane- 
tarios prácticos. 


Fic. 7-11 


S T ET 


Fic. 7-12 


2. Tren de engranajes planetarios compuesto. Se puede seguir el 
mismo procedimiento anterior si se añaden otras ruedas, como las c y d de 
la Fig. 7-13, formando un tren compuesto. Si b se hace solidaria de c y d 
va loca sobre el árbol de a, los movimientos son los que muestra la tabla 
de la página 190. Se deduce que 


0 O a anel a 
ne 1 na  1—ac/bd 
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a b c d e 
Movimientos con €............ E 1 -+ 1 +1 +1 +1 
Movimient lati F a a a c gi 
ovimientos relativos a €...... — +3 + F E A 
ice a a ac 
Movimientos totales........... 0|1+ 7 l + F l — bd +1 


Esta forma de tren planetario se usa mucho para obtener grandes relaciones 
de velocidades entre el brazo e y la última rueda d. 


Como último ejemplo: Sean las ruedas a, b, c y d de 99, 100, 101 y 100 
dientes, respectivamente. Será: ` 


A O 1 _ 10.000 
na 1—ac[bd  [1—(99 x 101)/(100 x 100)] 1 


Puesto que estas ruedas van montadas sobre árboles paralelos, la dis- 
tancia entre centros debe ser la misma para cada pareja. Teóricamente, 


AZ 
A 


Y 
% 
/ 


SSS 


SSS 


SNS 


| 
al 
Cadena de accionamiento 
manual ~ f, 
(b) ii 
E ta 


Fia, 7-14 
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la suma de los números de dientes de cada pareja de ruedas engranadas debe 
ser la misma. Como, en nuestro ejemplo, esto no se cumple, será preciso 
separarse ligeramente de la distancia teóricamente correcta, haciendo los 
ajustes adecuados, como juego, etc. Con ruedas de evolvente esto no afec- 
taría a la relación de velocidades. 

La aplicación de los engranajes planetarios a los mecanismos elevadores 
es obvia después de lo expuesto. Se usan también en mecanismos de ali- 
mentación de los grandes árboles de barrenar, en máquinas de hacer cables, 
en reductores de velocidad, etc. 

3. La cabria triple. En la cabria triple molida en lá Fig. 7-14a se 
halla una aplicación interesante del tren de engranajes planetario. El. 
cuadro e está provisto de cojinetes que 
soportan la rueda g, y en el brazo f solida- 
rio de g hay ejes en los que van montadas 
sendas parejas de ruédas compuestas cd, 
la menor (d) engranada con una rueda de 
dentado interior que forma parte del cua- 
dro e y la mayor engranando con un piñón 
b montado en el extremo del árbol m, al 
que va unida la polea de la cadena de 
accionamiento manual a. Cuando el opera- 
dor tira de la cadena, hace girar la polea a 
y con ella el piñón b que, a su vez, pone en 
movimiento las ruedas compuestas cd. 
Como una de estas ruedas de las' parejas 
engrana con la rueda anular fija al marco e, 
el único movimiento posible es el giro del 
brazo portador de las ruedas compuestas 
y, por consiguiente, el giro de la polea y 
que arrastra la cadena elevadora. Fic. 7-15 

La relación de velocidades entre ambas 
poleas, la de accionamiento a y la elevadora g, es, evidentemente, la misma 
que la que hay entre el piñón b-y el brazo giratorio f. Para encontrar la re- 
lación de velocidades en un caso particular es conveniente dibujar el esque- 
ma del tren de engranajes,” como el de la Fig. 7-14b. Las dos parejas de 
ruedas c y d tienen por objeto distribuir la carga. Para hallar la relación 
de velocidades es necesario, solamente, considerar la mitad del sistema. 
simétrico, es decir, las ruedas designadas por letras en la Fig. 7-14b. 

4. Trenes de engranajes diferenciales. El puente trasero propulsor del 
automóvil. La Fig. 7-15 muestra el montaje de ruedas cónicas del dife- 
rencial del puente trasero de un automóvil. El árbol a recibe su movimiento 
del motor y sobre él va montado el piñón cónico b que engrana con la 
corona c unida al marco o caja d. El marco gira libremente sobre los semi- 
ejes e, a los que van unidas las ruedas f. El marco d, del que es solidaria la; 
corona c, lleva los piñones y, que van montados locos sobre sus ejes A. 
Hay, normalmente, dos o tres piñones de éstos con objeto de distribuir 
la carga. Cuando el automóvil sigue un camino recto, a mueve a b y todas; 
las demás ruedas giran formando un todo con c, sin ningún movimiento 
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relativo entre ellas. Sin embargo, en cuanto el coche inicia una vuelta, 
supongamos a la derecha, la rueda izquierda debe marchar más deprisa 
que la derecha y, por lo tanto, las ruedas del tren de engranajes empiezan 
a moverse, unas respecto a otras, siendo su funcionamiento èl de un sistema 
planetario. 

Supongamos que la rueda izquierda se levanta del suelo, de tal modo 
que puede girar libremente, mientras la derecha se mantiene en contacto 
con el suelo, impidiéndose así el giro de la rueda dentada f. Consideremos 
a esta rueda f como la primera del tren de engranajes y al marco d como 
brazo giratorio portador de las ruedas y. La relación de velocidades entre 
ambas ruedas f puede hallarse por el método ya descrito:: 


r d 3 
f Gja) ay I f (libre) 
Movimiento con d ....o.ooo.oomoooo... + 1 +1 o. + 1 
a ; f g 
Movimiento relativo a d ............. — 1 0 E + A F 
PE fg 
Movimiento total ................... 0 +1 RE 1 + má = 2 


La tabla muestra que la rueda izquierda (f) gira a doble velocidad que la c, 
y en el mismo sentido (ambos signos +). 


a 


7-10. Trenes de engranajes planetarios con dos entradas. En los estu- 
dios anteriores de trenes planetarios había siempre una rueda que perma- 


40 alerts 24 dientes 
d 
Wg 
(Entrada) 
(Sentido! ——2 ve 
, >) we 

ei - (Salida) 

(Entrada) £0 dientes 36 dientes 

Fia. 7-16 


N 


necía estacionaria. Si ahora a esta rueda se le da un cierto giro, lo que cons- 
tituyo una segunda entrada en el sistema de engranajes, la rotación del 
árbol do salida puede determinarse aplicando, esencialmente, los mismos 
prinolplos quo han sido tratados. 

Por ejemplo, en la Fig. 7-16, œa y wn son las volocidados angulares do 
los dos Árboles de entrada, y el problema está en encontrar m» velosldnd 
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angular del árbol de salida. Es aplicable el principio de superposición, es 
decir, el giro total de e es la suma algébrica de los giros de e producidos 
por b (con a fijo) y por a (con b fija). Así, pues, el análisis consta de dos 
partes: 

1. Hallar we/w con a fijo. Llamemos a este valor kı, o sea, we = ows(kr). 
Puesto que el brazo a se considera fijo, nos hallamos en el caso de un tren 
ordinario (sin acción planetaria). 

2. Hallar we/wa con b fijo. Llamemos a este valor kz, o sea, Wes = Wa(k2). 
Este es el caso de un tren planetario con una rueda fija, como los discutidos 
en los artículos precedentes. 

El total we = Wa + wez = wslk1) + walko) es, simplemente, la suma 
de los efectos de a y b. Para el sistema de la Fig. 7-16, 


Oe = tzw + ?/304 (7-4) 


La comprobación queda a cargo del lector. Los signos de los valores numé- 
ricos de ws y wa deben ser los mismos si los sentidos de giro son los mismos, 
y viceversa. Se observa que si cualquiera de las entradas œp y @a es cero, 
el problema se reduce al de los artículos precedentes. 

El diferencial del puente trasero de los automóviles (Fig. 7-15) actúa 
como un tren planetario de doble entrada cuando el coche marcha por un 
camino curvo, Su análisis muestra que la corona c gira a velocidad mitad. 
de la suma algébrica de las velocidades de las dos ruedas. 

Otras aplicaciones de los sistemas planetarios de doble entrada se en- 
cuentran en servomecanismos y calculadores. Un sistema planetario puede 
suministrar, continuamente, al árbol de salida la media aritmética de las 
velocidades angulares de ambas entradas (esto lo hace el diferencial); o, 
en general, puede multiplicar cada entrada por una constante, sumar algé- 
bricamente los productos y suministrar el resultado al árbol de salida. 


7-11. Reductores de velocidad. La turbina, con su alta velocidad, es 
de mayor rendimiento que el motor de baja velocidad; y el pequeño motor 
eléctrico de gran velocidad tiene mejor rendimiento y menor coste (con la 
misma potencia) que el grande de baja velocidad. El uso de máquinas 
motrices de gran velocidad exige un dispositivo compacto y eficaz que re- 
duzca la velocidad a un valor adecuado a las condiciones de empleo práctico, 
es decir, a una gama de velocidades en la cual el órgano conducido funcione 
económicamente y con gran rendimiento. Prácticamente, en toda industria 
se pueden encontrar correas, cadenas y cuerdas de trasmisión, engranajes 
abiertos o cualquier combinación de estos métodos de reducción de velo- 
cidad que, aunque poseen ciertas ventajas, van acompañados de muchas 
características perjudiciales. Puesto que la máxima relación práctica para 
una transmisión por correa es de 6 : 1 y la de cadena o engranaje recto 8 : 1, 
es evidente que una gran reducción sólo es posible con el empleo de una 
serie de unidades reductoras. También. es evidente que la transmisión que 
requiere una reducción considerable necesitará ocupar mucho espacio. 

Estas transmisiones son, además, difíciles de lubricar adecuadamente 
y ostán sometidas a un gran desgaste y deterioro, particularmente cuando 
están expuestas al polvo, suciedad, arena, humedad y humos ácidos y 


y 
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alcalinos. Otra,consideración importante es la de la seguridad. Si no están 
protegidas, las transmisiones abiertas son una fuente permanente de peli- 
gro, al tener al descubierto piezas que se mueven a gran velocidad. 

El advenimiento de las máquinas motrices de gran velocidad y rendi- 
miento y las desventajas de los métodos reductores de velocidad existentes 
dieron como resultado el desarrollo de 
la clase de mecanismos conocidos 
generalmente como reductores de ve- 
docidad. Estos mecanismos presentan 


Fra. 7-17 Fira. 7-18 


variaciones en su diseño, pero todos ellos constan, en esencia, de un tren 
de engranajes totalmente encerrado en una caja metálica. Se consiguen 
industrialmente relaciones superiores a 1.000 : 1 en esta clase de mecanis- 
mos, pudiéndose en casos especiales, conseguirse casi cualquier valor. 
Los reductores de velocidad pueden ser clasificados en las cuatro categorías 
siguientes: (1) engranaje de tornillo sin fin, (2) engranaje recto, (3) engranaje 
interior y (4) -engranaje planetario. 

1. Reductor de engranaje de tornillo sin A El tipo de reductor de 
tornillo sin fin se usa corrientemente para obtener grandes reducciones 

“entre árboles en ángulo recto. También se usan combinaciones de engranajes 
cónicos y rectos entre árboles que forman un cierto ángulo. 

2. Reductores de engranje recto. El reductor más usado de este tipo 
consta de un tren de engranajes dispuesto como en la Fig. 7-18 o en la 
Fig. 7-19, teniendo cada uno sus ventajas. El de la Fig. 7-18 se encuentra 
corrientemente en las grandes turbinas de vapor que usan engranajes de 
doble hélice (ver Fig. 5-15 de un reductor de 17.500 hp). El dispositivo 
más usado es el de la Fig. 7-19, cuyas ventajas más importantes son: gran 
reducción y compacidad en trasmisión recta. El árbol lento S aparece como 
una continuación del rápido F. El piñón rápido b engrana, corrientemente, 
con tres ruedas c colocadas a 120%. Esta aplicación simétrica de la carga 
en tres puntos tiene por objeto reducir el esfuerzo sobre los dientes. Soli- 
daria de cada una de estas ruedas hay otra d más pequeña que, a su vez, 
engrana con otra mayor e en puntos situados a 1200 de la mayor. Esta 
última va montada sobre el árbol lento S. Cualquier reducción que se desee 
puede obtenerse con relaciones apropiadas de los engranajes o por combi- 
nacionos en seric de trenes como éste. 

3. Reductor de engranaje interior. En el tipo de reductor de engranaje 
interior (Fig. 7-20), ol piñón rápido b engrana con tres ruedas intermedias, 
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situadas a 1200, que, a su vez, engranan con una rueda de dentado interior d. 
Las ruedas intermedias c van montadas en el cuadro e, y la d, solidaria del 
árbol lento S, puede girar libremente. Se pueden obtener mayores reduc- 
ciones combinando en serie varias unidades como ésta. : 


Fic. 7-20 Fic. 7-21 


4. Reductor de engranaje planetario. La Fig. 7-21 muestra un tipo de 
reductor de velocidades planetario. Aquí, como en los casos precedentes, 
el piñón rápido b engrana con tres ruedas intermedias c que van montadas 
locas sobre tetones que sobresalen de una placa e solidaria del árbol lento $. 
Al girar las ruedas intermedias c alrededor de sus ejes, engranan con una 
rueda d de dentado interior que permanece estacionaria. Esto hace girar 
a todo el conjunto formado por las tres ruedas intermedias, la placa porta- 
dora y el árbol lento. Combinando en serie varias de estas unidades se pue- 
den conseguir mayores reducciones de velocidad. 

La Fig. 7-22 es un diagrama de la conocida transmisión Hydra-Matic 
para automóviles. Se usan dos juegos planetarios por separado o combi- 
nados en serie para dar tres velocidades y una directa adelante. Un tercer 
juego planetario permite obtener la marcha atrás. Los sistemas planetarios 
para las marchas adelante están movidos y conectados por medio de unas 
bandas de apriete y unos embragues mostrados en la figura. 

En b (Fig. 7-22) se muestra la disposición para obtener la velocidad 
más lenta. Hay reducción a través de ambos juegos planetarios combina- 
dos en serie. La banda anterior impide la rotación de la rueda central 
anterior, haciendo que el portador (brazo) de los planetarios gire con el 
motor. El movimiento del portador de los planetarios mueve la bomba 
(parte del acoplamiento hidráulico). Al girar el rotor lo hace también la 
rueda central posterior. Por consiguiente, el portador posterior de los 
planetarios (árbol de salida) debe girar. Este, árbol está conectado al de 
transmisión. 


188 MECANICA DE MAQUINAS 


Para eludir el sistema planetario anterior y Obtener, por lo tanto, la 
reducción proporcionada por sistema posterior solamente, los discos de 
embrague anteriores se embragan y el juego de bandas posteriores se suelta. 
Esto bloquea el sistema planetario anterior, que gira como un todo, trans- 
mitiendo la rotación del volante directamente a la bomba del acoplamiento 
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hidráulico. El funcionamiento del sistema planetario posterior es el mismo 
de antes. 

Se ha indicado el método general de funcionamiento y no se tratan las 
combinaciones para obtener las otras velocidades. 


PARTE II 


CINEMATICA Y DINAMICA DE] MAQUINAS 


CAPITULO 8 


VELOCIDADES EN LAS MAQUINAS =: 


La cinemática y la dinámica de máquinas es el estudio de los movi- 
mientos y las fuerzas en las máquinas. En cuanto al movimiento, este 
estudio difiere del de los mecanismos (Parte 1 de este libro) en que aquí se 
tratan principalmente velocidades y aceleraciones en vez de desplazamientos. 

Tres objetivos se persiguen con el estudio de la cinemática y la dinámica 
de máquinas: 

l. La capacidad para determinar los movimientos y las fuerzas exis- 
tentes en las máquinas. 

2. El conocimiento de los fundamentos de la mecánica aplicada a 
las máquinas. 

3. El conocimiento de los detalles de algunos de los MEDA de aná- 
lisis de las máquinas. 

Los dos primeros son los más importantes y, de hecho, abatai aquella 
parte que el ingeniero puede confiar en conservar como componente de su 
bagaje de conocimientos. El tercero objetivo, sin embargo, no debe 'ser 
despreciado, puesto que, aunque el ingeniero está obligado a almacenar 
muchos de tales detalles de su profesión, bien en sus cuadernos, bien en su 
biblioteca, antes que en su memoria, su capacidad para hacer, años más 
tarde, uso apropiado de tal información depende en gran parte de la prác- 
tica que alcance durante su época de estudiante. 

En el análisis de las máquinas es ventajoso, a menudo, emplear métodos 
gráficos más extensamente de lo que es usual en el estudio de la mecánica 
y, en los capítulos siguientes, se hace hincapié en el uso de tales métodos. 

Como se dijo en el Cap. 1, la mayoría de las piezas de las máquinas están 
obligadas a tener movimiento plano o bidimensional; es decir, que sus puntos 
se muevan en planos paralelos. En tales casos es posible estudiar su movi- 
miento por medio de su proyección sobre un plano paralelo al de aquél; 
o sea, por medio de un esquema de funcionamiento de la máquina de la 
cual forma parte la pieza considerada. Esto se basa en el hecho de que todos 
los puntos de una pieza situados sobre una línea perpendicular al plano 
del movimiento tienen, exactamente, el mismo movimiento. En este libro 
se pone más interés en el análisis de aquellas máquinas cuyas piezas se 
mueven con movimiento plano. 


8-1. Métodos de análisis de velocidades. ¡En este capítulo se tratarán 
dos métodos generales, y se considerará brevemente un tercero, para de- 
terminar la velocidad de cualquier punto de una máquina que tenga movi- 
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miento restringido, cuando se conoce la velocidad de otro punto cualquiera. 
Ambos serán llamados método de las velocidades relativas y método de los 
centros instantáneos. El tercero es el método de las componentes ortogonales. 
Estos métodos pueden aplicarse, gráfica o analíticamente, aunque son, 
más a menudo, empleados gráficamente. Sin embargo, en muchos pro- 
blemas, la solución se consigue con más facilidad analíticamente o por 
combinación de ambos procedimientos. A pesar de todo, se considera que el 
aspecto representativo inherente a todo método gráfico facilita el enten- 
dimiento, al mismo tiempo que proporciona una técnica de trabajo de 
aplicación más amplia, por lo cual se dedica especial atención a los métodos 
gráficos. 

Las razones para hacer un análisis de la velocidad varían algo con el 
tipo de máquina a estudiar. En máquinas de gran velocidad es importante 
conocer las fuerzas de inercia producidas. Para determinarlas deben hallarse: 
las aceleraciones de ciertos puntos de la máquina y esto requiere que se 
haga previamente un análisis completo de las velocidades. En muchos. 
casos se puede obtener alguna idea de las aceleraciones del sólo estudio- 
de las velocidades. En los mecanismos de retroceso rápido usados en lima- 
doras, mortajadoras y otras -máquinas herramientas, un análisis de la. 
velocidad mostrará las velocidades de trabajo y retorno del útil. Frecuen- 
temente es más conveniente determinar la ventaja mecánica de un meca- 
nismo dado por medio del análisis de las velocidades que por el de las fuerzas. 
Finalmente, la velocidad de resbalamiento entre dos órganos en contacto- 
es un factor de importancia en el problema de la lubricación. 


8-2. Magnitudes vectoriales. Las magnitudes fundamentales de la 
mecánica pueden dividirse en dos grupos: escalares y vectoriales. Un 
vector tiene intensidad, dirección y sentido, mientras que un escalar 
carece de dirección (y por consiguiente de sentido). Un vector es una línea. 
recta, cuya longitud es proporcional al valor absoluto de la magnitud 
representada, indicando la dirección por la posición angular de la línea 
y señalando el sentido con una punta de flecha en el extremo correspon- 
diente. En este libro, el término dirección se empleará corrientemente 
para designar todas las propiedades direccionales de un vector, incluyendo 
el sentido. El punto inicial del segmento que constituye un vector es llamado 
origen o punto de aplicación del vector, y el punto en que acaba la flecha. 
se denomina extremidad o cabeza. . 

Son ejemplos de magnitudes vectoriales el desplazamiento, la velocidad, 
la aceleración, la fuerza y el momento. Ejemplos de magnitudes escalares 
son la distancia (sin tener en cuenta su dirección) y la energía. En los tra- 
tados de análisis vectorial se muestra que es posible manejar los vectores. 
del mismo modo que las cantidades algebraicas. Esto es, se pueden esta- 
blecer una serie de reglas por las cuales se pueden llevar a cabo con los 
voctoros operaciones similares a las comúnmente realizadas con las can- 
tidados algobraicas (tales como suma, multiplicación, diferenciación, ote.). 
Sin embargo, las operaciones adecuadas a la finalidad de este libro son, 
principalmente, la adición y la sustracción de vectores on un plano. 

A catan don operaciones se rofioro la Fig. 8-1. Los vectores mostrados en e 
son aumados en h, niendo su auma el vector Vy, Se puede escribir la soune 
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ción vectorial que simbolice esta operación, como queda indicado en la 
figura. Cualquier miembro de la ecuación queda representado en la figura 
con el mismo resultado: un origen en O y un final en Æ. El origen del vector 


n 
A 
) (g) 
(a) G Poyan 
y += e e dE 
W= Vela V,=V¿+Vs 


Frc. 8-1. Adición y sustracción de vectores. 


suma coincide con el del primer vector sumando, y la extremidad de aquél 
con la del último de éstos. En c y d de la Fig. 8-1, se dan ejemplos de sus- 
tracción. Tanto en c como en d, de la primera ecuación, se obtiene la segunda 
sin más que cambiar de miembro el sustraendo y, es evidente, que cada 
diagrama vectorial es la expresión gráfica de las dos ecuaciones respectivas. 
Cualquier ecuación vectorial que incluya sustracciones puede transformarse 
en otra equivalente con sólo adiciones, sin 
más que cambiar de miembro los términos 
sustractivos: Haciendo esto, se puede ver a A 
veces, más fácilmente, la correspondencia 
entre la ecuación y el polígono vectorial 
que la representa. Son de notar los signos a 
+ y >. Indican que la suma y la recta ah 
son vectoriales y no algebraicas. (a) 16) 
El hecho de que el orden en que se su- 
men dos vectores no tenga efecto en su 
suma se pone de manifiesto en la Fig. 8-2. 
Lo mismo puede decirse respecto a cual- 
quier número de vectores. 


8-3. Movimiento. En sentido estricto, no podemos conocer el movi- 
miento absoluto, porque no sabemos de ningún punto del universo del que 
podamos decir que es absolutamente fijo. Por consiguiente, todo movi- 
miento es relativo y sólo podemos decir de un punto que es fijo o se mueve, 
con relación a un observador. Cuando decimos que un automóvil viaja, 
respecto a un observador fijo, a 50 km/h, queremos decir, realmente, 
que 50 km/h es su velocidad relativa a un observador de la tierra, frente 
al que pasa el coche. Este es un punto de vista esencial usado en el estudio 
del movimiento en máquinas y mecanismos. Debido a que no nos damos 
cuenta de nuestro movimiento si, como observadores, nos situamos en un 
punto fijo de la superficie terrestre, adoptamos a ésta como nuestro sistema 
de referencia. Cuando se trata de movimientos en este libro, términos tales 
como velocidad o aceleración (algunas veces con referencia a velocidad 


Y th= N 
SAT 


Fic. 8-2. El orden de los suman.- 
dos no altera la suma. 
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«absoluta» o aceleración «absoluta») significan velocidad o aceleración 
relativas a la superficie terrestre cerca del punto o cuerpo en cuestión. 

La expresión velocidad (o aceleración) «relativa» implica, corrientemente, 
que el observador no está quieto sobre la superficie terrestre. Por ejemplo, 
si el coche A adelanta al B, la velocidad de aquél respecto a éste es la vista 
por un observador situado en B. Dicho en otras palabras, la velocidad que 4 
lleva con respecto a B es, simplemente, el exceso de velocidad que 4 tiene 
sobre B. La velocidad «relativa» es, por lo tanto, solamente la diferencia 
(vectorial) entre las velocidades de A y B. Esto será tratado con detalle 
más adelante. 

8-4. Movimiento de un punto. El movimiento de un cuerpo rígido se 
define por el movimiento de sus puntos. Por lo tanto, para estudiar los movi- 
mientos en las máquinas es necesario, pri- 
mero, considerar el movimiento de un solo 
punto. Como se dijo antes, se supone que los 
movimientos que aquí se tratan son movi- 
mientos planos, mientras no se especifique lo 
contrario. 

1. Posición de un punto. ` El movimiento 
de un punto lleva consigo un cambio de 
posición del punto y, por ello, lo primero 
que se necesita, al estudiar el movimiento 


Situación es un medio de definir la posición de un 
O del observador punto en cualquier instante. La posición de 
08=04 +48 un punto en un plano puede definirse: 
or (1) En función de su distancia a un par 
La =La HAL de ejes ortogonales fijos. 


Fic. 8-3. Vectores de posición (2) En función de la longitud y dirección 
y de desplazamiento para un de un segmento rectilíneo comprendido entre 
punto: móvil. el punto considerado y otro fijo en el plano. 
La dirección de dicha recta se mide por el ángulo positivo que forma con 
otra línea fija en el plano. 

En representaciones gráficas, la posición de un punto en un plano se 
refiere, corrientemente, al papel en que se dibuja y se indica por una letra 
o algún otro símbolo adecuado. 

En la Fig. 8-3 los vectores de posición O4 y OB determinan las posi- 
ciones de los puntos situados en A y B, respectivamente, con relación a 
un observador situado en O. (Puede suponerse que el observador usa un 
visor con el cual puede medir las intensidades y direcciones de tales vec- 
tores.) 

2. Desplazamiento de un punto. Con referencia a la Fig. 8-3, si un 
punto se mueve de A a B siguiendo cualquier trayectoria (indicada por 
la línea curva irregular), su cambio de posición se mide por el segmento 
rectilíneo AB; es decir, es la distancia AB medida sobre la recta de direc- 
ción AB. Esto cambio de posición es llamado desplazamiento del punto. 

Empleando los vectores de posición La y Lp se puede escribir la ecua- 
ción vootorial, 

Ly - ba Al (8-1) 
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que dice que la nueva posición B es la misma que la antigua A, salvo en la. 
diferencia o cambio de posición AL. Como antes, este vector de cambio de 
posición AL (o AB) es el desplazamiento del punto (magnitud vectorial). 


l Fra. 8-4 ; Fra. 8-5 


Es obvio que el desplazamiento no depende de la posición particular del 
observador. Es de señalar que, aunque la distancia total recorrida por el 
punto es la longitud de la curva irregular AB, el cambio de posición del 
punto es el segmento rectilíneo AB. 

Si un punto sufre una serie de sucesivos desplazamientos, el desplaza- 
miento total será igual al vector suma de todos aquéllos. Esto se indica en 
la Fig. 8-4, donde también se muestra que este desplazamiento total es 
el mismo cualquiera que sea el orden en que se tomen los desplazamientos 
parciales. 

La Fig. 8-5 es un ejemplo ilustrativo de desplazamientos que tienen lugar 
simultáneamente. Una barca se mueve en ángulo recto con la corriente de 
un río (a lo largo de AB) y es, al mismo tiempo, arrastrada aguas abajo 
por la corriente. El desplazamiento total AC de la barca será la suma de los 
desplazamientos parciales AB, conseguido por el remero, y BC, producido 
por la corriente. En realidad, ambos desplazamientos parciales ocurren 
simultáneamente y así la trayectoria de la barca es la diagonal AC, con el 
mismo desplazamiento total que si los parciales AB y BC hubieran tenido 
lugar por separado. 

3. Velocidad de un punto. El concepto de velocidad se obtiene al 
considerar el tiempo requerido para realizar un desplazamiento dado. 
Sea, en la Fig. 8-6, un punto que se mueve sobre la curva plana AB. En el 
instante t se encuentra en la posición 1 y en el tiempo (t + Át) en la 2. 
El desplazamiento del punto ha sido AL. Su velocidad media durante ese 
intervalo de tiempo es una magnitud vectorial cuya dirección es la misma 
que la de AL y su intensidad o módulo 4L/4t. La velocidad media real 
del punto durante ese mismo intervalo es As/4t. 

La velocidad media de un punto móvil durante un intervalo infinitesimal 
de tiempo es llamada velocidad instantánea. En este caso, las cantidades 
As y AL son los infinitésimos ds y dL, respectivamente. Puesto que estos 
últimos valores son prácticamente iguales, la velocidad real instantánea. 
ds/dt es la misma que el módulo de la velocidad instantánea y, puesto que 
la dirección de dL es prácticamente la misma que la de la tangente, la 
dirección de la velocidad instantánea es, también, la misma que la de la 
tangente. 

El infinitésimo ds es igual al producto R(d0), en el cual, R es el radio de 
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curvatura y d0 es el ángulo comprendido entre los dos radios trazados por 
el centro de curvatura a los extremos del segmento infinitesimal ds. El 
módulo de la velocidad instantánea es, por lo tanto, igual a R(d0/dt). 


d 
8 V=R a (8-2) 
As 
Kl Si se considera que el radio de curvatura se 


mueve con el punto móvil, la cantidad d0/dt 

puede tomarse como su velocidad angular. 

1 El término velocidad se refiere corrientemente 
a la velocidad instantánea y así será usado de 

Fra. 8-6 aquí en adelante. 

Es evidente que un punto que sufre despla- 
zamientos simultáneos tiene también velocidades simultáneas, si se consi- 
deran los correspondientes tiempos invertidos. Para el ejemplo (Fig. 8-5) 
de un hombre remando en una barca a través de un río, 


(Vel. de la barca) = (Vel. producida por el hombre) +>(Vel. de la corriente) 


(8-3) 


La velocidad resultante o total es igual al vector suma de las velocidad es 
componentes, y la velocidad de un punto, en general, puede considerarse 
como el efecto combinado de las distintas velocidades componentes. El 
polígono de velocidades puede suponerse como una reproducción a gran 
escala del diagrama de desplazamientos infinitamente pequeño, para su 
mejor comprensión, 

8-5, Movimiento angular. La posición angular de una línea en un 
plano se define en función del ángulo que la línea forma con alguna otra 
* arbitrariamente elegida en ese plano. El desplazamiento angular de una 
línea es el cambio de su posición angular. Si, por ejemplo, la línea AB de 
la Fig. 8-7 pasa a la posición A'B’ sufre un desplazamiento angular de 40 
unidades angulares, en sentido negativo, 


El desplazamiento angular de una línea no define completamente su 
cambio de posición. Por ejemplo, la línea A.B puede haberse movido a 
cualquier otra posición, oomo la indicada por A'B” habiendo sufrido el 
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mismo desplazamiento angular 40. Su posición angular final, sin embargo, 
sería la misma para cualquiera de estas dos nuevas posiciones 4'B y 4” B”. 
Si el desplazamiento angular de una línea tiene lugar durante un tiem- 
po 4t, la velocidad angular media durante ese intervalo viene dada por la 
relación 40/4t. Si se considera un tiempo infinitesimal, la relación d0/dt 
da la velocidad angular instantánea (o simplemente velocidad angular). 


Velocidad angular = w = a (8-4) 


Para hallar la velocidad angular de un cuerpo rígido con movimiento 
plano es necesario, solamente, encontrar la velocidad angular de cualquier 
línea del cuerpo en el plano del movimiento. Es obvio que todas las líneas 
de un cuerpo rígido deben tener el mismo movimiento angular. 

8-6. Movimiento relativo. 1. Desplazamiento relativo de dos puntos. 
La idea fundamental del movimiento relativo ha sido establecida en los 
artículos precedentes de este capítulo. Para dos puntos móviles, por ejemplo, 
su velocidad relativa es, simplemente, la diferencia vectorial de sus veloci- 
dades «absolutas». Lo mismo puede decirse del desplazamiento relativo 
y de la aceleración relativa de dichos puntos. El empleo de ecuaciones vec- 
toriales y sus roreespondientes diagramas vectoriales ayudarán a comprender 
estas nociones. 

En la Fig. 8-4 se vio que el desplazamiento de un punto móvil es el 
vector cambio de su posición relativa a cierto punto fijo. En lugar de referir 
la posición del punto móvil a cierto punto fijo, puede, en un momento dado, 
referirse a la posición ocupada por otro punto móvil, en ese instante. La 
posición de un punto móvil relativa a otro se define, exactamente, como 
se hizo en el Art. 8-4 para la posición de un punto móvil relativa a cierto 
punto fijo, y es, por lo tanto, una magnitud vectorial de la misma clase. 
Sean A y B, en la Fig. 8-8a, los dos puntos móviles en consideración. La 
posición del punto B relativa a A está dada por la línea AB medida en la 
dirección AB. Si a los puntos se les dan los desplazamientos ALa y ALp 
para llevarlos a las posiciones A” y B’, la posición de B relativa a A vendrá 
dada por la línea 4'B*. Tracemos ahora el segmento BB”, paralelo e igual 
a ALa. Por construcción, A'B” es igual al vector de posición relativa AB 
y, por tanto, B” B’ (= ALga) es el vector cambio de posición relativa. Por 
analogía, este vector es llamado desplazamiento relativo del punto B res- 
pecto al A. Por consiguiente, el desplazamiento de un punto relativo d otro 
se define como el vector cambio de posición relativa de ambos puntos. En la 
figura se ve que 

ALz = ALa + ALga 
o ALga = A Leg > ALa (8-5) 


Es evidente que el desplazamiento 4La4g de A respecto a B es igual y 
contrario al ALga de B respecto a A. 

2. Velocidad relativa. Consideremos ahora el desplazamiento de dos 
puntos A y B durante un tiempo infinitesimal dt. Los desplazamientos 
infinitosimales son demasiado pequeños para poder ser mostrados en una 
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figura, pero si las velocidades de A y B son conocidas pueden represen- 
tarse por vectores, como se hace en la Fig. 8-8b, y estos vectores serán 
proporcionales a los desplazamientos infinitesimales. Se deduce de esto 
que el vector Vga es proporcional al despla- 


pe N zamiento infinitesimal de B respecto a A. De 
N j Als la figura 
Alp 
Ala E =p Vs = Va + VBa 
AAA Mla O Vsa = Vs > Va (8-6) 
Y 
lo) 


Lo dicho anteriormente es un principio fun- 
damental de extrema importancia y debe ser 


l 8 ' completa y perfectamente entendido antes de 
SA seguir adelante. El artificio de considerar los 
APT I Y vectores velocidad como representaciones a 
yl gran escala de los desplazamientos infinitesi- 


males es de gran ayuda para hacerse idea del 
movimiento relativo. Por consiguiente, el «des- 


N 
\ 
w~ 
$ 
w 


A plazamiento» Vg puede considerarse como el 
ES (6) ` resultado de dos «desplazamientos» simultá.- 
Fic. 8-8 neos Va y Vsa. El desplazamiento total sería 


el mismo si los dos desplazamientos simultáneos 
fueran tomados por separado, y el punto B puede considerarse como mo- 
viéndose primero con A, es decir, paralelo a Va, hasta el extremo del 
«desplazamiento» Va, y luego sólo hasta su posición final en los extremos 
de los «desplazamientos» Va y Vsa. Durante la primera parte del recorri- 
do su posición relativa a A no cambia y, por lo tanto, todo el cambio de 
posición relativa debe tener lugár durante la segunda parte. Se deduce que 
Vsa debe ser el «desplazamiento» de B relativo a A y, si los vectores se 
toman de nuevo para representar velocidades, el vector Vga tiene que 
representar la velocidad relativa. Por consiguiente, la velocidad relativa de 
un punto con respecto a otro se define como la variación por unidad de 
tiempo del vector cambio de posición relativa de ambos puntos. 
3. Velocidad angular relativa de dos cuerpos rígidos. En la Fig. 8-9 
se muestran líneas de referencia dibu- 


jadas sobre dos cuerpos rígidos que 

tienen velocidades angulares w, y wg. dis L 
La velocidad angular de 3 con rela- 

ción a 2 se define como la diferencia 

entre wg y wx, O Sea, 


1 
8, 0 
o también EN E EN 


Wa = Wz — Wg (8-7) 
oa = og u= — wa 88) Fra. 8-9 


Se dobe poner cuidadosa atención en la consistencia de los signos dados a 
los valores numéricos usados en las ecuaciones anteriores. Es de notar que, 
si el ouorpo 2 pormanociose fijo, wag sería idéntica a ws, velocidad angular 
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«absoluta» de 3. Las ecuaciones muestran que la velocidad angular de 2 
relativa a 3 es igual y contraria a la velocidad angular de 3 relativa a 2 
(y las ecuaciones y conclusiones son ciertas para dos cuerpos cualesquiera 
que puedan ser numerados 2 y 3). 


METODO DE LAS VELOCIDADES RELATIVAS 


8-7. Velocidad relativa de dos puntos de un mismo cuerpo rígido. 
En el Art. 8-4 se vio que cualquier desplazamiento de un punto puede, para 
su estudio, suponerse conseguido por dos o más desplazamientos simultá- 
neos, cuyo vector suma es igual al des- 
plazamiento real. Refiriéndonos a la Fi- 
gura 8-10, supongamos que el cuerpo AB 
se ha desplazado a la posición A'B’ duran- 
te el tiempo At y que el desplazamiento 
de cualquier punto del cuerpo, tal como 
el B, es el resultado de dos desplazamientos 
simultáneos; el BB”, igual al desplaza- 
miento AA” de cualquier otro punto 4 
y el B” B’, desplazamiento de B con re- 
lación a A. 

Si los desplazamientos BB” y B” B’ se Hs y 
toman por separado, el resultado será el Bra Es No 
mismo; o sea que, si 4 y B pasan a A' y - Fic. 8-10 y ÍA ia 
B'"', y si, entonces, B se mueve de B” a ` en i 
B' a lo largo del arco mostrado, las posiciones finales de los dos puntos serám ! 
las mismas que si los desplazamientos tuvieran lugar simultáneamente. 
Puesto que dos puntos determinan la posición de un cuerpo que tiene mo- 
vimiento plano, es, evidentemente, posible para el cuerpo moverse formando- 
un todo con los dos puntos A y B, del modo descrito y, se deduce que, si ` 
el cuerpo se mueve de esta manera, el desplazamiento de cualquier tercer 
punto será el resultado de dos desplazamientos similares a los de B. 

La ecuación vectorial para el desplazamiento del punto B es 


BB’ = BB" +» B” B' = AA' + B” B' 
(0) A Lpg = A La + ALza 


Dividiendo ambos miembros de la ecuación por At, 


AL AL ÁL 
E = I~ + E o Vg med = Va med +> Vea med 


El módulo de V84 mea viene dado por 


sD Ez 
S> 


Fo a 
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De a 
VBA mea = as = AB L 
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donde 40 es el desplazamiento angular del cuerpo. La dirección de Vza mea 
forma un ángulo a con las posiciones inicial y final de la línea AB. Es 
obvio que este ángulo es el mismo para cualquier otro punto del cuerpo. 

Supóngase ahora que todos los desplazamientos tienen lugar durante 
un tiempo infinitesimal dt. Las velocidades medias pasan a ser velocidades 
instantáneas; el ángulo a se hace, salvo diferencias despreciables, igual 
a 9009; y el valor (2 sen 40/2)/A4t se convierte en d0/dt, la velocidad angular 
del cuerpo. Por lo tanto, 


Va = Vat VBa (8-9) 
O Ae 
Vai = AB ie B w (8-10) 


En resumen: 

1. La velocidad de un punto cualquiera de un cuerpo rígido viene dada 
por el vector suma de la velocidad de algún otro punto y la del primero 
relativa al segundo. 

2. La velocidad de un punto cualquiera de un cuerpo rígido relativa 
a cualquier otro punto del cuerpo es una magnitud vectorial cuyo módulo 
es igual al producto de la velocidad angular del cuerpo por la distancia 
entre ambos puntos y cuya dirección forma ángulo recto .con la línea de 
unión de los puntos considerados. 

Nótese que lo dicho en 1 es, simplemente, un caso especial de la relación 
que existe entre las velocidades de dos puntos independientes y su velo- 
cidad relativa. 

8-8. Aplicaciones del método de las velocidades relativas. Puntos de 
un mismo eslabón. La aplicación más sencilla y fundamental del método 
de las velocidades relativas es la mostrada en la Fig. 8-11. La velotidad 


Fra. 8-11 


del punto A del cuerpo rígido se supone que es completamente conocida 
y que la dirección de la a del punto B es la de la recta XX. La 
velocidad de B es 

Vg = Va + Vza 


La dirección de Vga es perpendicular a la recta AB. Por lo tanto, si el 
vector V4 se traza desde B y se dibuja una recta por su extremo formando 
ángulo recto con AB, la intersección de esta recta con la línea XX deter- 
minará los vectores velocidad Vs y Va, como se muestra en la figura. 
El diagrama vectorial debe ser consistente con la ecuación vectorial que 
representa, 
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Supóngase ahora que se desea hallar la velocidad de cualquier otro 
punto C. En primer lugar se escriben las siguientes ecuaciones vectoriales: 


Ve = Va + Vca 
Vc = Vrs + Vecer 


La solución simultánea de estas dos ecuaciones puede obtenerse del modo 
siguiente: Se trazan los vectores V4 y Vp desde el punto C, y por sus extre- 
mos se dibujan sendas rectas perpendiculares a AC y BC, respectivamente. 
La intersección de estas dos rectas determina el extremo del vector Vc. 
Si se compara ahora la construcción en C con las ecuaciones precedentes, 
se verá que ambas quedan satisfechas y el vector Vc debe, por consiguiente, 
representar a la velocidad del punto C. 
La velocidad angular del cuerpo rígido es 


VBa Vea Ves 
AB AC BC 


w = (a derechas) 


8-9. Aplicación a un mecanismo simple. El poligono de velocidades. 
En la Fig. 8-12a se muestra un mecanismo de cuatro eslabones en el cual V4 
velocidad del punto A del eslabón 2, se supone conocida y se desea ha- 
llar Vz, velocidad de un punto del eslabón 4. La velocidad de 4 tiene un 
módulo determinado por la velocidad angular y la longitud del eslabón 2 
(Va = 0,403). Su dirección es perpendicular a 0,4. Siendo el punto A 
el centro de una junta giratòria, es, en realidad, la posición de una pareja 
de puntos coincidentes, uno del eslabón 2 y otro del 3. Estos dos puntos 
deben tener la misma velocidad, pues de lo contrario, ambos eslabones, 


m Dirección de F ya 


Poo Os Y Ep b 
na \ 0. 
e 
Y 
a 
0, Ñ P O > ; 
(o) w) (c) 
. Fria. 8-12 


2 y 3, se separarían en A. La velocidad de un punto del eslabón 3 queda. 
conocida en cuanto se conozca Va. Del mismo modo, B representa una 
pareja de puntos coincidentes de los eslabones 3 y 4. Por consiguiente, 
y ya que A y B pueden considerarse como puntos del eslabón 3, es de 
aplicación el análisis de los artículos precedentes. Así, pues, Va = Va + Vga: 
En la suma vectorial representada por esta ecuación los lados del trián: 
gulo son: 
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V 4, conocido en intensidad y dirección. 

Y y, se sabe que es perpendicular a O¿B. 

Vga, se sabe que es perpendicular a BA. 

El polígono vectorial está dibujado en la Fig. 8-12b. Primero se traza. 
a una cierta escala, el vector V4. A continuación se dibuja, por el extremo 
de V14, una recta mm perpendicular a BA. Por el origen del vector V4 se 
traza una recta nn perpendicular a O,¿B. La intersección de estas rectas 
determina completamente los vectores Vg y Vga. La colocación apropiada 
de las puntas de flecha en las rectas que se cortan viene determinada por la 
necesidad de que el diagrama satisfaga la igualdad expresada por la ecuación 
vectorial. Ambos miembros de la ecuación empiezan en el polo indicado y 
se suman para terminar en el punto E. 

Haciendo la suma vectorial sobre el propio dibujo del mecanismo, en 
el punto cuya velocidad se desea hallar, como muestra la Fig. 8-11, se 
obtienen algunas ventajas, pero, en mecanismos complicados, se presta 
a confusión. Por ello, al aplicar el método de las velocidades relativas, 
tales construcciones se hacen, generalmente, fuera de la figura, como en 
la Fig. 8-12b. 

En la Fig. 8-12c se muestra el mismo diagrama empleando una notación 
simplificada. Se observa aquí que los vectores velocidad absoluta irradian 
del polo o y que el vector velocidad relativa está representado por la recta 
que une los extremos de los vectores velocidad absoluta. Las letras mi- 
músculas en los extremos de los vectores corresponden a las mayúsculas 
en el mecanismo. Así, og representa a Va, ob a Vg y ab y ba a Vga, y Vas, 
respectivamente. Este diagrama es conocido como polígono de velocidades 
(Fig. 8-120). Al dibujar polígonos de velocidades es importante tener en 
cuenta que todos los vectores velocidad absoluta son rectas que irradian 
del polo, mientras los vectores velocidad relativa son rectas que unen los 
«extremos de aquéllos. En lo sucesivo se pondrán las puntas de flecha en 
“los vectores velocidad absoluta para indicar su sentido, pero se omitirán, 
-corrientemente, en los vectores velocidad relativa para permitir que éstos 
sean leídos en cualquier sentido, según convenga. 


Fria, 8-13 


En la Fig. 8-13a, el mecanismo de la Fig. 8-12a ha sido dibujado modi- 
ficando el eslabón 3 para incluir un tercer punto O, cuya velocidad hay que 
determinar. En primer lugar se elige un polo o (Fig. 8-13b) y, conocido oa 
(velocidad do 4), se detormina ob (velocidad de B), como en la Fig. 8-120. 
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Para hallar la velocidad del punto C se tiene en cuenta la ecuación 
Ve = Vat Vea 


donde Va es conocida en intensidad y dirección y Vca se sabe que es per- 
pendicular a la línea CA. Si desde el extremo del vector oa, en el polígono 
de velocidades (Fig. 8-13b), se traza una recta perpendicular a CA, se 
sabe, por la ecuación, que sobre ella estará el extremo del vector ac. La 
determinación completa de Vc requiere, sin embargo, el uso de otra ecuación 


Ve = Va + Ven 


Aquí se conoce completamente Va y se sabe que Vcg ha de ser perpendicu- 
lar a la recta OB. Por lo tanto, si desde el extremo del vector ob, en el polí- 
gono de velocidades, se dibuja la perpendicular a CB, de la ecuación sabe- 
mos que en ella estará el extremo del vector bc. La intersección c de las 
dos rectas, perpendiculares respectivamente a AC y BC, determina los 
módulos de los vectores velocidad relativa ac y bc y, al mismo tiempo, 
el módulo y la dirección del vector oc que representa a Vc, la velocidad 
de C. Este método de determinar la velocidad de C es, esencialmente, el 
mismo que el empleado en relación con la Fig. 8-11; se ha descrito con 
detalle para mostrar cómo se puede emplear. el polígono de velocidades para 
reducir el trabajo gráfico. 

En el polígono de velocidades (Fig. 8-13b) la línea ab, representativa 
de Vga, se dibujó normal a la recta AB. Las líneas ac y bc se trazaron 
normales a AC y BC, respectivamente. Por consiguiente, los tres lados 
del triángulo sombreado abc del polígono de velocidades son perpendicula- 
res respectivamente a los lados del eslabón ABC, y se deduce que dicho 
triángulo abc del polígono es semejante al ABC del mecanismo. Por este 
motivo, el triángulo abc se conoce como la velocidad imagen del eslabón 
ABC. Cada lado o eslabón del mecanismo tiene su imagen en el polígono 
de velocidades. Las líneas ab, bc y ac son las imágenes respectivas de AB, 
BC y AC; La línea oa es la imagen de O,A (eslabón 2), ob de O¿B 
(eslabón 4), etc. La imagen del eslabón 1 (el fijo) es el polo o, el punto de 
velocidad cero, puesto que este eslabón no se mueve. 

8-10. Aplicación a órganos deslizantes, como levas y ruedas dentadas. 
En el mecanismo de leva (Fig. 8-14), que también puede considerarse para 
el análisis como la representación de una pareja de dientes engranados, 
el órgano 3 es movido por el 2. En el instante considerado, el punto 4, del 
conductor está en contacto con el Az del conducido. Ds la velocidad angular 
del conductor 2 se puede deducir la velocidad lineal V4, del punto A, 
o sea Va, =(0,43)07. El problema está en hallar la velocidad Va, del 
punto Aj del seguidor. Se conoce la relación 


Va, = Va, + Vasa, 


Se sabe que las velocidades Va, y Va, son respectivamente perpendicula- 
res a 0,4) y 0,43. Para trazar el polígono de velocidades se debe conocer, 
al menos parcialmente, la dirección de Va,4, Puesto que 2 y 3 son esla- 
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bones rígidos, no puede haber movimiento relativo en dirección de la 
normal NN”. Por consiguiente, Az y A, se pueden mover relativamente 
a lo largo de la tangente común TT’, solamente. El polígono está dibujado 
en la Fig. 8-14b. El vector oa, se toma igual a la velocidad V4, conocida. 
Por o y en la dirección conocida de V4, se traza una recta, y por az, otra 
con la dirección también conocida de V 4,4, (paralela a la tangente común 
T'T”). La intersección de estas dos rectas en az da los vectores Va, y V,a 


Fra. 8-14 
Conocida la velocidad de un punto de 3, la de cualquier otro punto del. 
mismo eslabón o la velocidad angular de éste puede hallarse fácilmente. 
8-11. Aplicación a un mecanismo complejo. En la Fig. 8-15 se da el 
esquema de una prensa de palanca. El eslabón 2 (conductor) tiene velo- 
cidad angular constante. El eslabón 8 es el último seguidor. Si la mani- 


vela O,A tiene una longitud de 10 cm y una velocidad angular de 1 rad/seg, 
el punto A tendrá una velocidad de 10 cm/seg. Conociendo Va, el pro- 
blema está en determinar Vr (velocidad del eslabón 8) por el método de 
las velocidades relativas. El mecanismo se encuentra casi al principio de su 
carrera, cuando Vpr es grande comparada con su valor durante la última * 
parte de su trabajo en que ejerce la presión. 

La Fig. 8-16b es el polígono de velocidades que se ha dibujado empe- 


VELOCIDADES EN LAS MAQUINAS 205 


zando con V (igual a oa) y continuando, a lo largo del mecanismo, hasta Vr 
(igual a of). Se ha usado una escala de velocidades de 1 cm = 10 cm/seg y 
se ha encontrado que Vr es igual a 14,6 cm/seg,.para el caso considerado. 
Nótese que Vr, (igual a af) no es, necesariamente, perpendicular a la recta 
trazada de F a A, puesto que la longitud de ese segmento puede variar; 
por consiguiente, Vra puede tener una “componente en la dirección FA 
así como normal a ella. 

Se deja al lector la expresión de las ecuaciones vectoriales necesarias 
y su relación con el diagrama vectorial de la Fig. 8-15b. 


8-12. Métodos de ataque. La solución de un problema de velocidad 
requiere, en general, emplear ciertas dosis de ingenio, ya que casi todos 
los problemas son, más o menos, casos especiales. El mejor método para 
obtener una solución depende en gran parte de las condiciones particulares 
del problema en cuestión. A modo de ejemplo, consideremos el mecanismo 
de la Fig. 8-16. Se conoce la velocidad del punto A y se buscan las de B y C. 
Las velocidades Vs y VBa se hallan por los métodos descritos en los artícu- 
los precedentes. Sin embargo, para la determinación en el punto C estos 
métodos fallan por la imposibilidad de fijar las intersecciones. Para hallar 
Vc nótese en primer lugar que 


Vsa =(AB)os y Vea = (40) o; 
Tor gae 
Vsa AB 


El vector Vca, al ser proporcional a Vga con razón de proporcionalidad 
AC/AB, puede determinarse por la sencilla construcción de triángulos 
semejantes mostrada en b enla figura. 
Esta construcción, si se desea, puede 
hacerse sobre el propio dibujo del 
mecanismo, como se muestra con 
líneas de trazos en la figura. Se halla 
ahora la velocidad de C al sumar los 
vectores Va y Vea. El diagrama vec- 
torial se ha dibujado en el punto © 
de la figura. 

La velocidad imagen de ACB 
está en la Fig. 8-16. Como ilustración ` 
del uso de la imagen, se ha hallado 
la velocidad de D, punto medio en 
tre A y C, situando el punto d en la 
imagen en el centro del segmento ac. 
La velocidad de D es el vector od. 

8-13. Consideraciones prácticas. 
A menudo se presenta el caso de ha- 
llar las velocidades en una sola posi- 
ción del mecanismo. Corrientemente 
se han de determinar las velocidades para un número suficiente de posi- 
ciones, para mostrar cómo varían los movimientos de los órganos de la 


Por lo tanto, 


(6) 
Fic. 8-16 
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máquina durante un ciclo completo. Se pueden ahorrar tiempo y trabajo 
deteniéndose a considerar el método de ataque, antes de empezar a resolver 
el problema; y, como se dijo antes, prácticamente todo problema. puede 
ser ventajosamente considerado como un caso especial. El problema dado 
en el artículo siguiente tiene como finalidad servir de ilustración a todo 
esto; no se pretende mostrar un método específico de aplicación a un gran 
número de problemas diferentes. 

8-14. Análisis de velocidades en una limadora de manivela. Suponga- 
mos que se desea hacer un análisis de las velocidades de la limadora de 
manivela mostrada en la Fig. 8-17. Para variar la carrera del carro porta- 
útil, la longitud del brazo de la manivela puede modificarse por medio de 
las ruedas cónicas y el tornillo mostrados en la figura. Para no extendernos 
demasiado, se hará el estudio para una sola longitud de dicho brazo. Esto 
lleva consigo la determinación de las velocidades de varias piezas de la 
máquina para todas las fases de un ciclo completo, es decir, durante una 
revolución de la manivela. El procedimiento general consiste en hacer 

. determinaciones de velocidad para un cierto número de posiciones durante 
el ciclo y hallar, por interpolación, las de las “posiciones intermedias, nor- 
malmente por métodos gráficos. 

Se supone que la rueda de la manivela gira con velocidad angular cons- 
tante de 10,5 rpm. La longitud del brazo es de 15 cm. Se desea hallar 
la velocidad del carro para todas las posiciones de la manivela, la ventaja 
mecánica del mecanismo y cualquier otro dato de interés que pueda pre- 
sentarse en el curso del análisis. 


SS 


a 
POON 


Fic. 8-17 


1. Análisis preliminar. Lo primero es elegir una escala apropiada 
(en el dibujo original se tomó la escala 1: 8) para dibujar el esquema del 
mecanismo en oualquier posición conveniente, como la mostrada en la 
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Fig. 8-18a, y calcular la velocidad del tetón de la “ manivela del modo 
siguiente: 
Va, = 15(27x)10,5 = 990 cm/min 


Se requiere ahora determinar Vs, la velocidad de la herramienta. 
El análisis se hace eslabón por eslabón, empezando por la velocidad cono- 
cida del 2. Tomando una escala apropiada (se eligió 3 cm = 10 m/min, 
en el dibujo original) se puede hallar la velocidad V4, (que también es V 4,) 
«del centro del tetón de la manivela, como el vector ođ@, en el polígono 
dibujado en b en la figura. Consideremos ahora la velocidad del punto Aj. 
La ecuación vectorial que relaciona la velocidad del punto del eslabón 4 
con un punto del 3 es 


Va, = V asas + Va, 


A, es un punto de 4 coincidente con el 4, de 3 y puede suponerse que está, 
situado en el eslabón 4 inmediatamente debajo del punto 4, Puesto 
que 4 gira alrededor del centro fijo Oj, 
la velocidad V4, tendrá una dirección 
perpendicular a la línea 0,4, y coinci- 
«dente con la de oa, en el polígono. El 
movimiento relativo de 4, y A4 se pro- 
«duce en la dirección del dado deslizante 
"que, en este caso, es la recta 0,44. Por 
lo tanto, si se traza por el extremo del 
vector oa; una recta paralela a 0,44, 
su intersección con oa, determinará a, 
y, por consiguiente, los valores de las 
velocidades Va, y Va,a, El punto del 
eslabón 4 situado en B tiene una velo- 
cidad cuya dirección es perpendicular 
a O¿B. Puesto que 4 gira alrededor de 
“un eje fijo, la velocidad V y, es propor- 
cional a V 4, según la relación 0,B/0,4 
y puede hallarse por el método de 
los triángulos semejantes mostrado 
en la figura y dibujado como ob, en * 
el polígono. El carro 5 está obligado _ 
a moverse en dirección horizontal, es 
«decir, tiene movimiento de traslación (o Voz, 03 
horizontal y, por lo tanto, el punto B; Fic. 8-18 
se mueve también en esa dirección. 
El movimiento relativo de B, y B; tiene lugar en dirección del eje de la 
horquilla, es decir, a lo largo de la recta O¿B. La ecuación vectorial es 
Va, = Va», +> Va, Las velocidades Ve,z, y Vs, pueden hallarse dibu- 
jando, por el extremo de ob, en el polígono, una recta paralela a O¿B que 
corte a la horizontal ob; dibujada por el polo o. El vector ob, representa la 
velocidad del útil. 

2. Análisis para todas las posiciones de la manivela. Se ha hecho el 
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estudio de las velocidades para una sola posición de la manivela y, ahora, 
se procurará reducir el trabajo necesario para hacer el mismo estudio en 
las otras posiciones. En primer lugar, dibujemos otra vez el esquema, como 
se ve en la Fig. 8-19, y dividamos la circunferencia descrita por el extremo 
de la manivela en 24 partes iguales, empezando por la derecha, donde el 
carro está al comienzo de su carrera de trabajo. A continuación, dibújese 
otra vez el polígono de velocidades de la figura anterior (que corresponde 
a la posición 11 de la manivela), como se muestra en b en la Fig. 8-19. 


14 122 10 8 6 4 20 
15 
02, 
124 
1 
ut 
X des 
A a | be 
ba EZ E? ET 
. E lo) 0% S 
02 
(o) 
lay 2 
Frc. 8-19 


Si este polígono se gira 90%, como se muestra en c en dicha figura, se obser- 
vará que oa, es paralela a la manivela O,A, que ob, es paralela al brazo 
O,B y que ob, está en la dirección de la línea central de simetría vertical 
del mecanismo. Esto sugiere la posibilidad de usar un dibujo modificado 
del propio mecanismo como polígono de velocidades. (Un polígono de 
velocidades defasado como el mostrado en la Fig. 8-19c, puede dibujarse 
para cualquier mecanismo, y algunos autores recomiendan su uso por la 
conveniencia de dibujar, en el polígono, los vectores paralelos, en vez de 
perpendiculares, a los ejes de los eslabones del mecanismo.) 

El próximo paso a dar consiste en construir el polígono defasado de 
la Fig. 8-19c sobre el propio mecanismo, como se muestra por las líneas 
gruesas, con el polo o colocado en el centro O,. La línea O, representa 
la velocidad del punto 4, (y As). El punto a, corresponde a aquél en que 
la recta, que pasando por a, perpendicular al brazo O,B, corta a dicho 
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brazo. Las líneas de trazos dibujadas desde A y B muestran cómo la pro- 
porción 0a,/0b, = 0,A4/04B, necesaria para situar el punto b, puede obte- 
nerse convenientemente. Por b, se dibuja una recta perpendicular al brazo 
O,B y se sitúa el punto b; en la intersección de esta línea con la vertical 
de simetría O,0,. La recta O,b; representa ahora la velocidad del carro 
(pero defasada 90° de su verdadera dirección). Dibújese ahora la circun- 
ferencia con O,đ, (velocidad Va,) como radio, con divisiones «numeradas 
correspondientes a las de la circunferencia del extremo de la manivela. 
El polígono de velocidades para cualquier otra posición de la manivela, y 
por lo tanto, la velocidad buscada Vs del carro puede ahora hallarse fácil 
mente con un pequeño dibujo en la 
nueva configuración del mecanismo Velocidad del 
y, dibujando las líneas del polígono 
defasado, desde O, como polo, pa- 02 
ralelas o coincidentes con los eslabo- 
nes del mecanismo, como se ha hecho 0,1 
para la posición 11 en el caso que se 
estudia a continuación. 0 
Puesto que se busca el vector ve- 
locidad ob, (que representa la veloci- 
dad del carro) para cada una de las 
24 posiciones de la manivela, se verá, 
a medida que se avance en la cons- 
trucción, que bastará hallar la situa- 
ción de los puntos intermedios, con 
lo cual se pueden omitir muchas de 
las líneas que irradian del polo O,. 
Los movimientos del carro a cada 0, 
lado de la posición central son simé- 
tricos; por ello, la determinación de 0, 
las velocidades es sólo necesaria en 
una mitad de la circunferencia. 


3. Eldiagrama velocidad-despla- 
zamiento. Empezando con el carro 
en la posición cero, en el extremo derecho (Fig. 8-20), y continuando hasta 
completar el ciclo, se han hallado las velocidades Vg, del carro (vector oby 
de la Fig. 8-19) frente a sus desplazamientos. Las ordenadas de la curva 
por encima del eje de abscisas representan las velocidades del útil durante 
su carrera de trabajo (de derecha a izquierda) y las ordenadas negativas 
corresponden a las -velocidades del útil durante su carrera de retorno. 
Este diagrama no es sólo útil para estudiar un mecanismo ya existente 
de esta clase, sino también para su proyecto original, durante el cual se 
pueden ensayar varias disposiciones y proporciones de las piezas que lo 
componen y comparar los diagramas correspondientes para decidirse por 
el que dé mejores resultados. En algunos proyectos se hacen modificaciones 
de los mecanismos típicos o convencionales para obtener una curva más 
plana durante la carrera de trabajo, es decir, una velocidad de corte más 
uniforme, 
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4. El diagrama velocidad-tiempo. Puesto que se supone constante la. 
velocidad angular de la manivela, las 24 divisiones iguales de su cireun- 
ferencia representan intervalos de tiempo iguales. Por lo tanto, si se toman 
24 espacios iguales de cualquier longitud adecuada sobre una línea hori- 
zontal, como muestra la Fig. 8-21, y como ordenadas las velocidades del 
carro, se obtendrá el diagrama velocidad-tiempo para el movimiento de 
dicha pieza. Este diagrama revela también, muy claramente, la relación 
existente entre las velocidades de trabajo y de retorno de la herramienta. 

La ventaja mecánica durante la carrera de trabajo puede deducirse del 
análisis de las velocidades. La ventaja mecánica puede definirse como la re- 
lación entre la resistencia que se opone al útil y la fuerza tangencial ejercida. 
sobre la línea primitiva de la rueda de la manivela, en el supuesto de un ren- 
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Fig. 8-21 


dimiento del 100 %. Se puede demostrar que esta relación es igual a la que 
hay entre la velocidad de la línea primitiva de la rueda de la manivela y 
la del útil. La velocidad de la línea primitiva de la rueda de la manivela 
cuyo diámetro primitivo es de 63,5 cm puede hallarse del modo siguiente: 


Y = Ro = 0,635/2 x 27 x 10,5 = 20,9 m/min 


Por consiguiente, si dividimos esta cifra por la velocidad del carro en 
cualquier posición de la carrera de trabajo, se obtendrá la ventaja mecá- 
nica para dicha, posición. Estos valores han sido calculados y con ellos 
se han tomado los puntos para construir la curva de la Fig. 8-21, Dicha 
curva muestra muy claramente que cerca del extremo de la carrera la 
ventaja mocánica es muy grande, con lo cual, si la herramienta sufre cual- 
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quier obstrucción imprevista, cuando el carro se halla en esta posición, se 
desarrollarán grandes esfuerzos. 

5. Aceleración y fuerza de imercia del carro. Aunque la aceleración 
se trata en el Cap. 9, el lector tendrá la base suficiente para seguir la simple 
discusión que se hace a continuación. Necesita tener en cuenta solamente 
que la aceleración es la variación de la velocidad respecto al tiempo y que la 
fuerzas son necesarias para producir aceleraciones. El diagrama velocidad- 
tiempo proporciona los datos para la determinación de las fuerzas de inercia 
del carro. En la Fig. 8-21, la longitud total de las 24 divisiones representa 
el tiempo invertido en dar la manivela una vuelta completa. Por lo tanto, 
un intervalo representa un tiempo 


60 
At = 10,5 x 24 = 0,238 seg 


Entre las posiciones 3 y 4, por ejemplo, el incremento de velocidad de 
Va, es 
AV pg, = 22,55 — 20,11 = 2,44 cm/seg 


La aceleración media es 


AVa, 244 
dt — 0,238 


AB, = = 10,24 cm/seg 


4 

Eligiendo una escala adecuada (en este caso se ha tomado 1 cm = 7,6 cm/seg?) 
se ha marcado la aceleración media para el centro del intervalo entre las 
posiciones 3 y 4. Empleando este mismo procedimiento en los demás 
intervalos se determinan las restantes ordenadas que, unidas por una 
curva continua, nos da las aceleraciones aproximadas del carro en todas 
las posiciones de su ciclo de movimiento. El peso del carro de esta máquina 
se supone es de 150 kg. La fuerza de inercia de esta pieza en la posición 4, 
por ejemplo, cuando la aceleración es de 7,863 cm/seg?, es 


W 150 ' 


La fuerza de inercia máxima (cerca de las posiciones 16 y 22) es de unos 9 kg. 


METODO DE LOS CENTROS INSTANTANEOS 


8-15. Centro instantáneo de rotación de un cuerpo rígido. De la figura 
y del estudio del Art. 8-7 se deduce que el desplazamiento de un cuerpo 
que tiene movimiento plano puede, para su análisis, considerarse como 
el resultado de una traslación con uno de sus puntos y una rotación alrededor 
de ese punto. En esto se basó el método de las velocidades relativas, El 
método de los centros instantáneos se basa en un concepto similar, el de 
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que cualquier desplazamiento de un cuerpo con movimiento plano puede 
considerarse como una rotación pura alrededor de algún punto. 

Supongamos, en la Fig. 8-22, que el cuerpo rígido AB se desplaza a 
una nueva posición cualquiera A'B’. Sin tener en cuenta cómo se haya 
producido, es evidente que el cambio de posición pudo haberse conseguido 
por rotación pura del triángulo OAB alrededor del centro O, situado en la 
intersección de las mediatrices de los segmentos A4* y BB'. 

Los desplazamientos de A y B pueden escribirse así: 


Desplazamiento de A = (04)2 sen a 


Desplazamiento de B = (0.B)2 sen 48 


Para un desplazamiento muy pequeño el ángulo 40 se hace infinitesimal 
y puede considerarse que el cuerpo gira momentáneamente alrededor del 
punto O como centro instantáneo. 

Dividiendo ambos miembros de las ecuaciones anteriores por At y 
haciendo que los desplazamientos y los 
incrementos; de tiempo y de ángulo 
sean infinitesimales, se obtienen los 
módulos de las velocidades instantá.- 
neas de los puntos 4 y B 


Aquí, w es la velocidad angular d0/dt 
de OA y OB, los radios de A y B 
al centro instantáneo O. Las direccio- 
nes de las velocidades de 4 y B son 
las mismas que las de los desplaza- 
mientos infinitesimales de A y B que 
- son, evidentemente, perpendiculares a 
Fra. 8-22 los radios OA y OB. 

Puesto que A y B representan a 
dos pintas cualesquiera de cualquier cuerpo rígido con movimiento plano, 
es posible generalizar. 


V=Ro (8-11) 


en la cual œ debe expresarse en radianes por unidad de tiempo y se deben 
corresponder las unidades lineales de V y R. En esta ecuación R es el radio 
instantáneo de rotación del punto que tiene la velocidad V del cuerpo 
cuya velocidad angular es w. 

La significación práctica del concepto de centro instantáneo se pone 
do maniflosto con un sencillo ejemplo. En la Fig. 8-23a, supongamos que el 
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cuerpo AB tiene movimiento plano, que Va (velocidad del punto A en 
un instante determinado) es conocida y que también se conoce la dirección 
de la velocidad de B, Vg, en el mismo instante. Los radios instantáneos 
de los puntos A y B son, como ya se ha visto, perpendiculares a las direc- 
ciones de las respectivas velocidades y pueden, por lo tanto, dibujarse 


(a) 


Fra, 8-23 


por A y B, como se indica con las líneas de trazos en la figura, Su inter- 
sección determina el centro instantáneo O. El módulo de Vg puede hallarse, 
ahora, a partir de las relaciones: 


V¿=(04)o Va = (0B)w 
Va OB 
O Sea, Ys = OA (8-12) 


siendo, por consiguiente, las velocidades proporcionales a sus radios ins- 
tantáneos de rotación. De modo semejante, cualquier otro punto C tiene 
una velocidad perpendicular y proporcional a 
su radio instantáneo OC (no mostrado). 

Se puede suponer, como una ayuda para su | 
comprensión, que el cuerpo está articulado en O, 
como muestra la Fig. 8-23, pero sólo en el ins- 
tante considerado. 

Es importante destacar que el cuerpo 4B no 
está necesariamente obligado a continuar girando 
alrededor del punto O, y, en general, no sucederá 
nal, Sin ombargo, en los análisis de velocidades nos interesan solamente las 
condiciones existentes en cada instante, durante el movimiento del cuerpo 


| | Cent, inst. 
je el oo 


Fig. 8-24 
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y es conveniente, por lo tanto, pensar en el movimiento del AB como si 
fuera una rotación alrededor del centro instantáneo O en cada instante 
considerado. 

Un caso especial de centro instantáneo es el mostrado en la Fig. 8-24. 
Aquí, el cuerpo tiene un movimiento de traslación rectilíneo y, por consi- 
guiente, los radios instantáneos de rotación de dos puntos cualesquiera 
son paralelos y se cortan en el infinito. 

8-16. Centro instantáneo de rotación de una pareja de eslabones. La 
sección precedente ha tratado del concepto de un centro instantáneo de 
rotación para un cuerpo o eslabón sencillo. Tal centro es, en efecto, la situa- 
ción del eje al que dicho cuerpo móvil puede suponerse articulado a otro 
eslabón estacionario en el momento en que se quiere hacer un análisis de 
velocidad. La Fig. 8-23b sirve de ilustración a todo esto. 

El centro instantáneo de una pareja de eslabones es sólo una extensión 
de esta idea y es el punto alrededor del cual uno de los eslabones puede 
considerarse que gira con respecto al otro en un momento dado, con objeto 
de hacer el análisis de velocidad sin tener en cuenta si el otro eslabón es 
o no fijo. Volviendo a la Fig. 8-23, es evidente que el centro instantáneo O,z 
es la posición común de la única pareja de puntos coincidentes de ambos 
eslabones que tienen la misma velocidad, es decir, cero. Supongamos ahora 
que el eslabón 1 se pone en movimiento, pero que el movimiento relativo 
de ambos eslabones no cambia en ese instante; esto último se cumple si 
las velocidades relativas de todas las parejas de puntos coincidentes sigue 
siendo la misma. La velocidad relativa de la pareja de O}; era nula, ya que 
la velocidad absoluta de cada uno de los dos puntos era cero. Con el eslabón 1 
en movimiento y con el movimiento relativo entre los dos cuerpos perma- 
neciendo inalterado, la velocidad relativa de la pareja de puntos coinci- 
dentes en O} debe seguir siendo la misma que antes, cero; así, pues, las 
velocidades absolutas de estos dos puntos deben ser idénticas. Esto nos 
lleva a la siguiente definición de gran utilidad. El centro instantáneo de 
cualquier pareja de eslabones está en la posición común de aquella pareja 
de puntos coincidentes, uno en cada eslabón, que tienen la misma velo- 
cidad absoluta. Una definición equivalente dice que está en la posición 
común de la pareja de puntos coincidentes que tienen velocidad relativa 
nula. En tal posición los dos eslabones pueden suponerse articulados en 
ese punto y en ese instante, ya que tienen idénticas velocidades instantá- 
neas (en intensidad y dirección) en ese punto. 

En los siguientes artículos se tratan con más detalle los métodos para. 
encontrar y utilizar estos centros, pero antes daremos algunos ejemplos 
que ayudarán a su mejor comprensión. En la Fig. 8-25 los números 12 

_(uno dos), 13 (uno tres), 23 (dos tres), etc., indican las posiciones de los 
centros instantáneos de las parejas de eslabones designados por las parejas. 
de números. En a se muestra un mecanismo articulado de cuatro barras. 
Son obvias las situaciones de los centros instantáneos 12, 23, 34 y 14. 
Cuando dos eslabones están conectados por una junta giratoria, en su 
centro, es evidente que los dos eslabones están obligados a tener la misma. 
velocidad, El contro 13 está situado on la intersección de las perpendicu- 
laros a las volocidados de los puntos A y B del eslabón 3, Este os ol contro 


VELOCIDADES EN LAS MAQUINAS 215 


instantáneo de rotación del eslabón 3, del mismo modo que 12 y 14 lo 
son de 2 y 4, respectivamente. 

En un mecanismo de cuatro eslabones hay seis combinaciones posi- 
bles de dos eslabones y, por consiguiente, hay seis posibles centros instan-- 
táneos de rotación. Se han determinado cinco; la situación del sexto, 24,. 
depende del hecho de que cuando un mecanismo se invierte, los movimientos 
relativos entre sus piezas no cambian. Por lo tanto, tampoco la posición 


Fig. 8-25 


del centro para el movimiento relativo entre dos eslabones cualesquiera. 
Para aplicar esta idea a la Fig. 8-25a, consideremos la inversión del meca- 
nismo mostrada en b, en la cual el órgano fijo es 4 en vez de 1. La locali- 
zación del centro instantáneo 24 se hace exactamente del mismo modo 
que para encontrar el 13 en el mecanismo original de a. Así, el centro 24- 
pormanece en la misma posición cuando se deshaga la inversión para volver: 
a la situación original. 

Debe notarse que 23, 34 y 24 son todos ellos centros instantáneos del 
mismo tipo. Ninguno es un centro de rotación como lo son 12, 13 y 14, 
puesto que ninguno de los eslabones con ellos relacionados es fijo. La posi- 
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ción 24 es la de un punto que tiene la misma velocidad tanto si se considera 
perteneciente al eslabón 2 (ampliado) como si se supone que es del 4 (am- 
pliado). Los puntos 23 y 34 tienen estas mismas características en cuanto 
a los eslabones correspondientes. Tales puntos pueden ser llamados puntos 
de trasferencia, a diferencia de los centros de rotación, porque permiten que 
el análisis prosiga de un eslabón a otro al transferir la velocidad de uno a 
otro eslabón en un punto de velocidad común. 

En los demás mecanismos mostrados en la Fig. 8-25, se han señalado 
los centros instantáneos que se localizan con facilidad. Algunos centros no 
mostrados no se determinan tan fácilmente por los medios tratados hasta 
ahora. La sección siguiente de este capítulo presenta una ayuda simpli- 
ficadora. El lector debe estudiar cuidadosamente los casos de la Fig. 8-25. 
En particular, debe poner gran atención en el centro 23 de d. Cuando un 
eslabón rueda sobre otro, los puntos de contacto deben tener la misma velo- 
cidad, puesto que ninguno desliza o resbala sobre el otro. Por consiguiente, 
el centro instantáneo para el contacto de rodadura entre dos cuerpos es 
siempre el punto de contacto. 

Es obvio que muchos centros instantáneos son, además, centros fijos 
o permanentes. ` 

8-17. Ley de los tres centros. El método para localizar los centros 
instantáneos de un mecanismo de cuatro articulaciones basado en la apli- 
cación de principios fundamentales sen- 
cillos, fue demostrado en el artículo pre- 
cedente. Es obvio que este método sería 
bastante complicado y laborioso para 
mecanismos de seis, ocho o más eslabo- 
nes. En este artículo se sugiere un mé- 
todo más sencillo y práctico de localizar 

Fra. 8-26 centros instantáneos de rotación y que 
» es conocido como la ley delos tres centros. 
Esta ley puede establecerse así: Cuando tres cuerpos cualesquiera tienen 
movimiento plano, sus tres centros instantáneos (o centros de rotación relativa) 
están en línea recta. 

En la Fig. 8-26 se muestran tres cuerpos cualesquiera con movimiento 
relativo. plano. Suponiendo conocidos los centros instantáneos 12 y 13, 
el problema consiste en demostrar que el tercer posible centro instantáneo, 
23, debe estar en la recta que une 12 y 13. En primer lugar, se demostrará 
que esto es cierto cuando es fijo el eslabón 1. Supongamos que el centro 23 
puede tener una posición tal como la A de la Fig. 8-26. Como punto de 2 
la dirección del movimiento de A es la indicada por el vector V4, que párte 
de A y es perpendicular al radio 124. Como punto de 3, la dirección del 
movimiento de A es la indicada por el vector V4, que parte de A y es 
perpendicular al radio 134. Es evidente que aunque estos vectores pueden 
ser del mismo módulo, no coinciden, como sería necesario para que los dos 
puntos coincidentes tuvieran nula su velocidad relativa. Esto es sólo posible 
si A, o sea, 23, está sobre la recta que une 12 y 13. Por consiguiente, los 
tros centros 12, 23 y 13 dobon estar on línea recta, como establece la ley 
de los tros centros. 
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Si el eslabón 1 no es fijo, sólo hay que tener en cuenta que la inversión 
de un mecanismo no altera los movimientos relativos entre sus eslabones. 
Por tanto, la posición de 23 (que es el centro de rotación relativa de los 
eslabones 2 y 3) no cambia por el hecho de que 1 sea un eslabón móvil. 
La ley de los tres centros es válida, pues, para cualquier terna de eslabones: 
que tengan movimiento relativo plano. 

8-18. Procedimiento para hallar centros instantáneos. Antes de poder 
utilizar los centros instantáneos para analizar velocidades en un mecanismo,. 
deben determinarse sus posiciones. Puede no ser siempre necesario conocer: 
las posiciones de todos los centros instantáneos de un cierto mecanismo, 
para hallar las velocidades buscadas. Sin embargo, el procedimiento que se: 
expone a continuación es lo bastante general como para adaptarse a cual- 
quier situación, y se supondrá que se han de localizar todos los centros. 

1. Hallar el número de centros. Puesto que hay un centro por cada 
pareja de eslabones, el número total N de centros es igual al de combina- 
ciones de n elementos (eslabones) tomados de dos en dos. 


N= 2 1) (8-13) 


2. Hacer una lista de todos los centros. 

3. Localizar, por simple inspección, tantos como sea posible y mar- 
carlos en una lista. 

4. Localizar los restantes centros usando la ley de los tres centros. 

Como ejemplo, consideremos la Fig. 8-27. Se ha encontrado que el 
número de centros es seis y se han relacionado eri b en la figura. Los cen- 
tros 12, 23, 34 y 14 se hallan por simple inspección y se marcan en la lista. 
Quedan por determinar 13 y 24. Para hallar 13, consideremos la combi- 
nación de los eslabones 1, 3 y 2. Los tres centros instantáneos son 13, 12 
y 23 que deben estar en línea recta, con arreglo a la ley de los tres centros. 
Se traza, pues, dicha recta por los centros conocidos 12 y 23. Considerando 
ahora la combinación formada por 1, 3 y 4 se ve que el centro 13 debe 
estar también en la recta que une los centros 14 y 34. Puesto que 13 debe 
pertenecer a cada una de estas dos líneas, sólo puede ser la intersección 
de ambas, como se indica en la figura. 

La localización del centro 24 se hace por un procedimiento similar, 
pues está en la intersección de las rectas 23-34 y 12-14. ` 

La siguiente regla práctica es muy útil para aplicar la ley de los tres 
“centros, particularmente, cuando el mecanismo a estudiar tiene muchos 
eslabones. Se toma un punto, en el papel, para cada eslabón, y se marca, 
como indica la Fig. 8-27e. Se puede dibujar una recta para cada dos esla- 
bones en este diagrama y, así, tendremos tantas rectas como centros ins- 
tantáneos. A continuación se trazan las rectas correspondientes a los cen- 
tros hallados por simple inspección. Hemos visto que en la Fig. 8-27 eran 
fácilmente localizables los centros 12, 23, 34 y” 14, así pues trazamos las 
rectas 1-2, 2-3, 3-4 y 1-4 en el diagrama. El próximo paso consiste en 
trazar una recta representativa de uno de los centros desconocidos, Si se 
puedo dibujar una recta (como la 13) que complete simultáneamente dos 
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triángulos, se puede hallar el centro que dicha línea representa. Por ejemplo, 
la recta 1-3 indica que el centro 13 está sobre la recta que pasa por 14 y 34 
y también en la que une 12 con 23, de acuerdo con la ley de los tres centros. 
Por consiguiente, 13 está en la intersección de las rectas 14-34 y 12-23. 


12 13 14 


lo) 
Fic. 8-27 


Fra. 8-28 


VELOCIDADES EN LAS MAQUINAS 219 


La recta 1-3 del diagrama, se dibuja ahora en línea gruesa para indicar 
que el centro correspondiente ya se conoce. Se deja al lector el hallazgo 
del centro 24 siguiendo el mismo procedimiento. 

Es obvio que habrá ocasiones en que las intersecciones de algunas rectas 
y, por lo tanto, la situación de algunos de los centros caigan fuera de los 
límites del dibujo. A veces se puede resolver el problema sin necesidad del 


Fic. 8-29 


centro que, por ello, no se puede situar, pero no siempre es posible. Cons- 
trucciones o técnicas especiales o métodos de análisis diferentes, como el 
de las velocidades relativas, se pueden entonces emplear. Es conveniente 
tener flexibilidad al intentar resolver un problema determinado y tener 
dispuesto el empleo de más de un método de análisis de velocidades. 

Las Figs. .8-28 y 8-29 son ejemplos para estudiar varios mecanismos 
en los que se han hallado los centros instantáneos. En los respectivos dia- 
gramas las líneas gruesas corresponden a los centros que se hallaron por 
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inspección y las de trazos representan que se obtuvieron después apli- 
cando la ley de los tres centros. 

Quizá, la Fig. 8-29a requiera alguna aclaración. Dicha figura indica que 
cuando dos eslabones tienen contacto deslizante, sus centros instantáneos 
deben estar en sendos puntos de la normal común trazada por el punto de 
contacto, lo cual es cierto en general. El punto de contacto P es en realidad 
el conjunto de dos puntos coincidentes, P, del eslabón 2 y P, del 3. Mientras 
las levas 2 y 3 están en contacto motor, “estos dos puntos no pueden tener 
movimiento relativo en dirección de la normal común NN”. Es evidente que 
el movimiento relativo instantáneo de los puntos P, y P; debe ser de resba- 
lamiento a lo largo de la tangente común TT”. El centro instantáneo del 
movimiento relativo debe estar sobre una recta que forme ángulo recto 
con la tangente común, es decir, la normal común en el punto de contacto. 
En la Fig. 8-29a la intersección de esta normal común con la recta que une 
12 y 13 nos da la situación del centro 23, el tercero de los tres centros ins- 
tantáneos de este mecanismo particular de tres eslabones. 


8-19. Aplicación de los centros instantáneos a la solución de problemas 
de velocidad. Este y los siguientes artículos mostrarán el uso de los centros 
instantáneos para resolver problemas de velocidad. La Fig. 8-30 es la 8-27 
con todos los centros dibujados. Suponiendo que V4, velocidad de 4, es 
conocida, se trata de hallar Vg, velocidad de B. De acuerdo con el prin- 
cipio de los centros instantáneos, los eslabones 3 y 1 pueden considerarse 
conectados a una junta en 13 en el instante mostrado, puesto que tienen 
la misma velocidad en dicho punto. Por consiguiente, 13 es un centro 
de rotación para 3 con miras al análisis de velocidades. El punto 4, que per- 
tenece a los eslabones 2 y 3 se mueve con la velocidad representada por el 
vector V4. Puesto que A y B son dos puntos de 3, las velocidades Va y Va 
son directamente proporcionales a las distancias 13-23 y 13-34, respectiva- 
mente, de estos puntos al centro 13. Las ecuaciones correspondientes son 


; Va = (13-23) Va = (13-34) o 
Va Ve 
De donde; 13-23 ~ 13-34 


Esta igualdad queda representada en la figura por la construcción gráfica 
empleada para hallar Vg. Cuando un vector se coloca en lugar distinto 
al suyo, por conveniencia de construcción, su símbolo se modifica para evitar 
confusión, tal como se ha hecho con Va: y Vr. 

La velocidad Va también puede hallarse a partir del centro 24 que 
representa los dos puntos coincidentes de 3 y 4 que tienen la misma velo- 
cidad. Puesto que el centro 24 es un punto del eslabón 2 (ampliado) que 
gira alrededor del centro 12, se mueve con una velocidad absoluta 


12-24 
Va = Va 3333 


Vas mostrado en la Fig. 8-30. Pero, el centro 24 es también un punto del 
eslabón 4 (ampliado) que gira alrededor de 14. Por lo tanto, el punto B se 


mueve con una velocidad Va = Va, i = T Este método de determinar V y se 


, €s decir, con una velocidad representada por el vector 
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muestra gráficamente en la construcción de líneas de trazo lleno de la 
Fig. 8-30. 
A veces, es necesario determinar la relación de las velocidades angulares 


24 7 am 
Fic. 8-30 


de dos órganos de un mecanismo con respecto a un tercero. El empleo de 
los centros instantáneos en estos casos se puede ver del modo siguiente: 

Recordemos que, en la Fig. 8-30, el centro 23 es el punto de igual velo- 
cidad de los eslabones 2 y 3. De la relación fundamental œ = V/R, se deduce 
que la velocidad angular de 3 con respecto a 1 es igual a la del punto 23 
dividida por la distancia 13-23, es decir, 


Voz 
sı 13.23 
así como wa =3 r 3 3 
Por tanto on 13:23 
on _ 12-24 
y da 14-24 205) 


Por consiguiente, las relaciones entre las velocidades angulares de los 
eslabones de un mecanismo pueden expresarse en función de las distancias 
entre los centros instantáneos, sin intervenir para nada las velocidades 
angulares. 

8-20. Aplicación al mecanismo de biela y manivela. La Fig. 8-31 es 
el esquema de un mecanismo de biela y manivela con sus centros instan- 
táneos. Se supone conocida la velocidad V4 del centro del tetón A de la 
manivela. Se puede hallar la velocidad Vps del émbolo usando el punto 13 
como un centro instantáneo de rotación del eslabón 3, de acuerdo con la 
construcción mostrada con líneas de trazos. También se puede usar, con el 
mismo objeto, el centro 24. La velocidad de este punto se determina consi- 
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derándolo primero como perteneciente a2 y después a 4. O sea, que la velo- 
cidad se transfiere de 2 a 4 en un punto (el 24) de velocidad común. Esta 
construcción está hecha con líneas de trazo lleno. 


Frc. 8-31 


8-21. Aplicación al caso de levas o engranajes. La Fig. 8-32 muestra 
un mecanismo de leva de tres eslabones con la situación de sus tres centros 
instantáneos. Es semejante el caso de dos dientes de engranaje en contacto. 
El eslabón 2, girando en el sentido 
marcado por la flecha, mueve al 4. 

Supongamos que se conoce la veloci- 
dad de un punto cualquiera B del órga- 
no conductor y que se busca la de uri 
punto cualquiera C del conducido. 
Puesto que el centro 23 es el punto de 
velocidad común de ambos eslabones, 
resulta ser, como en los ejemplos ante- 
riores, el punto de transferencia de la 

Fra. 8-32 velocidad de 2 a la de 3. La solución 
se muestra gráficamente en la figura. 

Es evidente (Art. 8-19) que la relación de las velocidades angulares de 
conducido a conductor está dada por la expresión 


ou _ 12-28 
Ugg 13.23 
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8-22. Aplicación a un mecanismo complejo. En la Fig. 8-33 se mues- 
tra la solución de un problema relativo a un mecanismo de seis eslabones. 
Puesto que hay 15 centros, su localización es algo más complicada que en los 
ejemplos precedentes. Aunque rara vez es necesario hallarlos todos, se hará 
aquí su determinación completa como ejemplo ilustrativo siguiendo los mé- 
todos ya expuestos. En el diagrama mostrado en b, las líneas llenas represen- 
tan los centros instantáneos determinados por inspección. Las líneas de tra- 


E 


Fic. 8-33 


zos corresponden a los que se hallaron usando la ley de los tres centros. En 
un mecanismo complejo es útil considerar mecanismos de cuatro eslabones, 
puesto que los centros desconocidos de tales mecanismos se encuentran en 
las intersecciones de los lados opuestos (ver Figs. 8-30 y 8-31). 

Una vez hallados todos los centros instantáneos, supongamos que la 
velocidad del punto A de 2 es conocida y que se busca la del punto D de 6. 
El órgano 6 tiene movimiento de traslación, por lo que las velocidades 
de todos sus puntos son idénticas. La velocidad V, del punto de 2 que se 
halla en el centro 26 puede determinarse fácilmente, como se indica en la 
figura. El punto 6 de este mismo centro tiene la misma velocidad. Por 
consiguiente, Vp, velocidad de D, se puede hallar ahora. La figura muestra 
cómo puede hallarse Vp usando el centro 25. La solución empleando 25 
es posible, puesto que se conoce la velocidad de un punto de 2 (es un dato) 
y se busca la de un punto de 5, 
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Son también posibles otras soluciones que no se han mostrado. Por 
ejemplo, partiendo del eslabón 2 puede pasarse a la velocidad de 3, a través. 
del centro 23, y de éste a 5, a través del centro 35 (después de hacer uso- 
del centro de rotación 13 para el eslabón 3) y, finalmente, a 6 en el centro 56, 
empleando el centro de rotación 15 para el eslabón 5. 


8-23. Aplicación a trenes de engranajes planetarios. La solución de- 
los dos problemas de trenes de engranajes planetarios que se presentan, 
son ejemplos de la utilidad de los centros instantáneos para resolver pro- 
blemas de engranajes. La mayoría de estos problemas pueden resolverse 
por otros medios, pero usando más de un procedimiento, podemos compro- 
bar los resultados. 

En el tren planetario mostrado en la Fig. 8-34, las letras a, b y c repre- 
sentan los números de dientes de las ruedas. El paso es 10 y los números. 
de dientes son: a = 75, b = 30 y c = 15. Aplicando el método tabular- 
del Cap. 7 se encuentra la relación entre el número de vueltas de la última, 
rueda c y del brazo d 


Me l +aje  1+75/15 6 
Ra 1 1 1 


Ahora, como comprobación de esta solucción, hállense los centros ins- 
tantáneos, que en este caso se designan con letras, y trácese un vector de 
cualquier longitud conveniente por el centro bd, extremo del brazo d. 


Fic. 8-34 Fig. 8-35 


Puesto que el centro bd es el punto de velocidad común de los órganos 
b y d, su velocidad es la misma, tanto si se considera el giro alrededor del 
centro ad como del ab. Es evidente, de la construcción mostrada en la figura, 
que el centro mò representa la velocidad de un punto de la circunferencia. 
primitiva de la ruoda e, y el vector a la del punto coincidente del brazo d. 
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Puesto que los dos puntos coincidentes giran alrededor del mismo centro 
«ac (o ad), mo y mn son proporcionales a las velocidades angulares de c y d. 
O sea: 
Ne mo 3,96 6 
na mn 0,68 i 


aprox. 


El resultado numérico se obtuvo mediante los vectores mo y mn en el 
dibujo original, y puede verse que este resultado coincide casi exactamente 
con el valor exacto obtenido antes por el método tabular. 

Consideremos ahora la Fig. 8-35. El paso de las ruedas es 8 y los números 
de dientes a = 60, b = 18, c = 33 y d = 45. Aplicando el método tabular 
se encuentra que 


na _ l — acjbd _1— 60 x 33/18 x 45 1,444 
Nne 1 1 => 1 


Aplicando el método gráfico del mismo modo que en la Fig. 8-34 se llega a 


na mo 1/08 1,4 TN 
ne ma 075 1 prox, 


” 


De nuevo se observa que este resultado está casi completamente de acuerdo 
con el exacto obtenido por el método tabular. 

Es obvio que el método gráfico descrito puede duplicarse analíticamente 
paso a paso. No se entrará aquí en detalles, pero se llama la atención al 
hecho de que el vector mo en la Fig. 8-34 es, evidentemente, doble del 
trazado por bd; asimismo, el vector mn es un tercio de este último. Por 
consiguiente, mo es exactamente seis veces mayor que mn. 


8-24. Centrodos. ‘Los movimientos relativos de dos eslabones cuales- 


Centrodos 
móviles 


Fic. 8-36 Fic. 8-37 


quiera pueden ser considerados como una serie de rotaciones alrededor 
de posiciones sucesivas de su centro instantáneo de rotación relativa. 
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Una pareja de curvas en contacto, cada una perteneciente (y por lo tanto 
moviéndose con él) a un eslabón y conteniendo siempre a dicho centro, 
constituyen lo que se llaman centrodos de movimiento relativo de estos 
eslabones. Se deduce de ello que hay un par de centrodos para cada pareja. 
de eslabones en un mecanismo. 

Por ejemplo, si un eslabón cualquiera, como el 3 (Fig. 8-36) tiene movi- 
miento con relación al eslabón fijo 1, su movimiento puede considerarse 
como una serie de rotaciones alrededor de posiciones sucesivas del centro 
instantáneo 13. Si se dibuja una curva que una todas estas posiciones. 
sucesivas de 13, dicha curva es llamada centrodo fijo. El lugar geométrico 
del centro 13 puede considerarse como una curva unida al eslabón 1. De 
modo semejante, si se une.un plano al órgano 3 para que gire con él, puede 
dibujarse en este plano una segunda curva que contenga siempre al centro 13. 
Esta segunda curva recibe el nombre de centrodo móvil. Si se materializaran 
estas curvas y se vieran obligadas a rodar sin deslizamiento una sobre otra, 
podrían remplazar a los eslabones 2 y 4, proporcionando a los 1 y 3 los 
mismos movimientos relativos que tienen en las condiciones actuales. 
Estos centrodos tienen un interés principalmente teórico. Las formas 
simétricas, como círculos y elipses, pueden tener más interés práctico. 
Por ejemplo, si una rueda rueda sobre un carril, el centro instantáneo 
de la rueda es siempre su punto de contacto con el carril. La superficie 
superior del carril es, por consiguiente, el lugar geométrico de este centro, 
es decir, el centrodo fijo. La Hanta de la rueda contiene siempre el centro 
instantáneo y es, por lo tanto, el centrodo móvil. 

En una pareja de ruedas dentadas el centro instantáneo del movi- 
miento relativo está siempre en el punto de contacto de las circunferencias 
primitivas. Por consiguiente, estas circunferencias primitivas constituyen 
un par de centrodos de movimiento relativo y ambos son centrodos móviles. 
En el caso del mecanismo de la Fig. 8-37, los centrodos de movimiento 
relativo son una pareja de elipses. En general, se puede decir que, salvo 
en el caso de curvas con simetría como las antes mencionadas, los centrodos 
son de poca importancia práctica. 


COMPONENTES ORTOGONALES 


8-25. Fundamentos del método. La idea fundamental en que se basa 
este método puede enunciarse simplemente así: 

Si dos puntos se mueven de modo que la distancia entre ellos no cambie, 
sus velocidades deben tener la misma componente en dirección de la recta. 
que los une. 

Esto es evidente para dos puntos separados por una distancia fija. 
En la fig. 8-38a se da Va. El punto B es también del mismo eslabón y está. 
situado a distancia fija de 4. Se traza la recta que pasa por ambos y se 
descompone V4 en sus componentes ortogonales (en ángulo recto), una, 
según dicha recta de unión y la otra en la perpendicular a ella. La compo- 
nente en la dirección a B es la velocidad que 4 tiene hacia B y si la distan- 
cia AB no ha de variar, B debe moverse con idéntica componente de su 
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velocidad en esa dirección. Esta componente no es la velocidad total del 
punto B, pero toda otra velocidad de este punto debe ser perpendicular 
a AB. Por consiguiente, la componente mostrada más (suma vectorial) 
una componente perpendicular adicional da la velocidad total del punto B. 
Si la dirección de Vg es conocida, se puede hallar Vg completamente. 
En b y c de la Fig. 8-32 se dan sendos ejemplos. 


i Velocidad 
adicional de 
8 


Fira. 8-38 å 


El método es sencillo y rápido en muchos casos. Sin embargo, no es más 
conveniente, en. general, que el método de las velocidades relativas y, en 
realidad, ambos son bastante parecidos. En b y c en la Fig. 8-38 se muestran 
diagramas vectoriales de velocidad, en los que se ve que la velocidad rela- 
tiva en cada caso se descompone en las componentes ortogonales requeri- 
das para este análisis. Es más significativo y útil disponer de las velocida- 
dos relativas totales y éstas se obtienen directamente por el método de las. 
velocidades relativas sin ningún esfuerzo adicional. Así, pues, el método 
de las componentes ortogonales es de menor valor que el de las velocidades 
rolativas, 
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METODOS ESPECIALES Y COMBINACIÓN DE METODOS 


8-26. Ejemplos. Sucede a veces que se presenta un problema que no 
se puede resolver directamente por los métodos generales descritos hasta 
aquí. Los fundamentos generales, sin embargo, siguen siendo de aplicación, 
pero se necesita ingenio y flexibilidad para determinar el mejor modo de 
aplicarlos a cualquier caso particular. No se pueden dar reglas para resolver 
todos los problemas especiales que puedan surgir. El caso de la Fig. 8-39 
servirá de ejemplo. Se muestran cuatro eslabones de un mecanismo bastante 
complicado; se han omitido los restantes eslabones para mayor sencillez 
del dibujo. Se suponen conocidas las velocidades de los puntos D, E y F 
y se desea determinar la velocidad de cualquier punto del eslabón 2. 


Vae (dirección) 


Fic: 8-39 


Al intentar aplicar el método de las velocidades relativas para hallar 
la velocidad del punto A, se ve en seguida que la dirección de V4 es des-- 
conocida, con lo cual el método falla. Lo mismo ocurre con los puntos B y C. 
Parece, pues, que el problema no se puede resolver. 

Sin embargo, tracemos en el eslabón 2 por el punto A la prolongación. 
de la recta DA. Asimismo, la continuación de BE. La velocidad del punto 
de intersección S de estas dos rectas viene dada por la solución de dos ecua- 
ciones vectoriales 


Vs = Va + Vsa = Vo > Van > Vsa 
Vs = Va + Vss = Ve + Vaz + Vses 
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Nótese ahora, que los vectores Vap y Vsa son ambos perpendiculares a la 
recta DAS. Deben tener, pues, la misma dirección y, por consiguiente, el 
vector suma (Van + Vsa) también. Y así este último puede ser tratado 
como un vector sencillo perpendicular a la recta DAS. El mismo razona- 
miento se puede aplicar al vector suma (Vaz + Vss). Por consiguiente, 
si los vectores (Van + Vsa) y (Vse + Vss) se dibujan (en el polígono 
de S) por los extremos de los Vp y Vz, respectivamente, su intersección 
nos determinará el vector representativo de la velocidad Vs. El lector debe 
comprobar cuidadosamente que los diagramas vectoriales se corresponden 
exactamente con las ecuaciones a que representan. Una vez hallada la 
velocidad de S, se puede determinar la de cualquier otro punto de 2, tal 
como el C. Algunas veces se necesita combinar el método de las velocidades 
relativas con el de los centros instantáneos para resolver un problema 
dado, como ocurre con el mecanismo de la Fig. 8-40. Se da la velocidad 
del punto A y se pide la de E. 

Al pretender resolver el problema por el método de las velocidades 
relativas, se ve inmediatamente que, puesto que las direcciones de las 
velocidades de B y C son desconocidas, no se puede seguir adelante. Para 
aplicar el método de los centros instantáneos deben conocerse los centros 
13, 16 y 36. El centro 16 está situado en O¿, y el 36 puede hallarse fácil- 
mente; por otra parte, el 13 cae fuera de los límites del dibujo y por ello su 
determinación y su uso serán difíciles, si no imposibles, 


Fra. 8-40 


Para resolver el problema, nótese primero que 36 es la posición de un 
par de puntos coincidentes de 3 y 6 que tienen la misma velocidad. Como 
punto de 6, la dirección de su velocidad debe ser perpendicular a la recta 
04-36. Como perteneciente a 3 debe cumplirse la ecuación vectorial 


Vas = Va + Vasa 
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V364 és perpendicular a la recta 36.4 del eslabón 3 (ampliado). Por tanto, 
puede determinarse la velocidad V¿¿, como se indica en la figura. Una vez 
hallada V}, puede encontrarse la del punto £ por cualquiera de los méto- 
dos citados. 


METODOS ANALITICOS 


Los métodos descritos en los artículos precedentes son principalmente 
“gráficos. Sin embargo, no debe deducirse de ello que los métodos gráficos 
hayan de ser siempre preferidos a los analíticos. Ambos tipos de métodos 
tienen sus particulares aplicaciones y no se debe usar uno de ellos cuando 
el otro sea más conveniente. En los artículos siguientes se analizan dos 
mecanismos, como ejemplo del empleo de los métodos analíticos. 


8-27. Mecanismo de biela y manivela. Consideremos en primer lugar 
el mecanismo de biela y manivela de la Fig. 8-41. La expresión para el 
desplazamiento del émbolo ha sido deducida ya en el capítulo correspon- 


x 
ls 


Carrera 


Fra. 8-41 


diente, pero se va a repetir aquí para presentar la solución completa. 
Para el émbolo, el desplazamiento x, contado a partir del extremo derecho 
de su carrera, es f 


x = R + L— R cos 0 — L cos q 
= R(1— cos 0) + L(1 — cos q) 
Por consideraciones geométricas, 


R sen 0 = L sen $ 


sen $ = = sen 8 


AA 3 
También cos $ = VI — sen? $ = V — (E sen o) 
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Sustituyendo este valor de cos $ en la ecuación de v, nos queda ya ésta 
en función de una sola variable, 0, ángulo de la manivela 


— [/R_Ẹ 
z = RA — 0s 0) + L |1 — 1 (F seno) | (8-15) 


Esta expresión puede simplificarse, desarrollando en serie la raíz, con lo cual 


R R3 
ES Dr 2 
= R( 0050) +22 y sent 0 + yg Fa sen 0+ 
1x3 K 1x3 x5 R” 
KEEL EELE ÓN ) 


Derivando con respecto al tiempo, ended la velocidad Vg del émbolo 


a EIEEE 


1x4RB- 27 d0 
taxar cos O 7 + > )- 


1x3R! 


TE Ta% 9 + 


= Ro, [soy 5 senao (14 a ¿sen 0 + ¿4 


1x3x5R% 


TIE 6 LS 


sent f : -)| (8-16) 


donde se ha escrito œw, velocidad angular de la manivela, en vez de d0 /dt. 

Lo hecho hasta aquí puede considerarse como el método analítico funda- 
mental. Consiste en determinar el desplazamiento de un órgano en función 
del desplazamiento conocido de otro y luego derivar con respecto al tiempo 
para hallar la velocidad del primero en función de la del segundo. También 
es posible hacer uso de los principios fundamentales empleados en los 
métodos gráficos. 

Consideremos de nuevo la Fig. 8-41. Del análisis de las velocidades 
relativas y de los triángulos semejantes oab en el polígono de velocidades 
y O¿AC en el mecanismo, se tiene, 


0,0 


Va a 0, A 


que se puede poner en forma adecuada para el cálculo, del modo mgnienie: 


oy QC OBtgeg _ (L cos $ + R cos 0) tgs _ 
ateoa The T R 
i= Ron (Zaen g y bn) 
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“y, puesto que 
sen ġ = ? 0 
= y *en 
se llega a 


Ya = = Ro, cs 0 t 


R sen 0 cos O 1 R sen20 
g )- Roy (son 043 0084 


Comparando esta expresión con la (8-16), previamente deducida para Fp, 
es evidente que 1/cos $ es igual a la serie del paréntesis de la Ec. (8-16). 
Se puede obtener una expresión para 1/cos ġ en función de R, L y 0 del 
modo siguiente: f 


= G. T 1 1 
cos$ yI—sen?ġ VI— RJL sen? 0 
Si se desarrolla esta expresión, la serie que se obtenga será idéntica a la 


obtenida previamente. 
La velocidad angular de la biela puede hallarse del modo siguiente: 


(8-17) 


sen $ = — KR sen 0 


L 
dp _ R o 
cos $ 47T tos 07 
dọ E cos ds 
s= “qe T T cos cos $? ad 


Sanonta Ahora que se pide la velocidad de un punto Æ de la biela 
situada a la distancia h de la articulación B. ; 
Las componentes horizontal y vertical de Vg. son 
Vi = = vE— ra~ = Vg— VEs sen bd 
V = V+ Vaj =0+ Ven cos $ = Vez cos q 


La velocidad relativa Vgs viene dada por 


R cos 0 
Var = hos =h L cos ga 
Por consiguiente, 
TER 1 R sen20) , R cos 0 
VE = Ros (son + ET: AA w sen $ 
; 1 R sen20 h R sen 0.cos O 
= Ro, (sm0 + m) Ro, L L cos $ 


(8-19) 


R cos 0 
[E E a - 
y Va =h T T y 2920080 (8-20) 
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Si h es igual a cero, la componente horizontal será igual a Vp, y la vertical, 
nula. Si h es igual a L, las componentes horizontal y vertical serán iguales 
a las del extremo de la manivela. 

8-28. Mecanismo de limadora. Como nuevo ejemplo, consideremos 
otra vez el mecanismo de limadora de manivela discutido en el Art. 8-14. 
Con referencia a la Fig. 8-18, supongamos que la velocidad angular de la 
manivela es «w, y que se desea hallar la velocidad Vps, del carro porta- 
herramienta. Esto puede conseguirse del modo siguiente, que se explica 
por sí mismo: 


Va, zl V 4,(04B/ 0,4) 


T do cos $ 
Va, = Va, cos (0 — $) = Va,(cos O cos $ + sen 0 sen $) 
O,B AÑ ha 
0,A hi +XRcos0 
De donde 
Va — V ah cos O cos $ + sen 0 sen $ 
a h p Reosð cos $ 
R sen 0 
Va Ros So MIS 


Y, por consiguiente, 


R sen? 0 3) (8-21) 


(s0 + E Rh, + Bcos0 


B = Eo + h, hr 


CAPÍTULO 9 


ACELERACIONES EN LAS MAQUINAS 


En el capítulo precedente se expusieron métodos para determinar las 
velocidades en las máquinas. En éste se desarrollarán métodos para hallar 
las aceleraciones. Se verá que el análisis de las aceleraciones va necesaria- 
mente acompañado del de las velocidades. Del mismo modo, ambos son 
esenciales para el análisis de las fuerzas de inercia. Este último se estudiará 
en el Cap. 11. 


9-1. Aceleración de un punto. La aceleración de un punto es la rela- 
ción entre su vector cambio de velocidad y el tiempo. Refiriéndonos a 


Vo = Y Ay 
<A AY 
ğ 8 Aay 
e N 8 
Ya Č 
AG 
10) 
(6) lc) 
Fra. 9-1 


la Fig. 9-1a, sea el punto P que se mueve sobre la curva plana AB y supon- 
gamos que, al pasar de la posición 1 a la 2, su velocidad cambia de V, a Va. 
Este cambio queda completamente representado por la diferencia vec- 
torial AV, como se muestra en b en la figura. La relación 4V/4t entre 
el vector cambio de velocidad y el tiempo invertido por el punto en pasar 
de l a 2 es el valor de la aceleración media del punto durante el inter- 
valo At. Si, ahora, el segmento 1-2 y el tiempo invertido en recorrerlo se 
hacen infinitesimales, la relación 4V/4t se convierte en dV/dt, que nos 
da el valor absoluto de la aceleración instantánea de dicho punto. La 
palabra aceleración significa corrientemente aceleración instantánea. 

Volviendo al polígono vectorial de la Fig. 9-15, supongamos que OC es 
igual a OA y tracemos la cuerda AC. De b y c se deduce evidentemente 
que el vector cambio de velocidad AV es el vector suma de AC y CB, 
o sea, que 

AV = AC > OB 
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El módulo del vector CB representa el cambio de intensidad (cambio 
escalar) de la velocidad del punto P cuando éste pasa de una a otra posición. 
AC es el vector que representaría el cambio total de velocidad si el cambio 
escalar fuera nulo, es decir, si la velocidad cambiase solamente de dirección. 

Si dividimos ambos miembros de la ecuación vectorial por el incre- 
mento de tiempo At, obtenemos 


AV AC CB 
Ama = -r AER 0 


que nos da la aceleración media de P en función de las componentes vecto- 
riales AC/4t y CB/At. 

Antes de seguir adelante, es conveniente reconocer que puede haber 
confusión con los símbolos empleados para designar velocidades y acele- 
raciones; algunas veces no se sabe si representan a la magnitud vectorial 
completamente o sólo a su módulo. Cuando exista la posibilidad de tal 
confusión, las letras minúsculas representarán sólo al módulo. Es decir 


v=mod V y a = mod A 
Volviendo de nuevo a nuestra ecuación y a nuestra figura, se ve que 


AC 2 sen 40/2 
=% 


mod S Ji (9-2) 
CB v— Av 
mog At M A (92) 


En el límite, cuando Át se hace cero, se ve que las direcciones de los 
vectores AC/At y CB/At quedan,' respectivamente, normal y paralela 
a V,, o sea, normal y tangencial a la trayectoria en la posición 1. Estos 
vectores reciben por ello los nombres de componentes normal y tangencial 
de la aceleración A y serán representados por A" y A', respectivamente. 
Finalmente, sus módulos son 


2 sen 40/2 d0 
1 AEA 


n — li e ME 
E- E. 0 
Av dv i 
t— oh pes -5 
ri di 
y A=ArpA4' (9-6) 


De la simple inspección de la Fig. 9-1 se deduce que la componente A” está 
siempre dirigida hacia el centro de curvatura de la trayectoria y que el 
sentido de la componente A* es el mismo o el opuesto a la velocidad, depen- 
diendo de que esta última aumente o disminuya de módulo. 
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~ ` La cantidad d0 es el desplazamiento angular 
del vector velocidad V durante el tiempo dt. Por 
lo tanto, d0/dt puede tomarse como la velocidad 
angular del vector velocidad V. Si el radio de cur- 
R=radio  Vatura de la trayectoria se supone que se mueve 
de curvatura con el punto, la velocidad angular del vector V es 
w -también la del radio. 


a Hay algunas relaciones interesantes entre V, 

A", At y el radio de curvatura R. En la Figu- 

0 ra 9-2, supongamos que el punto P se mueve 

Fia. 9-2 según la curva plana MN con velocidad V y ace- 


leración A y que el radio de curvatura OP (= R) 
acompaña al punto. Se ha visto que el módulo de V es igual al producto Rø, 
siendo w la velocidad angular del radio de curvatura. De aquí 


d0 y? 
n — y a = == . = 2 — — - - 
a r vw = Ro w = Rw R (9-7) 
dv d dw dR dR 
l = >—=— = A — = A - 
y a = J Er Rw = R J; + w de Ra 4- w Ji (9-8) 


donde a es la aceleración angular del vector velocidad y, por lo tanto, 
del radio de curvatura. La cantidad a es, evidentemente, igual a d209/dt?, 
Es de señalar .que, si el radio de curvatura es constante (si el punto sigue 
una trayectoria circular), el valor w d.R/dt se hace igual a cero. 

Puesto que 4” y A* son perpendiculares entre sí, el módulo de la acele- 
ración total puede expresarse así: 


a= VWP (ay (9-9) 


9-2. Aceleración relativa de dos puntos cualesquiera. El desplaza- 
miento relativo de dos puntos se ha definido como el vector cambio de su 
posición relativa, y su velocidad relativa, como el cociente de dividir por 
el tiempo el vector cambio de posición relativa. Análogamente, la acele- 
ración relativa de dos puntos puede definirse como el vector cambio de 
velocidad relativa por unidad de tiempo. f 

En la Fig. 9-3a los puntos A y B se mueven sobre las curvas mostradas. 
Durante un mismo intervalo de tiempo Át, el punto A va de A, a Az y 
el B de B, a B, Los vectores cambio de velocidad resultantes quedan 
indicados en los respectivos polígonos. 

En la Fig. 9-3b se muestra la velocidad relativa Vas al principio; y 
en c la velocidad relativa al final del intervalo 4t. Finalmente, en d está 
el vector cambio 4 Vaz de Vaz de la velocidad de A relativa a B. 

Si expresamos todo esto en forma de ecuaciones, tendremos: 


AVas = (Vas + AV 4B) > Van = (9-10) 
= {Va H 4V a) —> (Vs + AVB)]—> Vas = 
= Va —> Va AVa > 4AVa> Vas = 
= AVa>4Vz (9-11) 
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Dividiendo ambos miembros por Át, 


AVas AVa AVz 
= > 


At At At ` (1 


Para un tiempo infinitesimal 


AaB = Ar > Az (9-13) 


donde Aaz es la aceleración relativa buscada. O sea, la aceleración de A 
relativa a B es igual a la diferencia vectorial de las aceleraciones absolutas 


de A y B. 
va + BYa 
< fs 
Y +0Y % 
8 8; 
: — ya + Bla 
Ya 
lo) 
Y Vas PAY 
ho a 
Ya Va +» AVe 
(6) lc) 
Fia. 9-3 


Enla Fig. 9-3d se ha descompuesto AV 4g en los vectores que repre- 
sentan el cambio en dirección (40) y en módulo (CB) de Y 4g, como se hizo 
en la Fig. 9-1. De modo similar al empleado en el Art. 9-1, obtenemos 


Wa = VAB di (9-14) ` 
dv 
as = (9-15) 


y Aas = Aja + Aup (9-16) 
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La componente normal 4”, es perpendicular a la velocidad relativa Vaz 
cuyo sentido en esa perpendicular está señalado por el de d0/dt, velocidad 
angular absoluta del vector Vaig. El sentido de la componente tangen- 


. t A n . 
cial Ag es igual u opuesto al de Vas, según vag aumente o disminuya. 


9-3. Aceleración relativa de dos puntos de un mismo cuerpo rígido. 
La aceleración relativa de dos puntos de un mismo cuerpo rígido posee 
ciertas características especiales que corresponden, en general, a las que 
tiene la velocidad relativa de tales puntos. Para estudiar estas caracte- 
rísticas consideremos la Fig. 9-4a. 

En el Art. 9-2 se vio que la aceleración relativa de dos puntos cuales- 
quiera puede descomponerse en dos componentes, perpendicular y paralela 
a la dirección de la velocidad relativa. También se vio que sus módulos eran 


“ d0 s dupa 
Ug4 — UBA di y Aga = 77 


donde d0/dt es la velocidad angular del vector velocidad relativa Vga. 
Puesto que, en este caso, el vector Vg4 es siempre perpendicular a la recta 
AB, es evidente que el sentido de la componente normal es de B hacia A; 
nunca separándose de A.* 

Su valor es 


dpa = m = vgaw = (AB ; w)w = (ABja? (9-17) 


donde dĝ/dt ha sido remplazado por su equivalente œw, velocidad angular. 
del cuerpo. ' 

La dirección de la componente tangencial es paralela a Vga y, por 
consiguiente, perpendicular a la recta AB. Su sentido es tal que hace a B 
girar alrededor de 4 en el mismo sentido que la aceleración angular del 
cuerpo. Su valor es 


d(AB) 


Aupa) d e 
de 


dw 


(AB)a (9-18) 
{La expresión w[d(4B)/dt] es cero, puesto que la distancia AB es cons- 
tante.) Es de señalar que el segmento AB desempeña el mismo papel 
que el radio de curvatura de la trayectoria de un punto que se mueve 
sobre una circunferencia en las correspondientes expresiones de su acele- 
ración absoluta. Esto era de esperar, ya que el movimiento del punto B 
relativo al A es una rotación de B alrededor de A, siendo la trayectoria 
relativa (valga la expresión) una circunferencia de radio AB. Como indican 
los vectores de trazos en B 


As = A14 + Aba A 


1 La prueba de esto constituye un buen ejercicio. Dibújese el cuerpo rígido 
en dos posiciones y aplíquese el método fundamental tratado en el Art. 9-2. 
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Se ha visto que la dirección de la velocidad relativa de dos puntos 
del mismo cuerpo rígido es perpendicular a la recta de unión de ambos 
puntos. La aceleración relativa de dos puntos de un mismo cuerpo rígido 


Fic. 9-4 


se encuentra en condiciones similares. El ángulo ġ en la Fig. 9-44 viene 
dado por la relación t 

tis aBa _ AB'a — 2 (9-19) 
8 n AB: w? q? 


QBA 


Es decir, que el ángulo ġ es independiente de la situación de los dos pun- 
tos 4 y B, y sólo depende de la velocidad angular y de la aceleración angu- 
lar del cuerpo. 

Cuando un cuerpo rígido gira alrededor de un centro fijo O, como mues- 
tra la Fig. 9-4b, la aceleración absoluta de cualquier punto P del cuerpo 
es, simplemente, la aceleración relativa con respecto al centro fijo O. Por 
consiguiente, se deduce que las componentes normal y tangencial de la 
aceleración absoluta de un punto P son 


ap = OP: œ 
ap=0P-a 


Es el mismo caso que el tratado en relación con la Fig. 9-2 para un radio 
de curvatura constante. La aceleración total del punto es 


Arp = ApH Áp= 0P- pH OP'a 


Muy a menudo, en los problemas de aceleración, se conoce la velocidad 
angular w de un eslabón. Como ejemplo de este tipo de problemas, consi- 
deremos el movimiento del cuerpo rígido mostrado en la Fig. 9-5. La 
aceleración del punto A es completamente conocida y la de B sólo en direc- 
ción, y también se conoce la velocidad angular «w del cuerpo rígido. Se 
desea hallar el valor absoluto de Az y la aceleración angular a. La acelera- 
ción Ag está dada por la ecuacióri siguiente: 


Ag = Ar > Aha P Aba 
El módulo de 45, puede calcularse así: 


aga = AB: w? 
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y se puede trazar por el extremo de A 4, como se indica. Aunque el valor 


de Aha es desconocido, se sabe que su dirécción es perpendicular a Apa 
y puede, por lo tanto, trazarse desde el extremo de ésta. La intersección 


(dirección 
dada) 
Fic. 9-5 


de esta recta con la que representa la dirección de Ag determinará “los 
valores de los vectores Aj y Aja. La aceleración angular del cuerpo rí- 
gido es a =apy/AB. De la construcción se deduce que la aceleración 
angular tiene sentido a izquierdas, en el caso particular mostrado. 

Se llama la atención al hecho de que al tratar con problemas de acelera- 
ción, el centro instantáneo para el estudio de las velocidades no debe con- 
fundirse con el centro de curvatura de la trayectoria. Por ejemplo, en la 
Fig. 9-6, el punto A del mecanismo se mueve con trayectoria circular 
cuyo centro es O,. El punto 4, sin embargo, es también un punto del 


0s eslábón 3 cuyo centro instantáneo 
A: es Oz para el análisis de velocida- 
AN des. La componente normal de la 


aceleración A va dirigida hacia el 
centro de curvatura O, de su tra- 
yectoria, no hacia el centro instan- 
táneo Os. 

Es de notar que el centro.ins- 
tantáneo, tal como se ha definido y. 
usado para el estudio de las velo- 
cidades, no puede emplearse en el 
análisis de la aceleración. En el 
punto en que dos eslabones tienen 

Fic. 9-6 la misma velocidad no tienen, nece- 
sariamente, la misma aceleración. 

9-4. El polígono de aceleraciones. En el artículo precedente se vio 
cómo se podían determinar las aceleraciones, por medio de sumas vecto- 
riales. El objeto de este artículo es mostrar el procedimiento a seguir en 
la construcción de un polígono de aceleraciones. En la Fig. 9-7a se muestra 
un mecanismo sencillo de cuatro eslabones que se ha dibujado a una escala 
conveniente. Se dan la velocidad angular œw, y la aceleración angular a, del 
órgano motor y se pide el polígono de aceleraciones completo. Lo primero 
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es dibujar el polígono de velocidades. Puesto que la velocidad de A es 
conocida a partir de la expresión va = O,¿A ` wa se dibuja, a escala apro- 
piada, el vector oa representativo de esta velocidad y se completa el polí- 
gono como indica la figura. 


Ai 8 = 
j (6) 


44 


(a) 


Fic. 9-7 


A continuación se caleula la aceleración de 4 del eslabón 2 y se empieza 
la construcción del polígono de aceleraciones en c. La aceleración de A, es 


Ár= ’ p A4 
d, =0,4 - w 
a, = 0A * ag 


Después de elegir el polo o y una escala adecuada, se dibujan los vecto- 
res A” y 44 y se determina el vector oa como se ve en la figura. 

Puesto que A representa una par de puntos coincidentes, de los esla- 
bones 2 y 3, que tienen la misma aceleración, la aceleración de un punto 
de 3 ha sido, pues, hallada. La aceleración del punto B de 3 es, por con- 
siguiente, 

Ar = 4a +» Asa = As H (Aha + Aba) (9-20) 


Puede, así, determinarse la componente normal Apa. Su módulo 
(vs4}?/ AB (= AB: œ?) se halla en seguida, puesto que Vga u w se obtie- 
nen del polígono de velocidades. Su dirección y sentido son los de BA. 
La componente tangencial Az, se sabe que es perpendicular a AB. Su 
módulo AB. az no se puede calcular, ya que az es desconocida. Sin embar- 
go, el vector Az puede dibujarse desde el extremo de oa en dirección 
BA, y Apa puede representarse en dirección, como indica la figura en c. 

Para completar el polígono de aceleraciones es necesario considerar 
a B como un punto de 4. 


La componente normal A5 es conocida, tanto en intensidad como en direc- 


vión, puesto que su módulo v%/0,B (= 0,B - w%) puede hallarse (ya 
que Vp u a pueden obtenerse del polígono de velocidades) y su dirección 
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es BO,. De la componente tangencial A% sólo se conoce su dirección, 
perpendicular a O,¿B. Sin embargo, el vector 4% se puede dibujar por el 
polo o (puesto que ésta es una aceleración absoluta) en dirección BO,. 
La componente A} está representada en dirección en la figura. El punto b 
y, por lo tanto, el vector ob se determinan por la intersección de las com- 


ponentes Ap, y Áb y el polígono se completa al dibujar el vector velo- 
cidad relativa ob. A estas alturas es conveniente comprobar que el polígono 
de velocidades recién acabado responde a la ecuación vectorial (9-20) 
que representa. 

Como en el caso del polígono de velocidades, oa en el de aceleraciones 
es la imagen del eslabón 0,4; ob de O,B; y ab de AB. Por consiguiente, la 
aceleración de cualquier otro punto de AB, como el C, está representada 
por el vector oc trazado desde el polo o a un punto c tal que ac es propor- 
cional a AC. 

Se observa que el polígono de aceleraciones propiamente dicho oab se 
ha dibujado con líneas de trazo continuo. Como en el polígono de velo- 
cidades, las puntas de flecha en los extremos de los vectores aceleración 
relativa no son esenciales y a menudo se omitirán para poder considerarlos 
a voluntad en cualquier sentido. Las componentes normal y tangencial 
se han dibujado de trazos y están identificadas por los símbolos y las 
flechas del modo indicado en la figura, 

9-5. Aceleraciones en el mecanismo de cuatro eslabones. La Fig. 9-8 
muestra un mecanismo de cuatro eslabones muy parecido al ya analizado. 


En esta sección se resaltarán los aspectos numéricos de la resolución. Se dan 
la velocidad y la aceleración angulares 


Wa = 20 rad/seg d = 150 rad /seg? 
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y se pide la determinación completa de las aceleraciones en el mecanismo. 
La escala del dibujo original fue 1 : 2, para las longitudes. 

Lo primero es hallar las componentes normal y tangencial de la acele- 
ración del punto A. Puesto que el órgano 2 gira alrededor del centro fijo O,, 
estas componentes son 


a", =0,4 ` w2 = 0,06 x 20? = 24 m/seg? 

a, = 0A * a, = 0,06 x 150 = 9 m/seg? 
Se puede determinar, pues, completamente la aceleración total A4, después 
de escoger una escala apropiada (en el dibujo original se tomó 1 cm = 
= 10 m/seg?), al sumar A%y y 44. 

- Puesto que A pertenece a los eslabones 2 y 3, se conoce ya la acelera- 
ción de ún punto del eslabón 3. La aceleración de B está representada por 
la ecuación vectorial 

A = Ar + ABa 
Ab- A = Ar > Apa H Aba (9-21) 
La determinación de A, exige conocer la velocidad angular wœ, del 


eslabón 3. Para hallarla, calculemos el módulo de V4 y dibujemos la parte 
de polígono de velocidades mostrada en b en la figura. 


va = 0,A ` w = 0,06 x 20 = 1,2 m/seg 


La escala del polígono en el dibujo original fue de 1 cm = 1/, m/seg. 
La longitud del vector ab en el polígono era 0,92 cm. La velocidad rela- 
tiva vga es, por lo tanto, 0,92 m/seg. La velocidad angular del eslabón 3 es 


¿e UBA _ 0,92 
~ AB 0,11 


03 = 8,36 rad /seg (a izquierdas) 


El módulo de la componente normal A5, puede hallarse ahora, 
dga = AB: w?=0,11 x 8,36? = 7,7 m/seg? 


Este vector está dirigido de B hacia A. 
Los restantes vectores aceleración en la Ec.(9-21) se sabe son normales 
o paralelos a los correspondientes vectores velocidad. Una cosa más debe 
hallarse antes de poder dibujar el polígono vectorial. Los módulos de las 
restantes aceleraciones tangenciales son todavía desconocidos. Sin embargo, 
la aceleración normal de B puede ser calculada. 
do v3 
"n = -—— = = 22 
"s = 08 T a =p 
Doduciendo de la escala el valor del vector ob en el polígono, resulta ser 
vg = 0,79 m/seg. Por consiguiente, 
0,79)? 
Ag = ( ) = 6,9 m/seg? 


0,09 So 


Esto vootor está dirigido de B hacia O,. y 
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Lo único que queda por determinar son los módulos de A% y Aba, 
para poder dibujar el polígono vectorial representativo de la Ec. (9-21). 
Ambos miembros de la ecuación empiezan en el polo o y, a partir de él, 
van sumándose los vectores correspondientes. Primero se sitúan los vec- 
tores conocidos y finalmente la intersección de las rectas con las direcciones 
de Ab y Aba establece el punto b. Quedan así determinados todos los 
vectores de la ecuación. La aceleración del punto B está representada por 
el vector ob que equivale a 


ag = 19,8 m/seg? 


Las aceleraciones de los puntos C y D se pueden hallar conveniente- 
mente dibujando las rectas correspondientes (imágenes) a los eslabones 
3 y 4 en el polígono de aceleraciones. Estás aceleraciones tienen los valores 


ac = 14 m/seg? ap = 14,5 m/seg? 


Si se desea, se pueden hallar las aceleraciones angulares de los eslabones 
3 y 4 del modo siguiente: 


t 
_ a Q : PRIA 
DELE oii” 182 aii (a izquierdas) 
t 
_ ag 9i ; As 
“u= oB 70097 212 rad/seg (a izquierdas) 


9-6. Aplicación al mecanismo de biela y manivela. Como nuevo ejem- 
plo de los principios estudiados en los artículos precedentes, consideremos 
el mecanismo de biela y manivela de la Fig. 9-9. Se supone que la manivela 


0,A=2,5 cm. 
AB=10 cm. 
AG=2,5 em. 


la) 


(0) Aé 


tiene una velocidad angular constante de 3.000 rpm y se desea hallar la 
aceleración del pie B de la biela y de su centro de gravedad G. La escala 
del dibujo original fue 1 : 1, para las longitudes. 
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Puesto que la aceleración angular de la manivela O,A es cero, la acele- 
ración total de su extremo A es igual a su aceleración normal. O sea, 


3.000 
60 


2 
aa = 0,4 ` œ} = 0,025 (2x ) = 2.468 m/seg? 


La aceleración del punto B viene dada por la suma de vectores siguiente: 
Ag = A1 > Aza = Aat (Aba H 45a) 


Antes de poder determinar Az, debe conocerse la velocidad angular «y 
de la biela (eslabón 3). Pero para esto es preciso dibujar el polígono de 
velocidades del mecanismo. De los datos del problema, 


va = OA * @ = 0,025 (2. 2) = 7,9 m/seg 


Se tomó como escala de velocidades en el dibujo original 1 cm = 2 m/seg y 
se dibujó el polígono de velocidades como el mostrado en la figura. De él 
se obtuvo que Vg4 = 5,6 m/seg. La velocidad angular del eslabón 3 es pues 


UBA pa 5,6 
AB 0,10 


wz = 


= 56 rad/seg 


La componente normal 45, tiene como módulo 
dza = AB: œ} = 0,10 x 56? = 313,6 m/seg? 


Se puede dibujar ahora el polígono de aceleraciones. Representemos 
a A14 por oa y dibújese a partir del polo o, cómo se ve en c en la figura. 
La escala elegida para el dibujo original fue de 1 cm = 600 m/seg?, A con- 
: tinuación se añade el vector 45, en dirección de B a A. Una recta que 
pasando por el extremo de este último vector le sea perpendicular, repre- 
sentará la dirección de la componente tangencial A4. La dirección de la 
aceleración del punto B queda determinada por el hecho de que este punto 
so mueve en línea recta. Por ello una horizontal que pase por o represen- 
tará la dirección de Az. La intersección de esta línea con la que representa 
la dirección de A4 determina los módulos de Ag y Aba. 
La línea ab en el polígono de aceleraciones es la imagen de la biela AB. 
Por lo tanto, se debe cumplir : 
ag _ AG 
ab AB 
2,5 


AQ 
AB = 1,44 x 0 = 0,36 cm 


Por consiguiente, ag = ab 


10 
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Así, si se toma la distancia ag en el polígono de aceleraciones, el vector og 
representa la aceleración del punto Œ. Usando la escala de aceleraciones 
elegida, las aceleraciones de B y G resultan ser 


az = 1.728 m/seg? y ag = 2.160 m/seg? 


Se llama la atención al hecho de que estas aceleraciones son mucho 
mayores que la de la gravedad (9,8 m/seg?). Es evidente, por lo tanto, que 
en un motor de este tamaño, girando a 3.000 rpm las fuerzas de inercia de 
sus piezas móviles deben ser mucho mayores que sus pesos. 


9-7. Construcciones gráficas. Relaciones de escalas. Aunque los mé- 
todos empleados en los artículos precedentes fueron principalmente grá- 
ficos, sin embargo, fue necesario hacer algunos cálculos intermedios antes 
de poder obtener la solución completa del problema. El presente artículo 
trata de un método en el que se reducen tales cálculos. 

En un problema de aceleración es posible elegir las escalas de espacios, 
velocidades y aceleraciones de modo que el vector que represente la compo- 
nente normal de la aceleración de cualquier punto pueda determinarse por 
una construcción gráfica. Esta, que se explicará más 
adelante, comprende el vector componente normal, el 
vector velocidad del punto y el radio de curvatura 
correspondiente a ese punto de la trayectoria. 

1. Elección de escalas. Antes de seguir adelante 
es necesario asegurarse de que el significado preciso 
de las tres escalas antes mencionadas queda perfec- 
tamente entendido. Las velocidades y las acelera- 
ciones se expresan corrientemente en m/seg y m/seg?, 
respectivamente, y para poder utilizar con facilidad 
las distintas fórmulas del movimiento, los espacios 

Fic. 9-10 deben expresarse en m. Las escalas de espacios, velo- 

cidades y aceleraciones (ks, ky y ka respectivamente) 

usadas en este texto se definen así (aunque se podría usar cualquier otro 
sistema homogéneo de unidades): 


1 cm en el dibujo = una distancia de ks m en el mecanismo. 
1 em del vector velocidad = k, m/seg. 
1 cm del vector aceleración = ka m/seg?. 


Por ejemplo: 


Para una escala de espacios de 1 cm = 1/; m, k, =?*/,. 
Para una escala de velocidades de 1 cm = 10 m/seg, k, = 10. 
Para una escala de aceleraciones de 1 cm = 15 m/seg?, ka = 15. 


2. Método .gráfico. Se va a explitar ahora el método gráfico antes 
mencionado para determinar A”. Refiriéndonos a la Fig. 9-10, supongamos 
que el punto P se mueve sobre una curva plana con velocidad V.. Repre- 
sentemos esta velocidad por el vector de longitud PQ cm y sea R el radio 
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de curvatura de la trayectoria, medido en metros y representado en el 
dibujo por el segmento de longitud O.P cm. La componente normal de la 
aceleración es 

e _ (PQUÉE _(PQYk 


ar = — — 


R  OP-k,s OP ks 


donde ky y ks son las escalas de velocidades y espacios, respectivamente. 
Supongamos ahora que la escala de aceleraciones es ka y que la longitud 
del vector representativo de A” es x cm. De la expresión anterior 


APO 
RAE OP Ty 
Si se eligen las tres escalas de modo que 
le 
ka = Tr (9-22) 
l _ (POR £z PR 
se tiene s= DP o PO” OP (9-23) 


Es decir, que PQ es media proporcional entre x y OP y, así, se puede 
emplear cualquiera de las construcciones correspondientes a la media 
proporcional para determinar x a partir de PQ, o viceversa. 

En la construcción empleada en la Fig. 9-10, para determinar x se dibuja 
la recta OQ y luego la QM en ángulo recto con la OQ, cortando a OP 
(prolongada) en M. La distancia MP es la longitud buscada x. Es decir, 
por semejanza de triángulos 


MP PQR 
PQ “OP 
O (PQP_ a 
Mpt po r 


El sentido del vector A” es hacia el centro de curvatura O, como se indica. 


Q AA Q 
A XA E 

BAT IA Pa \ OR 
paa i N E NeT AN 
SERA 1 N 
P) ÓN Ý j CA e w 

NS e 0 P 

s (6) 


Frc. 9-11 


Cuando P y O son dos puntos de un eslabón rígido y el vector PQ 
representa la velocidad de P relativa a O (Vpro), la construcción indicada 


da la correspondiente aceleración normal relativa Apo. 
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De las varias construcciones geométricas que pueden utilizarse, se han 
considerado como más convenientes las dos que se muestran ex la Fig. 9-11. 
La de a, en dicha figura, ha sido ya explicada en relación con la Fig. 9-10. 

La construcción mostrada en b se basa en que cualquier ángulo inscrito 
en una semicircunferencia es de 90%, La mediatriz de la cuerda OQ corta 
a OP en el centro de la circunferencia que pasa por O y Q. Se dibuja esta 
circunferencia, con lo cual se determina el punto M y el vector MP. Si la 
escala ha sido elegida previamente, OP y el vector MP quedan conocidos 
y hay que hallar el módulo del vector PQ representativo de la velocidad. 
Esto es fácil de hacer, situando el punto medio del segmento MO que, 
como se ha visto, es el centro de la circunferencia antes mencionada. Esta 
circunferencia corta en Q a la perpendicular a OP trazada por P, obtenién- 
dose el vector velocidad de P. 

Es importante tener en cuenta que el empleo de esta construcción 
exige que las escalas de espacios, velocidades y aceleraciones satisfagan la 
igualdad ka = 1*/k,. Se puede elegir a voluntad cualquier pareja de esca- 
las, pero la tercera debe deducirse de la igualdad anterior. 

3. Manivela de rotación uniforme. Cuando el movimiento de uno de 

los órganos de un mecanismo es de rotación 


M uniforme alrededor de un centro fijo, es con- 
/ veniente elegir la escala de velocidades de tal 
A modo que el vector representativo de la velo- 
/ \ cidad de cualquier punto de esa pieza sea de la 


S misma longitud que el radio de dicho punto. 
Cuando se hace así y la escala de aceleraciones 
se elige de acuerdo con la igualdad ka = k?/ks, 
el radio del punto representa también su ace- 
leración. En la Fig. 9-12, elijamos la escala de 
velocidades de modo que el vector PQ, que 
representa la velocidad de P, sea de la misma 
longitud que la distancia OP en el dibujo. Trácese 
la recta OQ y constrúyase el ángulo recto OQM., 
PM es la longitud del vector representativo de 
la componente normal de la aceleración de P; y, puesto que la componente 
tangencial es cero, debido a que el movimiento es de rotación uniforme, ` 
es evidente que en este caso la longitud P.M es también el vector acelera- 
ción total. Puesto que PQ = OP, el ángulo PQO es de 45° y, por lo tanto, 
PQM es también de 4509, de lo cual se deduce que PQ = PM. Es decir, 
PM es igual a la longitud OP del dibujo. 

9-8. Mecanismo de cuatro eslabones. Método gráfico completo. Como 
aplicación de los métodos descritos en el artículo precedente, consideremos 
de nuevo el mecanismo de cuatro eslabones. En la Fig. 9-13, sean la velo- 
cidad y la aceleración angulares las siguientes: 


Fia. 9-12 


wz = 22 rad/seg az = 180 rad /seg? 


y supongamos que se quieren hallar las aceleraciones de los puntos O y D. 
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Lo primero es calcular los módulos de las componentes normal y tan- 
gencial de la aceleración del punto A. 


a, = 0,4: w = 0,05 x 22% = 24,2 m/seg? 
a4 = 0,4 - a, = 0,05 x 180 = 9 m/seg? 


Antes de iniciar la construcción gráfica hay que preocuparse de la 
elección de escalas. La de espacios ha sido ya elegida, habiéndose tomado 
para el dibujo -original 1 cm = 2cm, o sea, lcm =1/¿¿m, es decir, 
ks = 1/50. Siguiendo los métodos del Art. 9-7, sólo se puede elegir ya arbi- 
trariamente una de las dos escalas restantes, y en el caso presente es más 
conveniente que ésta sea la de aceleraciones. En el dibujo original se tomó 
la escala 1 cm = 6 m/seg?, es decir ka = 6. En este problema no es nece- 
sario emplear la escala de velocidades. Sin embargo, ésta podría calcu- 
larse a partir de la expresión 

së 
=S 


ky = Y kaks = V lg = 0,346, es decir, 1 cem = 0,346 m/seg. Habiendo 
elegido ya la escala de aceleraciones, se puede determinar el vector Aa, 
a partir de sus componentes normal y tangencial, y dibujarlo en el polígono, 
como muestra la figura en c. 


ka 


Fia. 9-13 


A continuación hay que hallar la longitud del vector representativo 
de la velocidad del punto 4. Esto se ha hecho en el dibujo del propio 
mecanismo, empleando los métodos del Art. 9-7. Se puede, así, dibujar 
una parte dol polígono de velocidades, como se muestra en b, 
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A partir de V54 se puede determinar la componente normal Ay 


utilizando la construcción mostrada en el dibujo del mecanismo. Aj se 
puede hallar de modo similar. Una vez obtenidos estos vectores, se dibujan 
en el polígono. También pueden trazarse en éste las rectas correspondientes 
a las direcciones de las componentes tangenciales A4 y Aj, cuya inter- 
sección nos da el extremo del vector ob que representa a Ag. Se dibujan 
entonces las imágenes de los eslabones 3 y 4 y se obtienen las acelera- 
ciones de los puntos C y D 


Ac = 14,2 m/seg? Ap = 16,1 m/seg? 


Para resolver este problema sólo hubo que hacer un cálculo, el que sir- 
vió para determinar la aceleración del punto 4. 


9-9. Mecanismo de biela y manivela. Construcción de Ritterhaus. 
Para aquellos mecanismos cuya importancia es tal que requieren estudios 
frecuentes, se han desarrollado métodos rápidos especiales. Como ejemplo, 
estudiaremos el mecanismo de biela y manivela. En la Fig. 9-14 se su- 
pone que: 


1. La velocidad angular de la manivela OA es constante. 
2. Las escalas usadas satisfacen la igualdad ka = k? /ks. 


3. La longitud del vector que representa a a se elige igual al 
segmento OA, que es la longitud, en el dibujo, del brazo de la manivela. 


Como consecuencia de las dos últimas premisas, la longitud del vector que 
representa la velocidad de A es también igual a la del segmento OA del 
dibujo. La Fig. 9-12 y la construcción anteriormente discutida demuestran 
la veracidad de esta conclusión. 


lc) 
Fic, 9-14 


En la Fig. 9-14, los polígonos de velocidades y aceleraciones mostrados 
en c y d, respectivamente, han sido dibujados siguiendo los métodos tra- 
tados en los artículos precedentes, pero se ha omitido su construcción. 
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El triángulo QAM del dibujo del mecanismo es igual al oab del polígono 
de velocidades. Giremos este polígono 900 y desplacémoslo hasta que el 
polo o coincida con el centro O de la manivela y el vector velocidad oa con 
la recta OA. Se ve que OA y OM representan los módulos de las velo- 
cidades de A y B, respectivamente, y que AM representa el módulo de 
la velocidad.relativa de estos puntos. 

Giremos ahora el polígono de aceleraciones 1800 y llevemos el polo o a 
_ coincidir con el centro O y el vector oa con la recta OA. Es evidente que 
el vector ob coincidirá con la recta OB y la componente normal Ag, con 
la biela AB, y que la componente tangencial Az, será perpendicular a la 
biela. Se observa que los sentidos de los vectores aceleración son ahora 
(Fig. 9-14a) opuestos a los verdaderos. 

El polígono vectorial defasado. mostrado en a en la figura se puedi 
obtener por medio de una construcción que utiliza solamente el dibujo 
del mecanismo. Esta es conocida como construcción de Ritterhaus. El método 
se probará en la máquina de la Fig. 9-14, pero es aplicable también al caso 
en que la dirección del movimiento de B no pasa por el centro O de la mani- 
vela. El procedimiento es el siguiente: se dibuja OM perpendicular a la 
dirección OB del movimiento de B, cortando a AB (o a su prolongación) 
en M; se dibuja MN paralela a OB, cortando a OA (o a su prolongación) 
en N; se traza NT paralela a OM; se traza Tb perpendicular a AB; se 
traza Ob paralela a la dirección del movimiento de B. 

Debe probarse ahora que la figura OAT» recién construida es realmente 
el polígono de aceleraciones. La ecuación vectorial correspondiente es 


As = Aa H Aha PA 


Las direcciones de estos vectores (ver Fig. 9-14d) corresponden a las del 
polígono OATb de la construcción de Ritterhaus. Además, por la elección 
de las escalas, el segmento OA en el polígono de Ritterhaus es igual al 
vector oa que representa a A4 en d en la figura. Si se puede probar que el 
segmento AT en el polígono de Ritterhaus es igual a la longitud del vector 
representativo de Az4, se habrá demostrado que el polígono de Ritterhaus 
es igual al de aceleraciones. (Por consideraciones geométricas, se sabe que 
dos cuadriláteros son iguales si cuatro ángulos y dos lados de uno son 
iguales a los correspondientes del otro.) Vamos a probar, pues, que AT es 
igual a la longitud del vector Aj. 

El triángulo ANT es semejante al AOM; y el AMN es semejante 
al ABO. Por consiguiente, 


AT _ AN AM _ AN 

AM “AO y AB AO 

AT AM (AMP 
de donde du =” I o AT = AB 


+= 
RMIINT 
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Se ha visto que AM - k, = vga y que AB - ks = longitud real de la biela. 
Por lo tanto, 


AT= va ks = va ks 

R L L E 
sz UBA 
, AT = Ta 
AT + ka = apa 


Así pues, el segmento AT representa, con la escala kQ,' el valor de aza, 
lo que prueba que el polígono de Ritterhaus es igual al de aceleraciones. 
La imagen de AB en el polígono de Ritterhaus es la 4b. Para la posición 
particular considerada del mecanismo, esta línea aparece casi perpen- 
dicular a OB, pero esto, en general, no ocurre. La aceleración imagen del 
punto E se puede hallar trazando por él una paralela a la horizontal BO. 
Esto se prueba por la semejanza de los triángulos AKEe y ABb. El vector 
Oe en la imagen (Fig. 9-14a) representa a Ar (invertida). 

Se ha visto que los vectores mostrados en el polígono de Ritterhaus, 
Fig. 9-14a, eran de sentidos opuestos a los verdaderos. Se deduce que los 


Fra, 9-15 


vectores AO, eO y bO deben estar orientados hacia el eje O y no al con- 
trario, cuando se usa la construcción de Ritterhaus. Así se obtendrán los 
sentidos apropiados de las aceleraciones. 

La Fig. 9-15 muestra algunos ejemplos de la construcción de Ritterhaus, 
en los que la manivela OA se halla en cada uno de los cuatro cuadrantes. 
Los vectores obtenidos tienen las direcciones apropiadas y se han desig- 
nado en correspondencia con la ecuación vectorial fundamental 


Ap = Apa H Aja P Aa 
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Es de notar que la construcción de Ritterhaus no se puede emplear en las 
posiciones correspondientes a los puntos muertos, en las que hay que hacer 
uso de métodos más corrientes. 

Para mostrar el modo de proceder en un problema en el que hay que 
determinar varias aceleraciones para distintas posiciones de la manivela, 
considérese la Fig. 9-16. El esquema del mecanismo es igual al de la 
Fig. 9-14. En la Fig. 9-16 se ha dibujado la mitad del círculo descrito por 
la manivela a una escala mayor, y la determinación de la aceleración se 
ha hecho para una posición de lá manivela OA. 

Primero se dibujó una circunferencia de radio OQ, tal que 


OQ _ longitud de la manivela 
OA — longitud de la biela 


Se prolongó la recta A0 hasta cortar a la circunferencia en Q, y por este” 
punto se trazó una horizontal hasta cortar a la circunferencia de la mani- 
vela en P. La recta OP da la dirección de la biela * para la posición de la 
manivela considerada. Así se determinó la longitud TA que corresponde 


al vector Aa, usando la construcción de Ritterhaus, tal como se indica 
en la figura. Con una perpendicular por T a la biela se obtuvo el segmento bO 
correspondiente al vector Ap, aceleración del pie B de la biela. La acele- 
ración de un punto Æ de la biela (como el B, fuera de los límites del dibujo) 


1 Este medio de evitar dibujar completamente la biela permite el uso de una 
escala mucho mayor para el esquema, con lo cual resultan también mayores las 
escalas de velocidades y aceleraciones, con el consiguiente aumento en la pre- 
cisión de los resultados. Nótese que para la construcción de Ritterhaus no se 
requiere la longitud total de la biela, como es el caso en la construcción corrien- 
te dada en el Art. 9-7. 
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se halló del modo siguiente: Primero se sediba la circunferencia de ca OE” 
tal que 


OE’ _ distancia de Ba E 
OA — longitud de la biela 


Por la intersección E” de la línea OA con esta circunferencia se trazó una 
horizontal hasta cortar a la recta Ab (imagen de 4-B) en e. Este punto e es 
la imagen del Æ de la biela y eO es el vector que ai la aceleración 
de E, cuyo sentido es de e hacia O. 

Las determinaciones para otras posiciones cualesquiera pueden has 
del mismo modo. Este ejemplo muestra claramente con qué extensión 
pueden desarrollarse los métodos especiales para la resolución de ciertos 
tipos de problemas, siempre que éstos sean de la importancia suficiente 
para justificar tales desarrollos. 


9-10. Aceleración relativa de un par de puntos coincidentes. Ley de 
Coriolis. Los artículos precedentes han tratado de la aceleración relativa 
de dos puntos situados en el mismo cuerpo rígido, En el presente artículo 
se estudia la aceleración relativa de un par de puntos coincidentes de dos 
cuerpos rígidos. Las características generales de la velocidad relativa de tal 
pareja de puntos ha sido discutida en el Cap. 8 a través de la teoría de 
los centros instantáneos; para estudiar su aceleración relativa se empleará 
un método ligeramente diferente. 

Con referencia a la Fig. 9-17, supongamos que los eslabones 2 y 4 del 
mecanismo mostrado se amplían del modo indicado. Es evidente que al 
ponerse en movimiento el mecanismo, el punto P del eslabón 2 ampliado, 


Fic. 9-17 


describirá una curva, tal como la MN, sobre la ampliación del eslabón 4. 
En la posición mostrada, P coincide con el punto Q de 4. 

De lo estudiado en el Cap. 8, se deduce que el módulo de la velocidad 
relativa Vpro viene dado por el producto (24-P) X œg, donde ws, es la velo- 
cidad angular de 2 relativa a 4, y que la dirección de Vpo es perpendicular 
al radio instantáneo 24-P. Este método de determinar Vpo no encierra 
ninguna referencia a la curva MN antes mencionada. 

La velocidad relativa Vpg puede, sin embargo, expresarse tambi én 
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con relación a la curva MN descrita por P sobre 4. Para ello, sea ds la 
longitud de un infinitésimo de dicha curva y dt el tiempo invertido por P 
en describirlo. Dicho infinitésimo ds viene dado por la igualdad 


ds = Rd0 


donde -R(= O'Q) es el radio de curvatura medio del arco infinitesimal, 
y d6 es el ángulo comprendido entre sus radios extremos. Si dividimos 
ambos miembros de la ecuación por dt, se tiene 


— = R — = R or 


donde ds/dt es evidentemente el módulo de Vro, y d0/dt(= wra) es la 
velocidad angular del radio de curvatura (suponiendo que se mueve con P) 
relativa al cuerpo 4. La dirección de Vpo es perpendicular al radio de cur- 
vatura R y, como se ha visto antes, al radio instantáneo 24-P. Se deduce 
pues, que ambos radios se hallan sobre la misma recta. Es de observar, 
sin embargo, que el centro de curvatura O” y el centro instantáneo 24 son 
puntos distintos y separados y que en este caso están iheliao situados a 
distinto lado de la'curva MN. 


” (we +Awo) 


Cuerpo £] aa") 


Tiempo £ Tiempo + At) 


lo) , (6) 
Fic. 9-18 


La discusión anterior ha mostrado cómo la velocidad relativa de un 
par de puntos coincidentes puede estudiarse con referencia a la trayectoria 
que uno de ellos describe sobre el cuerpo rígido a que pertenece el otro, 
La aceleración relativa de un par de puntos coincidentes se tratará de 
modo semejante. 
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En la Fig. 9-18a, el punto P se mueve de forma que traza la curva MK 
sobre el cuerpo 2, que también se mueve. En el instante t el punto P coin- 
cide con el Q del cuerpo 2. Los ejes rectangulares QT y QN pertenecen 
al cuerpo y se mueven con él; en el tiempo t coinciden con los ejes fijos 
OX y OY. La velocidad Vpo de P respecto a Q es tangente a la curva. 
Se desea hallar Apo, aceleración de P relativa a Q. 

En el tiempo ¿+ At, el cuerpo habrá pasado a una nueva posición, 
como muestra la Fig. 9-18b, y el punto P habrá viajado sobre la curva 
hasta P’, donde coincide con un nuevo punto B del cuerpo 2. Nótese 
que P y P’ son dos posiciones diferentes del mismo punto, mientras que 
Q y B son dos puntos diferentes de un mismo cuerpo rígido. El vector 
cambio de velocidad de P con respecto a Q durante el intervalo At es 


AVro = Vro > Vro = 
= Vrs + Vro > Vro (9-24) 


Consideremos el módulo de Vppg. Si vrg = vpo; es evidente que no 
habrá habido cambio en el módulo de la velocidad sobre la trayectoria 
Más generalmente, cuando ocurre tal cambio de velocidad, 


vrg = vpo + Avro 
El módulo de Vzo es 


vso = (QB)\(w + Awa) 


Para cambios infinitesimales se puede escribir 


vreg = vro + duro 
vso = (QB)(w, + dwa) (9-25) 
Descompongamos los vectores de la Ec. (9-24) en sus componentes 
paralelas a los ejes X e Y y hagamos infinitesimal (= dt) el intervalo At. 


Los ángulos señalados como 40, Ay y 44 se hacen también infinitesimales 
y se designan por d0, dy y dé, respectivamente. Se obtiene 


dupo = Up p + UBo — VPO (9-26) 
duro = VP's + VBa — UpO (9-27). 
Para calcular los valores de los términos de los segundos miembros de estas 
ecuaciones tomaremos cada vector por separado, despreciando los infini- 
tésimos de orden superior al primero (términos resultantes de productos 
de infinitésimos). 
l. Para el vector Vps: 


vpe = (veo + dopo) cos (d + d0) = vro + duro 
vyp = (vro + dupo) sen (dp + d0) = vroldo + d0) 
2. Para el vector Vso, nótese primero que 


QB = ds = 2 dt = vro di 
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De donde 
vho = —(QB)l(w, + dwa) sen (dy + d0) 
= — vro di (cy + dwa)(dy + d0) = 0 
vho = (QB)w, + dos) cos (dy + d0) = vpo di ws 


3. Para el vector Vpro: 
vpo = VPO vro =0 
Si sustituimos estos valores en las Ecs. (9-26) y (9-27), obtenemos: 


dupo = (vro + dvro) + 0 — vro = duro 
dupo = vroldo + d0) + vpo dt w, — 0 


Si notamos ahora que dvpọo es la componente normal del vector cambio 
de Vro y que dupo es la componente tangencial, se obtiene, después de 


dividir por dt: 
dvp d dô 
n __ “Upg vro | $ 


"ro = gp di 2) is 


d 
vpo e + 2upo003 . 


ll 


a E duo £ duro 
PQ dt dt 
Aro = Año P Abo 


La componente normal Apg que es perpendicular a Vpo se compone 
de dos partes que tienen sentidos opuestos. La parte correspondiente 
a vpo(dH/dt) está dirigida alejándose del lado cóncavo de la curva MK; 
es decir, hacia el centro instantáneo de curvatura de la línea MK. La 
parte correspondiente a 24ppw, está asociada al movimiento de P sobre 
la curva MK y al movimiento angular de la curva; un pequeño estudio 
mostrará que debe estar dirigida de modo que tienda a hacer girar a Vpo 
alrededor de su origen en la misma dirección angular que wg. 

Nótese ahora que de /dt es la velocidad angular del radio de curvatura R 
con relación al cuerpo 2. Si hacemos dġ/dt = wrz, se puede escribir 


$ vpo 
vpo de = VUPQUWR2 = Row, = TR 
apo = vrol@r: + 203) * 
d : 
apo = di (Ror») = Rara (si R es constante) 


1 Nótese que la velocidad angular del vector Vpo es (wre + 2w) y no (wRr, + 
(wa) como podría parecer a primera vista. No siempre es fácil determinar a sim- 
ple vista la velocidad angular de un vector velocidad. 
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Es de observar que, si el cuerpo rígido 2 permaneciese en reposo, y 
si P se moviese sobre la curva MK con velocidad absoluta Vp = Vro, 
los módulos de las componentes normal y tangencial de la aceleración 
absoluta de P serían vp(dp/dt) y dvp/dt. Las cantidades vpo(dp/dt) y 


Centro de curvatura de 
la trayectoria en Q 


t A 
l -T Apo (si Vrq 
decrece) 


Ape 


Apo = 
A 2 Va Y 
(si wa es A) 
Cuerpo 2 2 Vo 02 N A 
(si we es J) 


Regla para la dirección de la componente de Coriolis: 
La dirección del vector 2Vpgwa es tal que si se 
le coloca en el extremo del vector Vpg haría 

girar a este vector en el sentido de wa 
Fra. 9-19 


dvpo/dt pueden, por lo tanto, considerarse como los módulos de las com- 
ponentes de la aceleración de P relativa al cuerpo 2, y puede escribirse: 


dupo 
apa = VPO TE aps = - de Ar = Ap P Apo 

El término pow, es el módulo de un vector conocido como la componente 

de Coriolis. Si designamos a este vector por App, 


Aro = Aba + A + Año (9-28) 


La Fig. 9-19 sirve de aclaración a las reglas para fijar las direcciones 
de los vectores aceleración tratados en este artículo. 
Finalmente, la ecuación vectorial que relaciona las aceleraciones tota- 


les de los puntos P y Q, es 


Ap = Árg + Ao 
Ap = Ap + Ap, + Áro +> Ao (9-29) 
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En los artículos siguientes se expondrán ejemplos de aplicación del 
método de análisis presentado en este artículo. 

9-11. Mecanismo de limadora. En la Fig. 9-20 la manivela O,P 
de 15 cm de longitud forma un ángulo de 15% con la horizontal y gira a 
izquierdas a una velocidad angular constante de 10,5 rpm. Se desea deter- 
minar la aceleración del punto B. 


(en 4 inmediatamente 
debajo de P) 


lo) 


Fic. 9-20 


Lo primero es dibujar el polígono de velocidades. La velocidad del 
extremo P de la manivela es 


vp = (O¿P)w, = 0,15 X 27 X 10,5 = 9,9 m/min 


Eligiendo una escala apropiada, se puede dibujar el polígono de velocida- 
des, como el mostrado en b, que relacione las velocidades de los puntos P y Q. 
Es de observar que el punto P está obligado a trazar una línea sobre el 
eslabón 4 que es recta y coincide con O,¿Q. La ecuación vectorial de acele- 
raciones es 
Ar = Aro + Ao - 
Ap + Ap = Ap, + Apa P Apo + 40 +40 


` Los módulos de las distintas componentes de las aceleraciones se pueden 
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determinar del siguiente modo, habiendo obtenido las velocidades del 
correspondiente polígono: 


n _ op _ (9,9/60) 


at pe z 2 
ap = O, P 0.15 0,182 m/seg 
ap =0 
2 
es 10 L a 2 
Ay = 0,0 o5 7 0,0145 m/seg 
ay = (0,Q)a, (desconocida, puesto que no se conoce ay; pero 


Af se sabe que es perpendicular a 0,Q) ` 


2 
VPO 


ap = R 7 0 (puesto que k, radio de curvatura, es infinito para 
una trayectoria rectilínea) 

e. „tro dé moion ido; b 4; 

Upa =- (de módulo desconocido; pero se sabe que Ap, 


tiene la dirección del eslabón 4) 


8,46 ? 5,16/60 
60 0,51 


apo = 20pp04 = 2 X = 0,0476 m/seg? 


El polígono vectorial representativo de la ecuación vectorial puede dibu- 
jarse ahora y obtener una solución para las dos cantidades que permanecen 
desconocidas. 

Partiendo del polo O en la Fig. 9-20c, se sitúan los vectores del primer 


miembro de la ecuación vectorial anterior. Sólo hay uno, Æp, mostrado 
como Op. Se empiezan a situar ahora, a partir del polo O, los vectores 
del segundo miembro. Se dibuja 4% y la dirección conocida de Ap. 
Desde el extremo de Ap, donde debe terminar el segundo miembro de la 
ecuación, se dibuja la componente 2Vpow, en la posición mostrada. 
Aplicando las reglas dadas en el Art. 9-10, este vector es perpendicular 
a Vpro y dirigido hacia la derecha. La componente Ap, está sobre la direc- 
ción de Vpo. La intersección de las componentes tangenciales Ab y Apa 
en q es la imagen de Q. Por lo tanto, Ob, hallada por proporcionalidad, 
representa a Ap, que resulta ser de 0,189 m/seg?. El lector debe, como 
siempre, comprobar que la ecuación vectorial se cumple en el diagrama 
correspondiente. 


9-12. Mecanismo de corredera. En la Fig. 9-21, el eslabón 2 (de 
10 cm de longitud) se supone que gira con velocidad angular constante 
en el momento considerado, comunicando al punto P una velocidad de 
120 cm/seg. El dibujo original se hizo a escala 1 : 3. El problema consiste 
en hallar la velocidad y la aceleración angulares del cuerpo 4. 

Se ve en seguida que la velocidad y la aceleración del punto P, en el 
extremo del órgano 2, son conocidas, que el punto P describe sobre 4 una 
curva conocida (dibujada de trazos) y que Q es un punto de 4 coincidente 
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Trayectoria: 48 E 
— sobre 4 


Fica. 9-21 


con P. Las ecuaciones vectoriales que relacionan los movimientos de 
P y Q son : 
Vre = Vro + Vo 
Ap + Ap = Ar, P Ah P 2Vp004 + Ab > Ab 


El polígono de velocidades (en el dibujo original se tomó 1 cm = 30 cm/seg) 
se muestra en la figura con el polo en el punto P. La velocidad angular 
de 4 puede hallarse ahora, 


va 107 


= %0,” 17,9 = 5,98 rad /seg (a derechas) 


w4 


A continuación se pueden calcular los módulos de las distintas compo- 
nentes de la aceleración, obteniendo las velocidades del diagrama vectorial, 
cuando hacen falta. 


D R 
SS 
“ey + 
+. BIBLIOTE 
U.T.A 


2 a 
= VPO = e zen = 1.440 cm/seg? 
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ap =0 puesto que wg es constante 

2 
n vpo aS 1062 23 2 

dpa = vo Y 460 cm /seg 

Apa = da (de módulo desconocido; pero Ap4 está sobre la línea 
i de acción de Vpg) 

2vrow, = 2 Xx 106 x 5,98 = 1.268 cm/seg? 
2 
1072 

do = vow, = 30. == 640 cm/seg? 

ag = suo. (de módulo desconocido; pero Ah está sobre la línea 
t de acción de Vo) ' 


El polígono vectorial correspondiente a la ecuación de aceleraciones 
se muestra en b en la figura, donde se han determinado los dos módulos 
desconocidos. En el dibujo original la escala de aceleraciones era 


1 cm = 300 cm/seg? 
El último valor pedido puede ahora calcularse 


t p Es 
a = Mor 200. 13,97 rad /seg? (a izquierdas) 


9-13. Análisis de aceleraciones en el yugo escocés. En la Fig. 9-22, el 
dado 3 corre por la ranura de la pie- 
za 4. Se dan la aceleración y la veloci- 
dad del punto P del extremo del bra- 
zo 2. El problema está en encontrar 
Y.) la aceleración del órgano 4. 

El punto P sigue una trayectoria 
conocida sobre el eslabón 4: una ver- 
tical. La ecuación vectorial que re- 
laciona la velocidad del punto P con 
la del Q de 4 coincidente con P es 


Trayectoria de P 
sobre 4 


la) 
Ve = Vro + Vo 


En la figura se muestra el diagra- 
ma vectorial con el polo en P. La 
ecuación de aceleraciones es 


+ 2 Vrow, > 49 + Ab 


No se van a considerar aquí los valo- 


res numéricos, pero se discutirá cada vector de la ecuación. Af y Ap son 
conocidos (datos). 
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Apa = A Å 
ah, = dura (de módulo desconocido; pero A; stá la lín 
P4 dt IO; pero Ap4 €s en a ea 


de acción de Vpg) - 
20004 = 2wpo(0) =0 
29 = vow, = 0 


= —— (de módulo desconocido; pero 4% está en la línea de 
acción de Fo) i 


Se puede, pues, simplificar la ecuación de aceleraciones, 
n to qt t 
Ap + Ap = Ap P Ap 


En b, en la figura, se muestra el diagrama vectorial, en el cual se determinan 
los dos valores desconocidos mencionados antes, para un cierto instante: 
El valor buscado, la aceleración del . me 

eslabón 4, se obtiene midiendo el vec- 


tor Ap con la misma escala elegida 
para dibujar el diagrama vectorial. 

En este ejemplo existe una unión 
deslizante entre los eslabones 3 y 4 
y no ha aparecido ninguna compo- 
nente de Coriolis en el análisis. Hay 
movimiento a lo largo de una tra- 
yectoria (Vpo), pero no hay rota- 
ción de esa trayectoria (w, = 0). 
Si el órgano 4 estuviese obligado 
a moverse de modo que tuviera 
velocidad angular, se presentaría 
una componente de aceleración de 
Coriolis. 


9-14. Flujo de fluido en una An 0 
bomba centrífuga. En la Fig. 9-23 | 
se muestra el rodete de una bomba - l ag 
centrífuga de paletas radiales. Una A IN, Zleg e 
partícula del fluido en P viaja radial- Al AA 6) 
j P 


mente hacia el exterior con una ve- 
locidad Vpo relativa al punto Q de | Fra. 9-23 

la paleta. Se supone que esta veloci- 

dad decrece según una ley conocida. El rodete gira a velocidad angular 
constante «wz. Las ecuaciones de velocidades y aceleraciones son 


Ve = Vro + Vo 
Ap = Apo + Áo 
Ap = Ah + Ap + 2Vp007 + Aj + Ab 
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Los módulos de los términos de la ecuación de aceleraciones pueden calcu- 
larse del modo siguiente: 


ap = desconocido (la dirección de Ap es también desconocida) 


2 2 
n _ Ur _ "ro _ 0 
e R 
duro Y 
Apa = (se supone que se conoce su módulo y que Af, es 


opuesta a Vpg) 
2vppw, = conocida (puesto que se conocen todos los factores) 


ao = Vowa 
d 
a = Te =0 (puesto que w, = constante) 


En la Fig. 9-23b se muestra un posible polígono de aceleraciones repre- 
sentativo de la ecuación. El vector 2 Vpow, (la componente de Coriolis) 
éxige que la paleta ejerza una fuerza sobre la partícula de fluido P en la 
dirección de 2Vpowz. La reacción de la partícula sobre la paleta exige 
que se aplique al árbol del rodete un par motor a derechas. 

Fuerzas y pares no serán tratados aquí, pero puede verse que al con- 
siderar todas las partículas de la masa fluida se llega a la determinación 
del par motor total aplicado al árbol del rodete. El objetivo particular 
de esta discusión ha sido el análisis de la aceleración, con el resultado de 
mostrar brevemente la necesidad de considerar el par motor de este tipo 
de máquina. Es de señalar que solamente la componente de aceleración 
de Coriolis (2Vpow)) exige un par motor en el árbol (cuando se supone 
que todas las partículas del fluido se mueven radialmente en el rodete). 

Muchos ventiladores, bombas, compresores y varios tipos de transmi- 
siones hidráulicas hacen uso de este tipo básico de máquina centrífuga. 

9-15. Análisis de aceleraciones de una leva de arco de círculo con 
seguidor de rodillo. En la Fig. 9-24a, œ es constante y conocida y el 
problema está en encontrar la aceleración del punto P del eslabón 4, para 
poder hallar la aceleración angular a¿. En primer lugar, se ve que el punto P 
describe una curva, marcada de trazos en la figura, sobre el órgano 2 
(ampliado). Se trata, pues, de un punto (P) que se mueve sobre una línea 
de otro eslabón (2), el cual tiene velocidad angular. La trayectoria de P es 
un arco de círculo (en este momento) cuyo centro de curvatura está en C, 
puesto que la porción del perfil de la leva entre A y B es un arco de 
círculo con centro en C. Las ecuaciones de velocidades y aceleraciones para 
los puntos coincidentes P y Q son las siguientes: 


Ve = Vro + Vo 
Ap = Apo + Ao 
Ap + Ap = Ap, + Ap + 2Vrow, + Ab + 40 


Se omiten los detalles del cálculo de cada uno de los términos de acele- 
ración, puesto que ya se ha mostrado el procedimiento goneral on varias 
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n 


ApG 
(muy pequeña) 


Centro de curvatura 
de trayectoria en 
Q (y del arco 4B) 


lo) 


1 
Fic. 9-24 
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ocasiones. Sin embargo, es preciso señalar que Q es un punto situado en 
una posición fija de la leva 2 y, por lo tanto, está obligado a moverse alre- 
dedor de Oz permanentemente. Por ejemplo, la aceleración normal de 


Qah = Vowa) ostá dirigida de Q hacia Oj. 


En la cvusción de aceleraciones solamente permanecen desconocidos 
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los módulos de 47 y 4p». En la Fig. 9-24b se muestra el polígono vectorial 
que contiene la solución de esas dos incógnitas. 
El diagrama que se muestra en c será discutido en el artículo siguiente. 


9-16. Análisis de aceleraciones usando mecanismos equivalentes. El 
análisis de ciertos tipos de mecanismos (normalmente aquellos en los que 
se presenta la componente de aceleración de Coriolis) pueden simplificarse 
algo teniendo en cuenta que se puede dibujar un mecanismo articulado 
(de charnela) cinemáticamente equivalente a otro de apariencia más com- 
pleja. Como ejemplo, consideremos el mecanismo de leva del artículo pre- 


(6) 


lo) 
Fic. 9-25 


cedente (Fig. 9-24). Es evidente que las distancias OP y O¿C permanecen 
constantes durante el funcionamiento del mecanismo. También permanece 
invariable la distancia QC (o PC) mientras el contacto entre leva y seguidor 
se establece entre A y B. Por consiguiente, en el instante mostrado, el 
mecanismo de. cuatro articulaciones, dibujado de trazos en la Fig, 9-24a 
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y reproducido en c, es un mecanismo cinemáticamente equivalente al 
mecanismo original. Para dicho mecanismo 


Vre = Vrce + Ve 
Ap = Arc + Ac 


No existe ningún órgano deslizante y, por lo tanto, no se presenta ninguna 
componente de Coriolis. En la Fig. 9-24c se muestran los polígonos de velo- 
cidades y aceleraciones. La información dada y las escalas usadas son las 
mismas que las empleadas en el mecanismo original. Se ve que la acele- 
ración del punto P buscada es la misma para ambos métodos de análisis. 

No es necesario, en general, que una trayectoria de deslizamiento, 
tal como la dibujada de trazos en la Fig. 9-24a, sea circular para que tenga 
validez este principio de equivalencia. Es sólo necesario (no se demuestra 
aquí) que C esté en el centro de curvatura de la trayectoria en el momento 
considerado. 

En la Fig. 9-25 se muestran otros ejemplos de mecanismos cinemáti- 
camente equivalentes. También en la Fig. 9-21 se ve que el mecanismo 
cinemáticamente equivalente es el O,PCO,. 

Se ve en seguida (ver de nuevo la Fig. 9-25) que cuando la trayectoria 
de deslizamiento es una línea recta, uno de los eslabones equivalentes (BC) 
se hace de longitud infinita. En tales casos, y en aquellos en los que el radio 
de curvatura es demasiado grande, el método de equivalencia no es práctico. 
Debe entonces analizarse el mecanismo en su forma original, dándose 
a menudo las condiciones por las cuales aparece la componente de Coriolis. 

9-17. Métodos analíticos. La mayoría de los estudios de aceleraciones 
de este capítulo han sido realizados por métodos gráficos. Sin embargo, 
hay que señalar que por consideraciones geométricas y trigonométricas 
puede llegarse a soluciones analíticas, en lugar de las obtenidas gráficamente 
por intersecciones de líneas. 


Fra. 9-26 


En este artículo se presenta un ejemplo del método analítico, en el que 
se plantean las ecuaciones algébricas de las componentes x e y de las mag- 
nitudes vectoriales pertinentes. 

En la Fig. 9-26, la manivela gira con velocidad angular constante w, 
y so pido la aceleración del punto E de la biela, 
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Se vio en la última parte del capítulo de Velocidades que la componente zx 
de la velocidad del punto Æ es 


a 1R = 


ez = Ros [seno + (1 CE 
Derivando respecto al tiempo, se tiene, 


, 


TE e do 
az = q, CE) = Ro, [eos 0% + 


eli) 2 2 (020 ao) sen20tg4 de 
L]2 L \cosġ dt cos $ dt 
También se vio allí que 
dọ _ R cos0 na R 6 
deL osp y PA 


Por consiguiente 


2 L 


h\ 1R [,cos20  2sen0cos0tg ġ R cos 0 
ro 2 t ROS sa 
BT Ro E eS | ») | cos $ ” coso L cos 2) 


h\ R [c0s20 R? sen? O cos? O 
= Ro? A al pt i 
= Ro; E 0+ h ») T [o ren ] (9-30) 
La componente y de la velocidad de E, es 

h 
v; = Ros y 00 0 
Derivando, i . 
h dð ah 
az = Ro q Hen 0) ES Roz q sen 0 (9-31) 


Si h es igual a cero, a; resulta ser la aceleración del pie B de la biela 


2 2 2 
cos 29 R? sen? Q cos a] (9-32) 


R 
an= Bo, E eE L (= © DP coso 


Esta es la expresión exacta. Sin embargo, la siguiente aproximación es 
suficientemente precisa en la mayoría de los casos. 


. ag = Rowj E 0 + £ COS 20] aprox. (9-33) 


De modo semejante 


a = Rol [sos 0 + ¢ — +) s cos 20| aprox. (9-34) 


, BIBLIOTECA . 
U.T.N. 
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CAPÍTULO 10 


ESTATICA DE MAQUINAS 


El análisis de las fuerzas presentes en cualquier máquina se basa en el 
principio fundamental que establece que el sistema compuesto por todas 
las fuerzas exteriores y todas las fuerzas de inercia que actúan sobre una 
pieza de la máquina es un sistema en equilibrio. Las fuerzas que actúan 
en las máquinas que tienen movimiento plano están situadas, en su mayor 
parte, en planos paralelos. En tales casos, es habitual analizar el sistema 
como si todas las fuerzas estuvieran situadas en el mismo plano, haciendo 
caso omiso de los momentos suprimidos con ese supuesto o teniéndolos 
en cuenta otras veces en un segundo análisis realizado en un plano perpen- 
dicular al primero. En los artículos siguientes se supondrán las fuerzas 
planas, si no se dice lo contrario. En el análisis estático de una máquina 
se desprecian las fuerzas de inercia (producidas por las aceleraciones) de 
las piezas de la máquina. Si, por el contrario, se tienen en cuenta dichas 
fuerzas de inercia, se lleva a cabo el llamado análisis dinámico. En cualquiera 
de los dos casos el rozamiento puede tenerse en cuenta o no, según las 
exigencias del problema. El presente capítulo trata solamente del análisis 
estático de las máquinas. 


10-1. Reacciones entre piezas, sin rozamiento. En éste y en los pró- 
ximos capítulos no se tendrá en cuenta el rozamiento. Un análisis de esta 
clase es útil para obtener unos primeros resultados que, en el caso de má- 
quinas bien lubricadas, son suficientemente precisos las más de las veces. 
Estos representan las condiciones ideales; es decir, de rendimiento 100 %+ 

Las fuerzas que actúan sobre un órgano de una máquina se aplican, 
en general, en sus puntos de contacto con otros miembros de la máquina, 
siendo las dos excepciones más importantes las de las fuerzas debidas a la 
gravedad y las de inercia. Dichos contactos se logran corrientemente por 
medio de pares giratorios o deslizantes y, a veces, por medio de pares 
superiores. Cualquiera que sea el tipo de unión, las fuerzas ejercidas por 
una pieza sobre otra son, si se desprecia el rozamiento, normales a las 
superficies de dichas piezas en el punto de contacto. 

Cuando el tontacto entre dos piezas de una máquina se establece por 
medio de una junta giratoria o deslizante, la fuerza ejercida por una de 
ellas sobre la otra no se aplica sólo en un punto, sino que es la resultante 
de varias fuerzas elementales distribuidas sobre un área considerable. 
Estas fuerzas elementales tienen direcciones normales a las superficies en 
sus correspondientes puntos de contacto. En el caso de junta giratoria, 
como árbol y cojineto, la línea de acción de cada fuerza elemental pasa 
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por el centro de la junta y, por lo tanto, la resultante de todas ellas pasará 
también por dicho centro. En el caso de junta deslizante, como cruceta 
y guía, las fuerzas elementales son todas normales a un mismo plano y, 
por consiguiente, su resultante también será normal a ese plano. Sin embar- 
go, la línea de acción de esa resultante no puede determinarse a partir 
solamente de las características de la junta. Para simplificar el análisis 
se supone, a veces, que la línea de acción de la resultante pasa por el centro 
de gravedad del área de contacto, pero corrientemente se determina por 
las condiciones de equilibrio. 


10-2. Análisis de una escuadra. La Fig. 10-1 muestra un ejemplo 
sencillo de análisis estático. La escuadra 2 forma parte de un sistema de 
palancas y se une al resto del sistema 
a través de las barras 3 y 4. Se supone 
conocida la fuerza P y se desea deter- 
minar las restantes fuerzas que actúan 
sobre la escuadra. Se supone también 
que las fuerzas ejercidas por las barras 
tienen como líneas de acción. sus ejes 
longitudinales. Respecto a la notación 

Fia. 10-1 empleada, F, representa la fuerza 

ejercida por el eslabón 4 sobre el 2; 

F., será la fuerza igual y contraria ejercida por el éslabón 2 sobre el 4. 
Esta notación será empleada en los demás análisis. 

Sobre la escuadra 2 actúan tres fuerzas: la P conocida, la ejercida 
por 4 y la ejercida por el cojinete 1. No se aplica ningún par o momento 
exterior sobre 2. La línea de acción de F,, es completamente conocida. 
La resultante de P y Fi debe pasar por la intersección M de sus líneas 
de acción. La otra fuerza F,,, que pasa por el centro del cojinete, debe 
ser igual y contraria a la resultante de P y F, y también debe pasar por M. 

¿Si no es así habrá un par resultante. Pero esto es imposible, ya que no hay 
aplicado ningún par exterior sobre 2 que se le oponga. Siendo ya conocidas 
las direcciones de las tres fuerzas, se puede dibujar su polígono, como 
muestra la figura, y determinar los módulos de F,, y F, La ecuación 
vectorial correspondiente al polígono es 


Fay + Fi P Fay =0 


10-3. Mecanismo motor. En el análisis de fuerzas de un mecanismo es 
necesario suponer conocido, bien sea el esfuerzo motor, bien la resistencia a 
vencer. En el mecanismo motor mostrado en la Fig. 10-2a, el esfuerzo P 
debido a la presión del vapor o de los gases contra el émbolo es la fuerza 
conocida. La resistencia a vencer es la correspondiente al par Qg que actúa 
sobre el cigijeñal y que es igual y contrario al ejercido por dicha pieza. 

Lo primero es considerar las fuerzas que actúan sobre la cruceta 
(eslabón 4). Estas son las siguientes: f 

P = el esfuerzo conocido. 

F., = la reacción de las guías. 

F, = la fuerza ejercida por la biela. 
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De estas tres fuerzas, sólo el esfuerzo P es conocido. Sin embargo, puesto 
que sobre la biela actúan solamente dos fuerzas, una en Á y otra en B, es evi- 
dente que la línea de acción de F}, debe pasar por la intersección B de 
sus líneas de acción; y puesto que sobre la cruceta sólo actúan tres fuer- 


` Fuerza del vapor contra 
la culata del cilindro 


Fia 10-2 


zas, F,¿ debe también pasar por B. La dirección de F,¿ debe ser normal 
a las guías, como se muestra en la figura. Conocidas ya las direcciones 
de las tres fuerzas, se puede dibujar el polígono correspondiente (mostrado 
en b en la figura) y determinar así los valores de F}, y Fie 

La fuerza F}, ejercida porla biela sobre la manivela es, evidentemente, 
igual y contraria a F}, Las otras fuerzas que obran sobre la manivela 
son: Fia la reacción del cojinete, y las fuerzas del par desconocido Qg. 
Para equilibrar este par, las fuerzas Fi y F¿a deben, a su vez, formar un 
par; es decir, F,, debe ser igual y paralela a F} y de sentido contrario. 
El momento Qq es igual a Fh; este último es llamado corrientemente 
momento de giro. Si se descompone Py), en la cabeza A de la biela, en las 
componentes To y Ry, perpendicular y paralela, respectivamente, a la 
manivela, la primera, To, es llamada esfuerzo de giro. De la figura se deduce 
que Fy,/T ¿ = 0,A/h; por consiguiente, Fsh = To * 0,4. 

Durante cualquiera de las revoluciones de la manivela, la fuerza P es 
¿Una cantidad variable y el esfuerzo de giro Ty está sujeto a las correspon- 
dientes variaciones. Por otra parte, la resistencia vencida por el motor 
es prácticamente constante, y, para evitar violentas fluctuaciones en la 
velocidad del cigijeñal, es necesario generalmente hacer uso de un volante. 
La misión de este último es almacenar energía cuando P es demasiado 
grande y suministrársela al cigijeñal cuando P es demasiado pequeña. 
Es evidente que cuando se emplea un volante, el par Qg no es el par resis- 
tente real, sino el efecto combinado de la resistencia y la inercia del volante. 

Para terminar, hagamos el análisis de las fuerzas que obran sobre el 
bastidor. Estas son las siguientes: 


La fuerza P’, igual y contraria a P. 

La fuerza F,,, igual y contraria a F). 

La fuerza F, igual y contraria a F4 

Las fuerzas debidas al peso del bastidor y la bancada. 


Ps o 
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Puesto que la suma de los vectores P, F,¿ y Fia es cero, es evidente que 
la suma vectorial P’, Fy y Fa también será nula. Sin embargo, estas fuer- 
zas no están en equilibrio, como puede verse a: continuación. Descom- 
pongamos F, en el centro del cojinete del cigiijeñal, en sus componentes 
horizontal F}; y vertical F3,. La primera es igual y contraria a P’, y, 
por lo tanto, está neutralizada, pero la vertical F3, forma par con la, 
fuerza F,. Este par, que es igual al Qg, tiende a hacer girar el motor como 
un todo alrededor del cigijeñal y debe equilibrarse por las fuerzas debidas 
al peso del bastidor y la bancada. 


10-4. Mecanismo de contramanivela. En la Fig. 10-3q se muestra el 
análisis estático de un mecanismo algo más complicado. Se quiere hallar 
la fuerza P que hay que aplicar sobre los dientes de la rueda 3 para vencer 
la resistencia conocida Q. La primera parte del análisis es igual a la del 
mecanismo motor tratado en el artículo precedente. Las fuerzas que 
actúan sobre el carro (eslabón 7) son: Q, Fiy y Fez- Los módulos de las dos 
últimas pueden hallarse en el polígono de fuerzas mostrado en b. La ecua- 
ción vectorial del equilibrio es 


Q Fir P Fer = 0 


Las fuerzas que obran sobre el eslabón 5 son: Fes, Fas y Fıs Las líneas 
de acción de las dos primeras son completamente conocidas y, por consi- 
guiente, su intersección M también. F,;, aplicada a 5 en el punto O;, debe 
pasar por el punto M porque no hay ningún par o momento que obre 
sobre 5. Al ser conocidos las direcciones de las tres-fuerzas y el módulo 
de una de ellas (F), los restantes valores pueden hallarse a partir del 
polígono de fuerzas. Las fuerzas que actúan sobre el órgano 3 pueden 
determinarse de modo semejante y obtener así la fuerza ejercida sobre 
los dientes. 


10-5. Rozamiento. Parte de la energía suministrada a toda máquina 
debe emplearse en vencer las fuerzas de rozamiento que se originan en 
su interior. Estas fuerzas resistentes al movimiento pueden clasificarse 
de acuerdo con la manera de presentarse, siendo las más importantes la 
resistencia al deslizamiento, y la resistencia a la rodadura. También existe ` 
la resistencia que un órgano de unión flexible opone a ser arrollado a una 
polea. En bombas y en aquellos casos en que se emplean fluidos como medio 
de transmisión de energía, parte de ésta se gasta en vencer la fricción del 
fluido. 

El rozamiento: de deslizamiento es la resistencia ofrecida al movimiento, 
o la tendencia al movimiento, cuando dos superficies frotan una contra 
otra. Este tipo de fricción puede reducirse materialmente con el uso de 
lubricantes, cuya acción consiste parcialmente en separar dichas super- 
ficies, sustituyendo parte de la fricción seca de deslizamiento por fricción 
fluida. j 

El rozamiento de rodadura es la resistencia ofrecida al movimiento 
cuando dos superficies ruedan una sobre otra. El hecho de ser este roza- 
miento mucho menor que el de deslizamiento es el motivo de sustituir 
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los cojinetes ordinarios, llamados de fricción, por cojinetes de bolas o 
rodillos en aquellos casos en que se desea reducir el rozamiento al mínimo. 

La resistencia de rozamiento de un órgano de unión flexible a ser enro- 
llado es una fricción interna causada por las fibras de dicho elemento que 
deslizan una sobre otra. 


P (se da sólo 
la dirección) 


Fıc. 10-3 


10-6. Rozamiento de deslizamiento. Al tratar del rozamiento de des- 
lizamiento se acostumbra a dar por cierta la Hamada ley de proporcionalidad. 
Esta ley, que es sólo una aproximación, establece que la fuerza de roza- 
miento es proporcional a la fuerza normal que mantiene en contacto las 
superficies de fricción. Puede expresarse por la ecuación F = uN, donde F 
es la fuerza de rozamiento, N la fuerza normal y u una cantidad llamada 
coeficiente de rozamiento. Corrientemente se admite que este coeficiente 
es igual para todos los puntos de contacto de una misma unión, pero no 
igual para todas las uniones. La fuerza de rozamiento en cualquier punto 
del contacto es tangente a la superficie frotante en ese punto. 

El coeficiente de rozamiento de deslizamiento depende, en general, 
de los matoriales y condiciones de las superficies frotantes y de los lubri- 
cantos usados. Sin lubricanto hay fricción seca. En la lubricación por película 
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gruesa (otros nombres usados son: completa, fluida, viscosa o perfecta) las 
superficies están completamente separadas por una gruesa película a 
presión, producida por efecto hidrostático o hidrodinámico. Por ejemplo, 
un árbol girando en su cojinete provisto de abundante aceite puede desarro- 
llar una presión en éste, suficiente para hacer flotar la carga y evitar el 
contacto entre las superficies. - 

En algunos casos la situación es intermedia entre fricción seca y lubri- 
cación por película gruesa. El lubricante se halla presente, pero la acción 
hidrodinámica no es suficiente para soportar la carga. La película de fluido 
es muy fina, y de la adherencia del lubricante a las superficies, además 
de otros aspectos físicos y químicos de la naturaleza del lubricante, depende 
que se evite o disminuya el contacto entre las superficies, permitiendo el 
resbalamiento dentro del lubricante. Este tipo es llamado lubricación por 
película delgada o limitada. Superficies engrasadas y cojinetes de fricción 
son. ejemplos de esta clase de lubricación. Parece que a veces hay contacto 
entre algunas partes de las superficies, incluso en superficies pulidas. El 
grado de fricción está corrientemente comprendido entre el que hay entre 
superficies secas y el que se da con lubricación por película gruesa. 

La Tabla 10-1 reúne unos cuantos valores representativos del coefi- 
ciente de rozamiento de deslizamiento para superficies secas y para el caso 
de lubricación limitada. ` 

Para lubricación por película gruesa, los valores del coeficiente de 
rozamiento de deslizamiento están comprendidos, aproximadamente, entre 
0,001 y 0,03. Se ve que estos valores son considerablemente inferiores a 
los dados en la Tabla 10-1. 


TABLA 10-1. VALORES REPRESENTATIVOS DEL COEFICIENTE DE ROZAMIENTO 
DE DESLIZAMIENTO * 


u 

Materiales . 

Superficies Lubricación limitada 
secas 

Acero duro con acero duro .........o..... 0,42 0,029-0,108 
Acero suave con acero Suave ......o.oo.o.... 0,57 0,09 -0,19 
Acero duro con babbitt ................. 0,33-0,35 0,06 -0,16 
Acero suave con bronce fosforog0......... 0,34 0,173 
Acero suave con fundición ............... 0,23 0,133 
Acero suave con plomo ........o.oooooo.m... 0,95 0,3 
Vidrio con vidrio ............. ii 0,40 0,09 -0,116 
Fundición con fundición ................. 0,15 0,064-0,070 
Bronce con fundición ...............o.... 0,22 0,077 
Fundición con madera de roble ........... 0,49 0,075 


* Valores seleccionados de «Mechanical Engineer's Handbook », L. S. Marks 
(ed.), 5. ed., p. 218, MoGraw-Hill Book Company, Ino., New York, 1951. 
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Es conveniente señalar aquí que los coeficientes del rozamiento estático 
son, en general, mucho mayores que los del rozamiento móvil, particular- 
mente en superficies secas o casi secas. Por consiguiente, para mover un 
bloque, partiendo del reposo, sobre un plano hace falta una fuerza mucho 
mayor de la necesaria para mantener el movimiento. 

1. Unión deslizante. En la Fig. 10-4 se mues- 
tra una unión deslizante sencilla consistente en un 
bloque que se mueve sobre una superficie plana 1. 
Se supone que el bloque 2 está sometido a un sis- 
tema de fuerzas (no mostradas) que le obligan a 
moverse en la dirección indicada y que lo oprimen 
contra la superficie plana 1. Es conveniente suponer 
para el análisis que se eumple la ley de proporcio- Fra. 10.4 
nalidad o que se dispone de los valores equiva- = 
lentes del coeficiente de rozamiento. Con estas premisas se hará el estudio. 

Con referencia a la Fig. 10-4, la presión normal ejercida por la superficie 
sobre el bloque no será, en general, uniforme; es decir, variará en intensidad 
de unos puntos a otros del área de contacto. Sean dN la fuerza elemental 
normal en A y y el coeficiente de rozamiento. La fuerza elemental de roza- 
miento en A es 


Movimiento 


dF! = u aN 


La resultante de la fuerza elemental de rozamiento y de la fuerza elemental 
normal es la fuerza elemental total d.F,, ejercida en 4 sobre el bloque 2 
por la superficie plana 1. El ángulo q que la dirección de dF, forma con 
la normal es llamado ángulo de rozamiento. Este puede determinarse del 
modo siguiente: 


dF, dN 
ermon lr i 


$ = arc tg u (10-1) 


De la ecuación se deduce evidentemente que si u es el mismo para todos 
los puntos del área de contacto, el ángulo ¿$ es también igual. Por lo tanto, 
la resultante de todas las fuerzas ele- 
mentales totales formará un ángulo ¢ 
con la fuerza normal resultante, y las 
líneas de acción de estas dos fuerzas pa- 
sarán por el mismo punto del área de 
contacto. 

Consideremos ahora el caso mostra- 
do en la Fig. 10-5. El bloque 2 está 
obligado a mantenerse en contacto, por 
la acción de la fuerza Q conocida, 
con la superficie plana 1, al mismo 
tiempo que se mueve sobre ella por 
efecto de la fuerza P, de la cual conocemos sólo su dirección. Por razones 
de equilibrio, la reacción do la suporficie plana sobre el bloque debo pasar 


276 MECANICA: DE MAQUINAS 


por el punto A. Si se tiene en cuenta el rozamiento, la fuerza F,, debe 
estar inclinada respecto a la normal un ángulo igual al de rozamiento. 
Si éste es $, la dirección de F, es la mostrada. Los módulos de P y F,, 
pueden determinarse a partir del polígono de fuerzas mostrado. Si se des- 
compone F, en sus componentes normal y tangencial a las superficies de 
contacto en su punto de aplicación, se ve en séguida que la segunda es 
igual a P pero de sentido contrario y la primera es igual y opuesta a Q. 


Si no hay rozamiento, P sería cero y la fuerza normal resultante F7, 
sería directamente opuesta a Q; es decir, tendría la misma línea de acción 
de Q. Por consiguiente, es evidente que el efecto del rozamiento ha sido 


desplazar la línea de acción de Fi, en la dirección del movimiento del 
bloque. 

2. Unión giratoria. La acción aquí es de deslizamiento, como se ha 
visto. Muchos cojinetes o juntas giratorias no están perfectamente lubri- 
cados, y esto es particularmente cierto en la mayoría de las uniones gira- 
torias de los mecanismos articulados. Lo que se ha dicho antes respecto 
al deslizamiento es de aplicación aquí, y se supondrá para el análisis que 
la fuerza de rozamiento es función lineal de la fuerza normal o que se dis- 
pone de coeficientes de rozamiento equivalentes. 

En la Fig. 10-6 se muestra un árbol que gira en su cojinete. Debido al 
huelgo, el árbol girará sobre la posición de contacto 4. La fuerza resul- 
tante F,, forma un ángulo ġ con el radio, como se indica en la figura. 
Esta fuerza puede considerarse como la resultante de la fuerza normal 
resultante N y la fuerza tangencial resultante uN. La fuerza F,, es tan- 
gente al pequeño círculo de radio h, siendo h = R sen ¿. Pero, puesto que q 
es muy pequeño, sen ġ = tg ġ (aproximada- 
mente). Por lo tanto, h = R tg $ = uR. Esta 
aproximación (la de suponer que seno y tangente 
son iguales) es permisible en el caso de ángulos 
pequeños y es lo suficientemente precisa en este 
caso, puesto que el ángulo $ es muy pequeño y 
también porque el coeficiente u es una cantidad 
que puede variar entre amplios límites. Es evi- 
dente de la ecuación anterior, que si y permane- 
ce constante, de acuerdo con la ley de propor- 
cionalidad, la distancia k también se mantendrá 
constante y será independiente de la carga. Se 
deduce de todo esto que la línea de acción de 
la fuerza resultante F} sobre el árbol, debida 

Fia, 10-6 a una carga Q de cualquier valor, será tangente 

a una circunferencia de radio k con centro en 

el eje del árbol. Esta es llamada circunferencia de rozamiento y depende 

sólo del radio del árbol y de su coeficiente de rozamiento. Es obvio 

que la fuerza Fa, ejercida por el árbol sobre su cojinete también será tan- 
gente a la circunferencia de rozamiento. 

La circunferencia de rozamiento es de gran utilidad en los análisis 
gráficos. Su radio puede calcularse en cuanto se conoce o se fija el coeficiente 
de rozamiento, después de lo cual se puede dibujar y usar para determinar 
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la línea de acción de la fuerza ejercida por el árbol sobre el cojinete o vice- 
versa. Cualquiera que sea la dirección de la fuerza, su línea de acción debe 
ser tangente a la circunferencia de rozamiento. 

3. Par superior. El análisis del rozamiento de un par superior es 
casi idéntico al de un par deslizante. Un ejemplo es la rueda motriz de 
locomotora mostrada en la Fig. 10-7. La reacción normal del carril sobre la 
rueda tiene una dirección que difiere 
de la normal en el ángulo ġ. Es evi- 
dente que la reacción total del carril 
produce un momento de giro sobre 
la rueda que se opone al momento 
motor ejercido sobre ésta. 

4. Valor del rozamiento. El va- 
lor del coeficiente de rozamiento en 
cualquiera de los casos estudiados de- 
pende principalmente de las condi- 
ciones de lubricación. Se han dado 
algunos valores representativos, pero 
es oportuno un pequeño resumen. En 
un cojinete bien lubricado el coefi- 
ciente puede llegar a ser tan pequeño 
como 0,001 ó, incluso, menor, y en el 
caso de deslizamiento seco y plano Fic. 10-7 
puede ser tan grande como 0,360,4, 

ó incluso mayor (ver Tabla 10-1). En la práctica, rara vez se está cerca de 
los valores extremos. En una unión bien lubricada con deslizamiento recti- 
líneo el valor de u varía corrientemente de 0,02 a 0,04, mientras que en 
un cojinete bien lubricado los límites prácticos son 0,01, 0,02. Para engra- 
najes y levas funcionando en baño de aceite el valor de y es aproximada- 
mente el mismo que para la unión deslizante rectilínea. Con la lubricación 
intermitente que se emplea corrien- 
temente en las uniones deslizantes y 
giratorias de los mecanismos ordina- 
rios, estos valores son considerable- 
mente mayores: alrededor de 0,09 ó 
más para uniones deslizantes, levas y 
engranajes, y de aproximadamente 
0,06 para cojinetes. Entre una rueda 
Fic. 10-8 motriz de locomotora y el carril; y va- 
ría de 0,15 a 0,25. Para ruedas con 
neumáticos de goma sobre pavimento seco el coeficiente de rozamiento 
es del orden de 0,65 a 0,85. 

10-7. Análisis del rozamiento en la escuadra. La Fig. 10-8 muestra 
una aplicación de los métodos descritos en el artículo precedente. El esfuer- 
zo P actúa, por intermedio de la escuadra 2, para vencer la resistencia ęQ. 
La única otra fuerza que obra sobre la escuadra es la Fia, reacción del coji- 
neto. La línea de acción de F} debe pasar por la intersección de las líneas de 
acción do P y Q. Tambión dobo ser tangente a la circunferencia de roza- 
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miento trazada con centro en el eje de giro. El radio de esta circunferencia 
es r = uR, donde y es el coeficiente dè rozamiento en el cojinete y R el 
radio del pasador. Para decidir a qué lado de la circunferencia de rozamiento 
se debe dibujar la fuerza F} hay que conocer el sentido del movimiento o 
la tendencia a éste. Así, puesto que F} es la fuerza ejercida por el eslabón 1 
sobre el 2, dicha fuerza debe dibujarse de modo que produzca un momento 
de giro que se oponga al movimiento de 2 respecto a 1. Siendo conocidas 
las direcciones de las tres fuerzas y el módulo de una de ellas (P), se puede 
dibujar su polígono y determinar los restantes valores. 


: 10-8. Rendimiento. El rendimiento de una máquina se define, en 
general, como la relación entre la energía suministrada en un cierto intervalo 
de tiempo y la energía recibida por la máquina en ese mismo intervalo. 
En muchas máquinas, los movimientos de sus piezas, así como las fuerzas 
que actúan sobre ellas, varían para las distintas posiciones de la máquina. 
En tales casos, el rendimiento en cualquier instante, llamado rendimiento 
instantáneo, viene determinado por la relación entre las energías suminis- 
trada y recibida durante ese intervalo infinitesimal de tiempo. El rendi- 
miento medio es el correspondiente al tiempo invertido por la máquina 
en realizar un ciclo completo. La palabra rendimiento se usa corrientemente 
con el significado de rendimiento medio. 

El rendimiento de una máquina puede expresarse así: 


ES W,— Wr lazos W 
Eff. = m MEW (10-2) 


D’ 


donde W, es la entrada, W, la salida y Wp el trabajo perdido, convertido 
en calor por el rozamiento, todo ello en el mismo tiempo. Si, para un tiempo 
dado, el esfuerzo motor y la resistencia permanecen constantes, lòs valo- 
res W, y W, pueden expresarse por las igualdades 


W, = Pp W = Qq 


donde P es el esfuerzo motor, p la distancia recorrida por P durante el 
intervalo de tiempo considerado, Q es la resistencia a vencer en el punto 
en que la máquina suministra la energía y q es la distancia recorrida por Q. 
Puesto que la entrada es igual a la salida más el trabajo perdido 


Pp = Qq + Wr 


Esta ecuación conduce a expresar el rendimiento en función de fuerzas 
solamente. Sea Qo la resistencia vencida por el esfuerzo motor P si la 
máquina funcionase sin pérdidas. Entonces 


Pp = Qg + W,= Qu 


W,— W, Pp— W Qg Q 
E AA da ACE f ON p f = <= 
de UA Pp Qog Qo 


(10-3) 


ESTATICA DE MAQUINAS 279 


De nuevo, sea Q la resistencia útil vencida por el esfuerzo motor P en 
la máquina real, y P, la fuerza que se' necesitaría para vencer dicha resis- 
tencia si la máquina fuese capaz de funcionar sin pérdidas. Entonces 


Pop = Pp— Wr = Qq 


Eff. = Wı Ez Qq E Pop _ Po 
Wa + Wr Qq + Wr Pp P 


(10:4) 


Si las fuerzas P y Q varían, las relaciones instantáneas Q/Q, y Po/P 
representan los rendimiento instantáneos de la máquina. 

10-9. Efecto del rozamiento en un mecanismo motor. El análisis del 
rozamiento de un mecanismo motor está mostrado, para una posición 
determinada, en la Fig. 10-9. Aquí, la fuerza P actúa sobre el émbolo 4 
y se pide hallar las otras fuerzas que actúan en la máquina. Lo primero 
es suponer un coeficiente de rozamiento, que no tiene por qué ser el mismo 
para todas las uniones, y calcular los radios de las circunferencias de roza- 
miento de las uniones giratorias O, A y B. A continuación se estudian las 
fuerzas que actúan sobre la biela. Estas son: F, y Fog. El movimiento 
angular de la biela respecto al émbolo es a izquierdas y, para oponerse 
a él, la fuerza F, debe ser tangente por la parte superior a la circunferencia 


de OA Fo sfuerzo giratorio 
| Li equivalente 
T= Lat 
le) 04 
Fic. 10-9 


de rozamiento de B. De modo similar, el movimiento de la biela respecto 

al cigüeñal es a izquierdas y, por lo tanto, F debe ser tangente por la 

parte inferior a la circunferencia de rozamiento de A. La línea de acción 
común de F, y Fas queda, pues, determinada. 

Las fuerzas que obran sobre el émbolo son: P, F,, y F4 La fuerza P 

y ln dirección de la Fa, son conocidas y pueden dibujarse en el polígono 
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de fuerzas (en b, en la Fig. 10-9). Este muestra que la reacción de la guía F,, 
debe estar dirigida hacia arriba, y la dirección del movimiento del émbolo 
muestra que dicha reacción debe estar inclinada hacia: la izquierda un 
ángulo cuyo valor está determinado por el coeficiente de rozamiento entre 
émbolo y guía. Hallada la dirección de F',,, se puede completar el polígono. 
Se llama la atención al hecho de que el sentido de la inclinación de F}, 
es tal que haga disminuir la fuerza transmitida, a través de la biela, al 
cigileñal. La línea de acción de F}, queda determinada, puesto que debe 
pasar por la intersección de las líneas de acción de P y Fay. 

Las fuerzas que actúan sobre la manivela son: F3», Fio, y las fuerzas del 
par resistente que obra sobre el árbol principal. Para equilibrar dicho par, 
la fuerza Fia debe ser paralela e igual a F y de sentido opuesto. Para 
oponerse al movimiento de la manivela, F',, debe-ser tangente a la circun- 
ferencia de O por la parte superior. El brazo h del par fomado por las fuer- 
zas Fa, y Fiz queda así determinado. El esfuerzo giratorio equivalente es 
la fuerza que, si se aplicáse al extremo de la manivela en dirección perpen- 
dicular a ésta, tendría un momento respecto al punto O igual al del par 
formado por Faz y Fie( = Fagh). Si es T esta fuerza y OA el brazo de la 
manivela, y 


_ Fogh 
L OA 


En c se muestfa un método gráfico para hallar el módulo del vector T. 

El rendimiento instantáneo del mecanismo puede calcularse haciendo un 
análisis estático, como se muestra en d, despreciando el rozamiento y 
determinando el esfuerzo giratorio Ty correspondiente a P en esas condi- 
ciones. El rendimiento, para la posición mostrada, está dado por la rela- 
ción. T/T,. En el dibujo original la longitud del vector representativo 
de la fuerza T era 3 cm; la longitud de T, fue 3,9 cm. El rendimiento es 
pues del 76,9 %. El motivo de este bajo rendimiento está en que el efecto 
del rozamiento fue deliberadamente exagerado para ponerlo más en evi- 
dencia. En un motor real el valor sería del orden del 95 %. 

10-10. Quebrantadoras. En la Fig. 10-10 se conoce la resistencia Q 
y se desea determinar el esfuerzo giratorio equivalente que debe, aplicarse 
a la manivela para vencer aquélla. 

Habiendo hallado los radios de las distintas circunferencias de roza- 
miento, pueden determinarse las líneas de acción de las fuerzas presentes 
en el mecanismo, como se ha hecho en la figura. Se puede entonces dibujar 
la fuerza Q (en ben la figura) y completar el polígono de fuerzas. El esfuerzo 
giratorio equivalente se halla por medio de la construcción mostrada en c. 

Para determinar el rendimiento se hace el análisis estático, despre- * 
ciando el rozamiento, sobre el esquema del mecanismo, como muestra: la 
Fig. 10-11, y se encuentra el esfuerzo giratorio T', correspondiente a un 
rendimiento del 100 %. La relación T/T es igual al rendimiento instan- 
táneo. En el estudio hecho en el dibujo original éste fue del 68 %. También 
aquí este bajo valor del rendimiento es debido al propósito de exagerar 
el efecto del rozamiento. 
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la) 


Fic. 10-11 


10-11. Rozamiento en levas. Como se estableció en el Art. 10-6, el 
análisis del rozamiento de un par superior es muy semejante al de una 
unión deslizante plana. La Fig. 10-12 muestra un ejemplo en el que el par 
superior está constituido por los perfilos de trabajo de una pareja de levas. 
La izquierda (eslabón 2) acciona a la derecha (eslabón 3) por medio de la 
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fuerza ejercida en el punto de contacto A. La fuerza total F} que la leva 
2 ejerce sobre la 3 está desviada de la normal común un ángulo ¿, el ángulo 
de rozamiento, y el sentido de esta inclinación es tal que se oponga al 
movimiento relativo de ambas levas. La dirección del movimiento relativo, 
determinada por consideraciones cinemáticas, está indicada por las dos 
flechas dibujadas en el punto A. 


Fra. 10-12 


Si Pl es el momento motor ejercido 'sobre la leva conductora por el 
árbol motor al que va unida, es evidente que 


Pl = Fa ko 


Del mismo modo, si Qh es el momento resistente que actúa sobre la leva 


conducida 3, 
Qh = Fs Ry 
. y 
Estas dore ecuaciones pueden combinarse paira expresar el momento resis- 
tente en función de las fuerzas: 


Si se eliminase el rozamiento del mecanismo, la fuerza ejercida por la 
leva 2 sobre la 3 actuaría según Ja normal común. Si fuera N, esta fuerza 
y Qph el correspondiente momento resistente, se tendría 


Pl = N,R; Qh = N.R; 


y Qh = PI 


El rendimiento instantáneo del mecanismo es 


Eff. 2 P 


Qo R R; 
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La aplicación de esta expresión a la figura original dio el siguiente resultado: 


6,349... 
Eff. = zg g6 7 835% 


Se llma la atención al hecho de que en este análisis no se ha tenido en cuenta 
el rozamiento en los cojinetes. 


10-12. Engranajes rectos. El análisis del rozamiento de un engranaje 
recto es fundamentalmente igúal al de una pareja de levas que se ha dis- 
cutido en el artículo precedente. Es suficiente señalar que el rendimiento 
de los engranajes rectos o cónicos fabricados por métodos modernos es 
del orden del 99 % (excluyendo el rozamiento de los cojinetes). 


10-13. Tornillos. El análisis de las fuerzas en un tornillo de rosca 
cuadrada es simplemente el de un bloque que se desliza sobre un plano 


d =diámetro medio del hilo | 
d = avance de la hélice T A 
(6) 
Fra. 10-13 


inclinado que esté arrollado alrededor de un cilindro. El tornillo se muestra 
en la Fig. 10-13a. El análisis se hará en el supuesto de que el efecto resultante 
de las fuerzas ejercidas sobre el tornillo por la tuerca en la que gira es 
equivalente al de una sola fuerza concentrada aplicada sobre el radio 
medio de la rosca. En b se muestra un desarrollo de un hilo de la tuerca, 
donde el bloque representa al tornillo. El bloque está sometido a la carga 
vertical Q y sube por el plano inclinado (hilo de la tuerca) bajo la acción 
de la fuerza horizontal P, que es el esfuerzo de giro ejercido sobre el tornillo 
y reducido al radio medio de la: rosca. La reacción del plano sobre el bloque 
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está desviada de la normal en el ángulo de rozamiento ġ. Si a es el ángulo 
de avance medio, 

P = F,, sen (a + ġ) Q = Fa cos (a + $) 


P F,,sen (a + p) 
Fa cos (a + $) 


= Qtg(a + $) (10-5) 


El rendimiento puede determinarse suponiendo ® = 0, caso ideal sin 


rozamiento. 
P= Qtga 
_ Py tga l—utga _ 
Eff. = Pela edo donde = tg (10-6) 


Las correspondientes expresiones 1, para el caso en que la rosca no es 
cuadrada, como la mostrada en c en la figura, son las siguientes: 


to? 
tata itri 


te? 
O IA 


P=Q (10-7) 


donde f es la mitad del ángulo de la rosca; como se indica en la figura. 


Una fórmula que da una gran aproximación se obtiene despreciando tg? a. 
Esto da 


_posfBtga+u (10-8) 

cos $6 — u tg a 

La expresión correspondiente del rendimiento es 
Eff _ cos f — u tga (10-9) 


"cos fB + u ctga 


10-14. Resistencia a la rodadura. La resistencia al movimiento debida 
al rozamiento se puede reducir corrientemente sustituyendo el desliza- 
miento por la rodadura. La invención de la rueda fue probablemente el 
primer reconocimiento de este hecho. Los hombres prehistóricos descu- 
brieron que una carga podía moverse mucho más fácilmente si se hacía por 
medio de rodillos o ruedas que si se arrastraba sobre la tierra. Hoy se aplica 
el mismo principio al usar cojinetes de bolas o rodillos en las máquinas en 
las que se desea reducir al mínimo la resistencia al movimiento. En general, 
la resistencia a la rodadura en un cojinete de bolas o rodillos es demasiado 
pequeña para ser tomada en consideración en un análisis gráfico de fuerza, 
y esto es prácticamente cierto para cualquier rodadura entre acero y acero. 


1 Ver ©. W. Ham and D. G. Ryan, «An Experimental Investigation of the 
Friction of Screw Threads», Univ. IU. Eng. Expt. Sta. Bull. 247, Junio de 1932, 
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Un ejemplo de mucha mayor resistencia a la rodadura es el de una 
rueda con neumático de goma soportando una carga y rodando sobre un 
pavimento seco. 

Las Figs. 10-14 a 10-16 pueden ser útiles para entender la resistencia 
a la rodadura. Al rodar la rueda hacia la derecha, la deformación de las 
superficies de contacto se ve que produce un desplazamiento hacia la 
derecha de la fuerza resultante en el plano de la rueda. Las dos compo- 
nentes son: la reacción normal N que debe ser igual y contraria a la carga Q 


Frig. 10-14 Fig. 10-15 Fra. 10-16 


y la: componente de resistencia a la rodadura T que es vencida por la 
fuerza P aplicada al centro de la rueda en este caso. Es obvio que el par 
formado por Q y N de brazo h debe oponer- 
se al formado por T y P cuyo brazo es casi 
igual al radio r. 

hQ = Pr 
Movimiento 


o P= z Q (10-10) 


Por consiguiente, para una misma carga Q, 
al aumentar la resistencia a la rodadura, h 
aumenta también. Los valores del coeficiente P 
de rozamiento de rodadura % se dan corrien- 
témente en cm (o mm) y son para los metales 
del orden de 0,01 a 0,7 ó menores. R+h R=h 


10-15. Rozamiento de los órganos de 
unión flexibles. La Fig. 10-17 muestra la ac- 
ción de una cuerda que pasa por una polea. 
Debido a su rozamiento interno, la cuerda Fic 10-17 
se opone primero a ser arrollada sobre la 
polea y después se resiste a ser enderezada. El resultado es que la cuerda 
se fuerza a sí misma a separarse de la polea a la entrada y a acercarse a 
la salida. La combinación de estos dos efectos hace que el brazo de la 
fuerza Q sea mayor que el de P. Suponiendo que dicha desviación h sea 
igual en ambos ramales de la cuerda, para que haya equilibrio es preciso que 


iti 


R+h 
R — h 


P(R—M=QR+h)  dedonde P = Q (10-11) 
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Esta expresión no tiene en cuenta, el id en a ecojinete de la 
polea; - 

Pocos son los datos disponibles del valor de la desviación h. El profesor 
Heck 'da:la fórmula: O: e 


ETE ja e AS (10-12) 


donde' Pa = carga, en libras: 
d = diámetro de la cuerda, en A R 
- k = 10 para cuerda de fibra : 
= 60 para cable de acero suave 
= 120 para cable de acero duro 


Establece, sin embargo, que la resisterícia de rozamiento de una cuerda 
depende mucho de sus condiciones y que para una cuerda de «cáñamo 
nueva rígida el valor de h puede ser del 50 % mayor del dado por la fórmula 
anterior, mientras que para una cuerda vieja 
y suave puede ser la mitad o un' tercio de 
dicho valor. 
. ¿El profesor Leutwiler, en su libro Machine 
Y. Design, ha reunido los resultados de “algunos 
experimentos sobre el rendimiento de las po- 
leas.. Sin embargo, ha incluido el efecto: del 
rozamiento en los cojinetes y “esto debe te- 
nerse en cuenta al comparar con los valores 
de la fórmula antes dada. Si se hace así, se 
i encuentra que estos resultados concuerdan 
Fra. 10-18 con los obtenidos por dicha fórmula. 
El análisis anterior se aplica a los casos 
.en que las cargas Q y P son, casi iguales, de modo que lá fuerza de roZa- 
miento superficial entre el- órgano flexible y la polea es despreciable. Estas 
condiciones se cumplen en-esencia en lós mecariismos elevadores de' poleas, 
pero no en las transmisiones pór correa, en las cuales el rozamiento de la 
correa en las poleas es el fundamento de la transmisión. 
La fórmula 1 que relaciona las fuerzas (tensión) « en una correa a ambos * 
lados de la polea (Fig. 10- E es” 


t 


Eeu e E 
q (10-13) 
donde F; = fuerza en la correa en el ramal tenso 
F, = = fuerza en la correa en el ramal flojo 
ü = coeficiente de rozamiento entre correa y poleas 
0 = ángulo de contacto entre correa y polea, en radianes ` 
e = base de los logaritmos riaturales 


1. Para su deducción ver cualquier tratado de mecánica o proyecto de má- 
quinas, 
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La ecuación (10-13) supone un contacto uniforme en todo el arco activo 
de contacto y desprecia las fuerzas centrífugas que tienden a separar la 
correa de la polea y, por lo tanto, reducen la carga que puede arrastrarse 
a grandes velocidades. La diferencia entre las fuerzas F y F, es evidente- 
mente quien da lugar a la potencia transmitida por la correa. 

Los valores del coeficiente de' rozamiento y varían entre 0,1 y 0,5, 
para los materiales usados corrientemente, AS de la naturaleza 
de las superficies de contacto, . ; v ` 

10-16. Fuerzas en “planos paralelos. En todos los artículos precedentes 
los pares debidos a falta de alineación de las fuerzas han sido despreciados. 
El motivo es que las fuerzas que actúan en las máquinas están. corriente- 
mente situadas en planos paralelos y. un sistema de esta clase, despreciando 
los pares de fuerzas, puede analizarse como si todas las fuerzas estuvieran 
situadas en el mismo plano..Con ello resulta un análisis de fuerzas mucho 
más simple. Normalmente, estos pares son de pequeña importancia. Si la 
falta de alineación es considerable, los pares de fuerzas a que dan lugar 
pueden determinarse por medio de un sencillo segundo análisis, una vez 
hecho el análisis coplanar. 


CAPÍTULO 11 


FUERZAS DE INERCIA 


11-1. Fuerza de inercia de una partícula. La resultante de todas las 
fuerzas que actúan sobre una partícula (una «masa puntual») es una fuerza 
cuyo módulo es igual al producto de la masa por la aceleración de la par- 
tícula. La dirección de esta fuerza es la misma que la de la aceleración. Es 
decir, 

ZF E FP resultante =F ` 
y F=mA (11-1) 


donde F y A deben tener la misma dirección (incluyendo el mismo sentido). 


A continuación se revisan las dimensiones y las unidades esenciales y sus 
relaciones, todo ello necesario para el adecuado entendimiento y uso de la ecua- 
ción anterior. 

El pesado de una cierta cantidad de materia por el método usual de la ba- 
lanza es realmente un proceso de comparación entre la masa de esa materia con 
la de una masa tipo. El número obtenido es la masa del cuerpo, aunque corrien- 
temente se le llame peso. En el sistema anglosajón hay dos unidades corrientes 
de masa: la libra masa (éste es el número de libras leídas en la escala de la balanza) 
y el slug. El slug es, por definición, 32,17 veces mayor que la libsa masa. l 

Es necesario ser consecuente al usar dimensiones y unidades en el trabajo 
cuantitativo. En la ley de Newton, F = mA, las dimensiones son: 


Fuerza = (masa) (longitud)/(tiempo)? 


Esta ecuación sirve realmente para definir la fuerza cuando ya se han defi- 
nido (como por el Bureau of Standards) la masa, la longitud y el tiempo. To- * 
mando como unidad de masa el slug, de longitud el pie y de tiempo el segundo, 
obtenemos la unidad de fuerza llamada libra. Por consiguiente, 1 libra de fuerza 
aplicada a 1 slug de masa produce una aceleración de 1 pie/seg?. Por tanto, la 
unidad libra-fuerza es equivalente a la slug-pie/seg?. 


F=mA 
lb” = (slug)(pie/seg?) 


Las masas medidas en libras deben convertirse en slugs, dividiéndolas por 
32,17 antes de emplear la ecuación F = mA. 

Si el peso W de un cuerpo (en libras) se considera como la fuerza de atracción 
entre su masa y la de la tierra, en cualquier punto de esta última, 


Tom 
32,17 
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donde g es la aceleración local de la gravedad. Por consiguiente, la fuerza W lb 
actuando sobre la masa produce una aceleración de g pie/seg?. Escrita de otro 
modo la ecuación anterior da 


Así pues, si el peso de un cuerpo ha sido hallado, hay que dividirlo por la ace- 
leración local de la gravedad para determinar m, la masa en slugs, requerida por 
la ecuación representativa de la ley de Newton. Repetimos, sin embargo, que las 
«libras» medidas corrientemente en un cuerpo son masa y deben dividirse por 
la constante 32,17 para encontrar el número de slugs m, en vez de hacerlo por la 
aceleración local de la gravedad. Numéricamente, el valor de g es casi igual a 
32,17 debido a las pequeñas diferencias de altitud en la superficie terrestre, por 
lo cual es prácticamente igual, numéricamente, distinguir o no entre masa y fuer- 
za en la medida de lo que es corrientemente llamado el «peso» de un cuerpo. 
No obstante, en algunas aplicaciones, la distinción es absolutamente necesaria 
para obtener el resultado correcto. Por ejemplo, en el análisis de los cohetes 
que vuelan a alturas extraordinariamente grandes (posiblemente en el espacio 
exterior) debe tenerse en cuenta que la masa de una pieza es un invariante, 
pero el peso (considerado como la fuerza de atracción de la masa por la tierra) 
puede cambiar apreciablemente e, incluso, aproximarse a cero. ` 


Nota del revisor. El sistema métrico de unidades que se corresponde con el 
analizado por el autor es el denominado «Sistema Terrestre Europeo» o «Sistema 
Técnico », cuyas unidades fundamentales son las de longitud, fuerza y tiempo, 
siendo, por tanto, la de masa una unidad derivada. La unidad de longitud es el 
metro, la de fuerza el kilogramo-peso, llamado también Di y la de tiem- 
po el segundo. 

El kilogramo-peso es la fuerza con que es atraído por la Tierra al kilogramo- 
masa (masa del kilogramo patrón). La aceleración prođueida es, como es sabido, 
de 9,80 m/seg?. Por lo tanto, 


1 Kp = 1 Kg-masa x 9,80 m/seg? 
Como, por otra parte, se tiene que cumplir 


1 Kp = [m] x 1 m/seg? 
“~ 
siendo [m] la unidad de masa en este sistema, que en esta ecuación se ha escrito 
entre corchetes para evitar confusiones con los metros, de aquí se deduce, 
comparando ambas igualdades, que $ 


[m] = 9,80 Kg-masa 


o sea, que la unidad de masa en el Sistema Terrestre es igual a 9,80 veces la 
masa del kilogramo patrón. No tiene nombre especial. 

En el análisis de fuerzas de este libro se utilizarán normalmente los siguien- 
tes símbolos: F, indistintamente libras-fuerza o kilopondios; m, slugs o unidades 
do masa del Sistema Terrestre métrico; M, libras-masa o kilogramos-masa; 
A, aceloraciones en pies o metros por segundo por segundo; W, peso en libras- 
fuerza o kilogramos-fuorza, según se opere en uno u otro sistema. 
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Enda Fig. 11-la se muestran tres fuerzas actuando sobre una partícula. 
En b, la resultante se halla sumando gráficamente los véctores. En c, se 
muestra la fuerza resultante actuando sobre la partícula y la dirección 
de la aceleración que le comunica. En d, se muestra un principio muy impor- 
tante, que será usado a todo lo largo de este libro en los estudios dinámicos. 
Por la ley de Newton, podemos escribir, como antes, 


F=mA z (11-2) 


En la Fig. 11-1d se muestra, además de la fuerza F, otra fuerza — mA 
del mismo módulo que F (= mA), pero desentido contrario; ésta es lla- 
mada la fuerza de inercia de la partícula. El signo negativo del vector 


Ep l-már=0Q 


te) 
h wh RA PILmO=0 


Fic 111 
fuerza de inercia indica simplemente que su sentido es opuesto al de -la 
aceleración A, producido por la fuerza F'.* Al analizar las fuerzas que obran 
sobre una partícula, el uso dë la fuerza de inercia (— mA), como se muestra 
en e, reduce el problema a un análisis estático, puesto que la suma de todas 
las fuerzas aplicadas'á la, partícula (incluyendo la de inercia) debe ser cero. 


P+F bp mAj=0 (11-3) 


:ʻ.1 Estoʻse basa en el: convenio del análisis vectorial según el cual, si V es 
un vector, se define —'V como otro vector que tiene el mismo módulo y sentido 
opuesto que V. 5'e oro i ; 


"FUERZAS DE INERCIA. 201 


Esta ecuación define realmente el vector fuerza de inercia como — mA, 
igual que antes. i l 

Un cuerpo rígido puede considerarse compuesto por un gran número 
de partículas (o masas puntuales) mantenidas en posiciones fijas relativas 
entre sí. Estas partículas son llamadas elementos del cuerpo rígido. La 
fuerza de inercia de cualquier elemento depende de su masa y de sú ace- 
leración y la fuerza del cuerpo, como conjunto, es la; resultante de todas 
sus fuerzas de inercia elementales. 

Como se estableció en el capítulo precedente, el análisis de las fuerzas 
de una máquina, teniendo en cuenta las de inercia, es llamado análisis 
dinámico.. Para simplificar.el estudio, se despreciará el rozamiento en los 
análisis dinámicos que se hagan a continuación. Esto se justifica por- el 
hecho de que la mayoría de las máquinas que tienen fuerzas de inercia 
suficientemente grandes para ser tenidas en cuenta, los ejes están bien 
lubricados y las fuerzas de rozamiento son pequeñas. 


J1-2. Fuerzas de inercia de un cuerpo rígido que tiene movimiento plano. 
Los elementos de un cuerpo rígido que tiene movimiento plano se mueven 
en planos paralelos. Por consiguiente, las fuerzas de inercia de estos ele- 
mentos tienen sus líneas de acción situadas en planos paralelos y, como 
resultado, las fuerzas de inercia pueden ser estudiadas convenientemente 
como si formaran un sistema coplanario. Un análisis basado eñ este supuesto 
desprecia ciertos pares de fuerzas que son corrientemente poco impor- 
tantes; pero que si se desea, pueden determinarse por medio de un sencillo 
análisis secundario. El suponer un sistema coplanario es, al tratar con 
fuerzas de inercia, también equivalente ~ ` 
a admitir que la masa del cuerpo está 
concentrada en el plano del movimiento. 

En la Fig. 11-2, sean G el centro de 

" gravedad del cuerpo rígido, m su masa, 
supuesta concentrada en un plano, y P 
cualquiera de sus elementos cuya masa 
es dm. La aceleración del elemento es 


. Ap = Ac + Apo H Apo 
apg = TW? AG = ra 
>- (recuérdese que a = mod Á) 


donde w y à son, respectivamente, la ve- 
locidad y la aceleración angulares del 
cuerpo. Multiplicando ambos miembros 
de la ecuación anterior por la masa dm 
del elemento, ' 


Apdm = Ag dm + Arc dm + Apg dm 
(11-4) >> 


Fra. 11-2 


La fuerza de inercia del:elemento P es — Apidm, que puede descomponerse, 
como indica la Ko, (11-4) y se muestra en la Fig. 11-2, en las componen- 
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tes — Ag dm, — Apg dm y — Ape dm. La fuerza de inercia resultante de 
todo el cuerpo se compone de: 


l. La resultante de todas las fuerzas como la — Ag dm. 
2. La resultante de todas las fuerzas como la — Apg dm. 
3. La resultante de todas las fuerzas como la — Abg dm. 


Las fuerzas como la — A dm son todas paralelas y opuestas a la acele- 
ración del centro de gravedad (* y el módulo de cada una de ellas es pro- 
porcional a la masa del elemento correspondiente. Forman, por lo tanto, 
un sistema de fuerzas paralelas cuya resultante F'g pasa por el centro 
de gravedad del cuerpo, como se indica en la figura, siendo esta última 
característica consecuencia de la definición de centro de gravedad !. La 
fuerza Fç es 


Fo = È — Agdm = — mAg (11-5) 


siendo m la masa del cuerpo. 


Las fuerzas como la — Apg dm (apg = ro?) pasan todas por el centro 
de gravedad G. El vector suma de todas estas fuerzas es 


F = X — ro? dm = — w2r dm 
Pero r es el radio que une el centro de gravedad con cualquier elemento, 


como el P, y el momento de la masa con respecto a un eje que pase por el 
centro de gravedad de un cuerpo rígido es siempre cero (&rdm = 0). 


w 
P x “i 
lo) 
(6) 


Fra. 11-3 


Por consiguiente, el vector suma del sistema de fuerzas concurrentes es cero 
y no pueden dar lugar a un momento o par resultante alrededor de ningún 


1 Las propiedades del centro de gravedad, que son de interés aquí, se pue- 
den hallar en los tratados elementales de mecánica. 
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eje, porque todas las fuerzas pasan por el mismo punto. Así pues, la resul- 
tante de todas las fuerzas como la — Apg dm es cero. 


La resultante de las fuerzas como la — Apgdm es X — ra dm = — 
— aZrdm = 0, puesto que 2rdm es cero, como antes. En este caso, sin 
embargo, como las fuerzas no pasan por el mismo punto, aunque su suma 
es cero, habrá un momento resultante. Para encontrarlo, es conveniente 
tomar momentos con respecto al punto G. Así, si T es la suma de los mo- 


mentos de todas las fuerzas como la — Ag dm, 
T = X — ra dm(r) = — aùr? dm = — Ica (11-6) 


donde Ig es el momento de inercia del cuerpo respecto al centro de gra- 
vedad (. 

En resumen, la resultante de todas las fuerzas de inercia de un cuerpo 
rígido es una fuerza de inercia de módulo mag que pasa por el centro de gra- 
vedad y un par de inercia de módulo Ica. Sus sentidos son opuestos a Ag y a, 
respectivamente. De modo semejante a lo dicho de la fuerza de inercia 
de una partícula, pero expresado ahora para todo el cuerpo rígido, la fuerza 
de inercia y el par de inercia se definen como — mAg y — Ie, respectivamente. 
Fuerza y par pueden combinarse, como se indica en a y b en la Fig. 11-3, 
dando como resultado una sola fuerza F como fuerza de inercia resultante 
del cuerpo, cuyas características (módulo y dirección) son las mismas que 
las de Fc y cuya línea de acción está situada a una distancia h = Isa/Fo 
del centro de gravedad G. 

Se llama la atención de nuevo al hecho de que este análisis se ha basado 
en la hipótesis de que la masa del cuerpo rígido está concentrada en un 
plano paralelo al del movimiento y que contiene al centro de gravedad G 
del cuerpo. En realidad, no obstante, la masa está distribuida espacial- 
mente y, para determinar completamente el resultado de las fuerzas de 
inercia elementales, es necesario tenerlo en cuenta. Se puede demostrar 
que la fuerza total de inercia, así obtenida, se compone de la fuerza y el 
par determinados por el análisis coplanar antes descrito, y un par secundario 
que tiende a hacer girar al cuerpo rígido alrededor de un eje que se halla 
en el plano del movimiento. Este momento secundario puede corrientemente 
despreciarse, en cuyo caso, el análisis puede hacerse sobre la base 
coplanaria antes descrita. Si el plano de referencia es también de simetría 
y si la densidad del cuerpo es uniforme en todo él, el momento secundario 
desaparece. En los artículos siguientes se supone siempre que la masa está 
concentrada en un plano, mientras no se diga lo contrario. 

11-3. Fuerzas de inercia de un eslabón flotante. La biela de un 
motor, que tiene movimiento combinado de rotación y traslación, es un 
órgano que sirve como ejemplo ideal del caso general de fuerzas de inercia, 
en un eslabón con movimiento plano, como en el artículo precedente. 
Más aún, la biela es un ejemplo típico de lo que puede denominarse un 
«eslabón flotante» (es decir, un eslabón que no está fijo a ningún punto), 
y el método soguido para la determinación de su fuerza de inercia resultante 
abarcará a los «ótganos flotantes», en goneral, 


a0 
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En la Fig. 11-4 se muestra una biela de masa m con la aceleración Ag 
de su centro de gravedad y de aceleración angular a dada, que se muestra 
en la figura. Del estudio hecho en el artículo precedente se sabe que la 
resultante de las fuerzas de inercia del eslabón se compone de la fuerza 
de inercia Fe = — mAg, que pasa por el centro de gravedad G y de sentido 
opuesto a la aceleración Ag, y el par de inercia — Ica, donde Ig es el mo- 


te) 
Fic. 11-4 


mento 'de inercia con respecto a G. Esto se indica en b en la figura. 
Puede suponerse, desde luego, que este par actúa sobre la pieza en cualquier 
punto de su plano de movimiento. 

Si se desea representar el resultado de las fuerzas de inercia como una 
sola fuerza, en vez de una fuerza y un par, puede conseguirse suponiendo 
que cada una de las FUBraS del par es igual en módulo a Fs. Entonces el 
brazo del par es 

Ica I Ga 


=== (11-7) 


Colocando el par con una fuerza F', igual y opuesta a la Fe, pasando por G, 
como se muestra en c en la figura, la resultante es la fuerza F paralela 
y de sentido opuesto a Ag y desplazada la distancia h de Ag. Es obvio 
que el momento Fh debe oponerse a la aceleración angular de la pieza. 
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11-4. Fuerza de inercia de un eslabón giratorio alrededor de un centro 
fijo. La Fig. 11-5 representa un eslabón giratorio alrededor de un cen- 
tro O con velocidad angular w y aceleración 
angular a en el sentido indicado. La masa del 
eslabón es m y su momento de inercia res- 
pecto al centro de gravedad (* es Ie. 

El resultado de las fuerzas de inercia 
debe ser una fuerza Fe = — mAg y un par 
cuyo valor es T = — Ica. La aceleración del 
centro de gravedad es - 


Ac = v + Ab 
ae = (OG)? ak = (OG)a 


A partir del vector Aç pueden determinarse 
el módulo y la dirección de la fuerza de d 
inercia resultante Fc. La resultante F, ob- Fia. 11-5 

tenida al combinar la fuerza y el par de 

inercia, tiene una línea de acción situada a una distancia h tal que 


Ica 
h = Fo 


siendo medida la distancia h desde Œ en dirección tal que el momento 
de F con respecto a G tienda a oponerse a a. 

La fuerza de inercia F' pasa siempre por el mismo punto Ẹ de la línea OG 
prolongada, independientemente de los valores de w y a. Esto se demuestra 
por las siguientes consideraciones: 


GE _ As 

GH A l , l 
Ac Ag Ia Ac Ic Ae Ic 

E = GH =k = Es E 

e Ar Z; F (OQ) mAs ÖĞ — m(0G) 


En la expresión anterior se puede observar que la distancia GE es inde- 
pendiente de w y de a y es función solamente de Iç, m y OG. Por lo tanto, 
con un eje de rotación fijo, la fuerza de inercia del eslabón pasa siempre 
por un punto determinado Æ del eslabón. Este punto Æ es llamado el 
centro de percusión con respecto al eje fijo de rotación O. 

Si k es el radio principal de giro (radio respecto al centro de gravedad) 


lo mie. k? 
— mOG) mO OG 
do donde lA = OG(GE) (11-8) 
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Si a un cuerpo rígido se le permite oscilar libremente como un péndulo, 
‘su período de vibración es el mismo que el de un péndulo simple que tenga 
una longitud igual a la distancia entre el eje de os- 
cilación y el centro de percusión con respecto a ese 
eje, es decir, una longitud igual a la distancia OF, en 
el caso considerado. Esto sugiere un método experi- 
mental para determinar el momento de inercia de una 
pieza de máquina. Refiriéndonos a la Fig. 11-6, supon- 
gamos que se desea hallar el momento de inercia de 
la biela ahí mostrada. Se supone que la posición del 
centro de gravedad Q ha sido previamente determina- 
da, que Tg es el momento de inercia respecto a @, y que 
E es el centro de percusión respecto al eje de osci- 
lación. Se suspende la biela, apoyándola en la cu- 
chilla B, alrededor de la cual se le permite oscilar 
como un péndulo. Se anota el tiempo invertido en dar 
un cierto número de oscilaciones completas (ida y 
vuelta) y, así, se obtiene el período T. Se determinan 
entonces el centro de percusión y el momento de iner- 
cia de la biela, a partir de la fórmula del péndulo 
(ver cualquier tratado de mecánica), del modo 


siguiente: 
T= 2a | ZI da pp (11-9) 


donde g = aceleración de la gravedad. La distancia a 
que se encuentra el centro de percusión E del centro de gravedad -€ es 


Fic 11-6 


AA — ho (11-10) 


El momento de inercia Iç respecto al centro de gravedad es 
; T*g 
Ie = mk? = mhsh. = mhi | —7— ho (11-11) 
: 4a? 


11-5. Componentes radial y tangencial. En los estudios de fuerzas es 
necesario, a menudo, tratar con una fuerza simple que actúa sobre un esla- 
bón con dos uniones y tiene una línea de acción que corta al eslabón en 
un punto situado entre los centros de ambas uniones. Un ejemplo de esto 
es la fuerza Fg de la Fig. 11-7. Para hallar las otras fuerzas que obran 
sobre el eslabón 3, descompongamos Fg en E en las componentes perpen- 
dicular y paralela a la recta A.B. Esto se hace para facilitar la toma de 


momentos respecto al punto 4. La componente perpendicular FZ* es 


llamada componente tangencial de Fg respecto al punto A, y F34 recibe 
el nombre de componente radial de Fẹ con respecto a A. Es evidente 
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que al tomar momentos con respecto a A, el de la pon radial FE* 
es cero. El momento de la componente tangencial es F¿* (ALE) y, por 
consiguiente, es también el momento de la fuerza original Fg respecto 
al punto 4. 

Además de Fg, solamente otras dos fuerzas obran sobre el eslabón 3: 
la F, de 2 sobre 3 en A (no mostrada) y la F,, de 4 sobre 3 en B. El mo- 
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mento de la primera de éstas respecto a A es cero. El de la segunda es, 
de acuerdo con lo indicado, igual al producto de su componente tangen- 


cial FI por la distancia AB. En equilibrio, la suma de todos los mo- 
mentos respecto al punto A debe ser cero, 


FXAE) + FRE(AB) =0 


i aÀ 
y Fa =— Fi ( A 45) (11-12) 
El signo negativo significa que el sentido de F%' es opuesto al 


de FZ*. En la figura se muestra un método gráfico para determinar F3% 
aplicando la relación de momentos. 


La componente radial FẸ es desconocida y, si no se tienen más datos 
de la fuerza F, no se puede adelantar más en su conocimiento. Supon- 


gamos, sin. embargo, que la fuerza FI? ha sido hallada tomando los 
momentos respecto a O de las fuerzas que actúan sobre el eslabón 4 (no 


se muestra la construcción). Invirtiendo F3? obtenemos FI?. Ahora 
bien, puesto que FX” “y .F% son perpendiculares, respectivamente, 


a F3? y FZÍ, es evidente que el extremo del vector fuerza total F, está 
situado en la intersección de las perpendiculares trazadas por los extremos 


de F3? y F74. En la forma de ecuación vectorial (el diagrama vectorial 
correspondiente se muestra en la Fig. 11-7), 


Pp PES FR b FẸ = Fa 


Una vez hallada la fuerza total Fia, la Fog que actúa en A puede deter- 
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minarse en la forma usual igualando a cero la suma vectorial de todas las 

fuerzas que actúan sobre el eslabón 3. s 
11-6. Mecanismo de cuatro eslabones. En el presente artículo se 

discute el análisis dinámico del mecanismo de cuatro eslabones mostrado 


0 b 


lo 
A Voa 
vá 0 
\ Poligono 
y de velocidades 
A Y 
F (6) A y 
Poligono i 
y de aceleraciones oee a 
AA A 


22” 
(la) 
Fra. 11-8 


en la Fig. 11-8. La velocidad y la aceleración angulares del eslabón 2 son 
dados: i 3 
wz; = 20 rad/seg az, = 160 rad /seg? 


En la figura se indican las dimensiones lineales necesarias. Las masas y los 
momentos de inercia de los distintos órganos son los siguientes !: 


M, = 4,65 lb. M, = 2,17 lb. 
Iez = 0,01379 slug-pie? Ics = 0,00814 slug-pie? 
j M, = 5,27 lb. 

I64 = 0,02040 slug-pie? 


Se desea hallar (1) las fuerzas de inercia de los órganos móviles, (2) el 
par que debe aplicarse al eslabón 2 y (3) el efecto de las fuerzas de inercia 
sobre el bastidor. 


«A Ver la discusión hecha al principio de este capítulo. 
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l. Determinación de las fuerzas de inercia.. Lo primero es hacer la 
determinación completa de las aceleraciones. Esto requiere el uso del 
polígono de velocidades mostrado en b. Las componentes normal y tan- 
gencial de la aceleración del punto A pueden calcularse del modo siguiente: 


al, = (0,4) 02 =*/, X 202 = 333 pie/seg? 

a, = (0,4) az = /,, X 160 = 133 pie/seg? 
A continuación, después de elegir una escala apropiada, se puede dibujar 
(en c en la figura) el polígono de aceleraciones por medio de los métodos 
del Cap. 9. La escala deride para el dibujo original fue 1 plg = 150 pie/seg?. 
De él se obtuvieron las aceleraciones de los distintos centros de gravedad 


ac, = 162 pie/seg? ac, = 371 pie/seg? ac, = 189 pie/seg? 


Las fuerzas de inercia son 


M, 4,65 A 
F, = 331700 = gg 17 < 162 =28,251b 
M, 2,17 
F; = gir 00 = 3917 X 371 = 25,01 1b 
. M, 5,27 
F, = 5917 00 = 3337 X 189 = 30,89 1b 


‘Para hallar las líneas de acción de las fuerzas de inercia, es preciso deter- 
minar antes las aceleraciones angulares de los eslabones correspondientes. 
La aceleración angular del eslabón 2 es un dato, y las de los 3 y 4 pueden 
hallarse del modo siguiente: 


a; 75 ; l 
ag AB ay, = 75 radianes/seg 
t 
__ a _ 315 
A = CIS 375 radianes/seg 


habiendo obtenido los valores numéricos de a4 y ag del polígono de 
aceleraciones. Las distancias a que se hallan las distintas fuerzas de inercia 
de los centros'de gravedad de los eslabones correspondientes pueden calcu- 
larse ahora: 


I6,03 0,01379 x 160 


ha = = 0,0949 pies = 1,139 plg 


F, 232 
_ Ieas _ 0,00814 x 75 NE, 
hy = Es 25/01 = 0,0244 pies = 0,293 plg 


a Het, 0102040 x 875 les = £ 
hy ==. 7, 7 30,80 = 0,2467 pies = 2,972 plg 
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Las fuerzas de inercia F, F, y F, se pueden trazar ahora sobre el 
dibujo del mecanismo, como muestra la Fig. 11-8, siendo el sentido de cada 
fuerza opuesto a la aceleración correspondiente de G, y el momento de 
cada fuerza respecto a ese mismo punto (G) opuesto a la aceleración angular. 
Es de notar que las líneas de acción de las fuerzas de inercia de los esla- 
bones 2 y 4 pueden haber sido halladas determinando los centros de per- 
cusión de esos eslabones con respecto a sus centros fijos de rotación. 


Nota del revisor. Operando en el «Sistema Terrestre Europeo», de acuerdo 
con lo dicho en la nota del artículo 11-1, resultaría: 


M, = 2,111 kg M, = 0,985 kg 

Ic, = 0,01875 kg-m? = ) Ic, = 0,01107 kg-m* 
= 0,001913 [m]-m? = 0,00113 [m]-m? 

M, = 2,392 kg 


Ic, = 0,02774 kg-m? = 0,00283 [m]-m*, 


siendo [m], ver Art. 11-1 citado, unidades másicas dèl Sistema Terrestre Europeo. 
Las componentes de la aceleración del punto A, serán análogamente , 


a, = (0,4) 07 = 0,254 x 20° = 101,6 m/seg? 
al, = (0,4) a, = 0,254 x 160 = 40,6 m/seg? 


Las aceleraciones de los centros de gravedad, serán: 
aG, = 49,4 m/seg?; ag, = 113 m/seg?; ag, = 57,6 m/seg? 


y las fuerzas de inercia 


M, 2,111 
= = 2 x 49,4 = 10,63k 
Pma aeg p 
M 0,985 
F; = — =e 113 = 11,35 
s= ge IE kp 
M 2,392 
F, = — aq, = 2 57,6 = 14,05 k 
Pepa Ar ES p 
las aceleraciones de los eslabones 3 y 4 so hallarán: 
y A 222,86 75 rad/seg 
AB 0,3048 
a, = E = _114,3_ = 375 rad/seg 


y las distancias de los c. d. g: a las líneas de acción de las diversas fuerzas de 
inercia, serán: 
_ Ica _ 0,001913 x 160 


ha = 0,0286 m 
-F 10,63 

h = Tats _ 000113 x T5 L 0,00744 m 
F, 11,35 

ha = Loss, „7 _0,00283 x 3758 _ 0,0755 m 
F, 14,05 


resultados concordantes, como es lógico, con los obtenidos en el Sistema Inglés. 
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2. Esfuerzo acelerador. El esfuerzo requerido para acelerar el meca- 
nismo puede determinarse aplicando las condiciones de equilibrio. El 
fundamento está en el hecho de que el sistema compuesto por todas las 
fuerzas de inercia y todas las fuerzas exteriores que actúan sobre un órgano 
es un sistema en equilibrio. Supongamos que el par acelerador necesario, 
aplicado al árbol al que está unido el eslabón 2, esté representado por PL. 

En la Fig. 11-9, donde el mecanismo ha sido dibujado en forma esque- 
mática, consideremos primero las fuerzas que actúan sobre el eslabón 4. 
Estas son: 


F, = la fuerza de inercia del eslabón 4. 
F, = la fuerza de 1 sobre 4 en O,. 
F¿, = la fuerza de 3 sobre 4 en B. 


Habiendo elegido una escala apropiada de fuerzas (para el dibujo original 
se tomó 1 plg = 30 Ib), se dibuja en Æ, la fuerza de inercia F, y se des- 


RO, a 
TA E 4 
A 34 En ! 
(a) 
4 | 
SN 
Fay i 
Fs ESO, 
P Š EA s 
AW Na 


(c) 


Fre. 11-9 


compone en sus componentes radial y tangencial con respecto al punto Oj. 
Se toman momentos respecto a este punto y se determina la componente 
tangencial 744, de acuerdo con los métodos del artículo precedente. 


No se puede deducir nada más considerando sólo las fuerzas que actúan 
sobre 4, i 
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Las fuerzas que obran sobre el eslabón 3, son: 


F, = la fuerza de inercia del eslabón 3. 
F, = la fuerza de 4 sobre 3 en B. 
Foz = la fuerza de 2 sobre 3 en A. 


Descompongamos en T la fuerza F, en sus componentes radial y tan- 
gencial con respecto al punto A. La componente tangencial F34, o mejor 


su opuesta F44, puede determinarse tomando momentos con respecto a A. 
El extremo del vector que representa la fuerza total F}, está situado en la 
intersección de las perpendiculares trazadas por los extremos de los vecto- 


res Pix" y F34. La ecuación vectorial correspondiente es 
TO RO TA RA 
Fy = Fu *+PFy*= Fa + Fs 


Habiendo hallado la reacción F, (y su inversa F,) la única fuerza 
que permanece desconocida, de las que actúan sobre el eslabón 3, es Faz. 


Fa H FaH Fg = 0 


La solución gráfica de esta ecuación para F, se muestra en b. También 
se muestra la solución para F}, de 


Fy p F¿+pPF,=0 
Las fuerzas que actúan sobre el eslabón 2, son: 


F, = la fuerza de inercia del eslabón 2. 

Fa, = la fuerza de 3 sobre 2 en A, que acaba de hallarse. 
F = la fuerza desconocida de 1 sobre 2 en O,. 

PL = el par acelerador desconocido. 


La solución para F, se muestra en el polígono vectorial en b. 
Fa t Fat F= 0 


El par PL es obvio que no tiene efecto en el polígono vectorial. 

Para determinar el par PL, se iguala a cero la suma de los momentos 
de todas las fuerzas y momentos que actúan sobre 2 en O,. Fig pasa por O, 
y, no produce momento. La suma de F}, y F, se representa por la resul- 
tante R en la figura. El módulo de R se determina a partir del polígono, 
siendo su valor 60,8 lb ~ 27,6 kg; también se mide su brazo respecto al ' 
punto O,, hallándose 3,27 plg ~ 8,30 cm. El momento PL es, por lo tanto, 


PL = 60,8 x 3,27 = 198,8 1b-plg = 16,57 lb-pie ~ 27,6 x 0,083 = 2,29 kg-m 


Es do señalar que el par PL es exactamente igual (pero opuesto) al formado 
por Fig y la resultante R de Fa y F, Es interesante notar que el par 
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acelerador PL, en este caso particular, se opone al movimiento del meca- 
nismo y que la energía motriz es puainistrada en exceso por la energía 
cinétita del eslabón 4. 

3. Efecto de las fuerzas de inercia iie a bastidor. Las únicas fuerzas 
que actúan sobre el bastidor del mecanismo son las reacciones en O, y O, 
es decir, las fuerzas F, y Fa. La resultante S de estas dos fuerzas pasa 
por la intersección M de sus líneas de acción. La fuerza S es llamada 
fuerza de trepidación resultante. (S = Fa + Fa). Es la fuerza que tiende 
a hacer trepidár o levantar el bastidor de la máquina de la base a la que 
está unida. La fuerza O viene dada por la suma vectorial de Fa y Fa- 
Del examen de la parte de polígono dibujada en c se deduce que la intensidad 
y la dirección de S también se obtiene al sumar vectorialmente las tres 
fuerzas de inercia F,, F} y F,. Esto podía haberse previsto al considerar 
que los eslabones 2, 3 y 4 componen un sistema en equilibrio, en el cual 


2F (aplicadas al sistema) 
= mA (para las partículas del sistema) 


Fia tP Fi = — (F H F; H F) o Fa p Fa = F, p Fp F, 


Esta relación es cierta en toda clase de máquinas y, por ello, la fuerza 
de trepidación resultante de cualquier máquina puede determinarse direc- 
tamente por las fuerzas de inercia de sus piezas, sin: tener en cuenta la 
manera en que estas fuerzas de inercia se transmiten dentro de la máquina. 
Sin embargo, la posición de la línea de acción de S puede determinarse 
solamente por medio de un análisis completo. 


11-7. Análisis combinado estático y de las fuerzas de inercia. En el 
artículo precedente, se han considerado solamente las fuerzas de inercia. 
No obstante, en la mayoría de los problemas es necesario tener en cuenta 
también las fuerzas estáticas y las reacciones por medio de las cuales se 
transmite el esfuerzo en la máquina. En tales casos, la reacción entre dos 
órganos de la máquina puede determinarse combinando los resultados de 
ambos análisis: uno en el que se tengan en cuenta las fuerzas de inercia, 
despreciando las estáticas, y el otro que prescinde de las primeras y sólo 
considera las segundas. 

Esto se tratará brevemente usando la Fig. 11-10. Para simplificar, se 
supone que los órganos 3.y 4 carecen prácticamente de peso, por lo cual 
sus fuerzas de inercia son despreciables. También se supone que la fuerza 
de inercia f, y la resistencia Q (ambas conocidas) están en equilibrio con el 
osfuerzo motor P desconocido. Se desea hallar el esfuerzo P y las demás 
fuerzas que actúan en la máquina. Se usará la notación siguiente: 


f indicará las fuerzas de inercia y sus reacciones. 
3 se empleará para las fuerzas estáticas y sus reacciones. 


F servirá para designar a las fuerzas y reacciones debidas al efecto 
* combinado de las fuerzas de inercia y las estáticas. * 


El análisis estático se basa en el supuesto de que las fuerzas de inercia 
no oxisten y que la resistencia Q se mantiene en equilibrio por medio del 
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7 P (módulo 


1 
tal 1 desconocido 


Fic. 11-10 


` 
esfuerzo estático P que se aplica al órgano 4 en dirección horizontal. Así, 
las únicas fuerzas que obran sobre el eslabón 2, son: 


Q = la resistencia conocida. 
Fia = la reacción en O). 
Faa = la reacción en A. 
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Insistimos en que las fuerzas F42 y Fg no son las reacciones que hay real- 
mente en O, y A, sino solamente las debidas a la resistencia Q. La línea 
de acción de F debe coincidir con la recta AB, puesto que sobre el esla- 
bón 3 sólo actúan dos fuerzas. La fuerza 3,2 debe pasar por la intersección q 
de las líneas de acción de Q y F; si no fuese así, se presentaría un par 
sobre 2 sin que se le opusiese ningún otro. Por consiguiente, se pueden 
determinar los módulos de $,2 y sz con ayuda del polígono mostrado en 
a(Q + Sy + Sia = 0), y se puede dibujar sin dificultad el resto del 
polígono, siendo $., la parte de la reacción de la guía debida a la resistencia 
Q y 0 la fuerza estática necesaria para mantener a Q en equilibrio. 

El método empleado para llevar a cabo el análisis de las fuerzas de 
inercia es similar en todos sus aspectos al seguido antes, con la sola dife- 
rencia de que se tiene en cuenta la fuerza de inercia f, y se desprecia la 
resistencia Q. El análisis de las fuerzas de inercia se muestra en b en la 
figura. La fuerza p es el esfuerzo acelerador necesario para vencer la fuerza 
de inercia fa. 

Una vez hechos ambos análisis, se puede determinar el esfuerzo total P 
y la reacción total entre piezas cualesquiera, combinando los correspon- 
dientes vectores de los polígonos dibujados en a y b. Por ejemplo, el 
esfuerzo total es 

P=0 +p=0 +p 


puesto que € y p son paralelas. Del mismo modo, la reacción total de la 
guía está dada por la suma vectorial de $44 y fia; la reacción total del esla- 
bón 1 sobre -el 2 es la suma vectorial de 3,2 y fio; eto. 

La determinación de las fuerzas totales podría. haberse hecho directa- 
mente, como se muestra en c. El método consistiría en hallar primero la 
resultante R en el polígono y trazar entonces st, la línea de acción de .R, 
sobre el dibujo del mecanismo. Los pasos sucesivos serían los mismos que 
los de los análisis anteriores. En algunos casos este método puede ser ven- 
tajoso, pero, en general, no muestra claramente los efectos separados de 
las dos clases de fuerzas. 

Este es, probablemente, el momento oportuno para llamar la atención 
sobre el hecho de que en la mayoría de los problemas prácticos que llevan 
consigo la determinación de fuerzas de inercia, se supone corrientemente 
que el movimiento de un órgano de la máquina es completamente conocido 
y que se conoce también el esfuerzo motor o la resistencia, pero no ambas. 
Normalmente, esto presupone que hay un gran volante o que la energía 
se recibe de una fuente a velocidad constante. 

No obstante, hay una clase de problemas en los que se suponen cono- 
cidos tanto el esfuerzo motor como la resistencia; concretamente, los pro- 
blemas que tratan de las variaciones de velocidad en las máquinas. En 
tales casos, es corriente suponer que las velocidades de las piezas de la 
máquina son conocidas, pero que se desconocen las aceleraciones. Los 
problemas de esta clase son mucho más complicados que aquéllos en los 
que se supone completamente conocido el movimiento de un órgano. 


11-8. Sistema cinemáticamente equivalente. Para determinar la línea 
de acción de la fuerza de inorcia F de la expresión Fh = Ica, es necesario 
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hallar primero el momento de inercia Iç y la aceleración angular a del 
órgano considerado. Mostraremos un método de determinación empleando 
sólo fuerzas, evitando la ecuación precedente de momentos. El procedi- 
miento consiste en reducir la masa distribuida de una pieza, como la 
mostrada en la Fig. 11-11, a un sistema concentrado sencillo; concretamente, 
dos masas. En su aplicación, este procedimiento es, en ciertos casos, como 
el que se discutirá más adelante, más conveniente que el estudiado en los 
artículos precedentes. . 


Fic. 11-11 


Los efectos de inercia de un cuerpo rígido se reducen a una fuerza 
— mAg y un momento — Iga. Si el cuerpo se remplaza por un sistema de 
masas cinemáticamente equivalente, es evidente que m, Ac e Ie deben 
ser los mismos que en el sistema original. ; 

Sea G, en la Fig. 11-11, el centro de gravedad del eslabón rígido mostrado, 
y remplacemos la masa m por las dos masas colocadas en B y E. Una de 
ellas puede colocarse en un punto conveniente, tal como el B, pero la 
otra debe situarse de modo que satisfaga tres condiciones. La primera de 
estas condiciones es que la masa total no cambie, esto es, 


Mp + m =m 


donde ma y meg son las masas en B y E, respectivamente. La segunda con-. 
dición es que el centro de gravedad no varíe, por lo cual, las masas en B y E 

deben estar sobre una recta que pase por (! y a distancias hs y he de dicho 

centro, que cumplan la ecuación de momentos 


m. Bhp = mehe 
X 


La tercera condición es que el momento de inercia del sistema debe per- 
manecer inalterado. Por consiguiente, E ' 
mah; + meh? == mk? = Ig 
y 


De donde 


mpghiho + mehehe = PETA + mghihe = mk? 


(me + mp)hohe = mk o hola = kê 
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Puede pensarse que las masas concentradas en B y E están unidas 
por una barra sin peso y este sistema, puesto que tiene la misma masa, 
el mismo centro de gravedad y el mismo momento de inercia que el cuerpo 
original, es conocido como un sistema cinemáticamente equivalente. 

Para determinar las características del sistema cinemáticamente equi- 
valente, es preciso conocer la masa, el centro de gravedad y el momento 
de inercia del cuerpo original, En este caso, resolviendo el sistema formado 
por las ecuaciones anteriores, se obtienen las siguientes relaciones que deter- 
minan el sistema de dos masas que sustituye al cuerpo real: 


I 


hohe = kè = E . (11-13) 
m : 
ho 
ME = ho + he m (11-14) 
E 11-15 
Ra" aii 


Es evidente que los dos sistemas deben tener una fuerza de inercia 
resultante F de igual módulo, dirección y línea de acción. En cualquier 
caso, hay que dibujar el polígono de aceleraciones del mecanismo. La deter- 
minación de las fuerzas del sistema original ha sido tratada en los artículos 
precedentes. La del sistema cinemáticamente equivalente se ha dibujado 
en la figura. Las fuerzas Fg y Fg se hallan del modo corriente, a partir 
de los datos obtenidos en el polígono de aceleraciones. Estas fuerzas son 
las dos componentes de la fuerza resultante F, como se indica en el dibujo. 

En el caso de la biela mostrada en la Fig. 11-11, es conveniente situar 
una de las masas en B, eje del bulón del émbolo. De este modo, elegido he, 
las ecuaciones determinan ya univocamente he, me y Mp. El punto E cae 
en el centro de percusión de la biela con respecto al punto B. 

Es conveniente ahora considerar las ventajas de usar un sistema eine- 
máticamente equivalente. Es obvio que no hay ninguna, si la determi- 
nación de las fuerzas de inercia se va a hacer para una sola posición de 
la manivela. Las ventajas se ponen en evidencia cuando el estudio ha de 
hacerse para varias posiciones de la manivela, cómo por ejemplo, en el caso 
del motor de gasolina, en que puede ser conveniente hacer un análisis 
completo de las fuerzas correspondientes a 48 posiciones del ciclo de cuatro 
tiempos (ver Cap. 13). En tal caso, la línea de acción de la fuerza de inercia 
del émbolo coincide con su trayectoria. La de la manivela desequilibrada, 
suponiendo el caso general de aceleración angular, pasa siempre por un 
punto fijo de la manivela, el centro de percusión (ver Art. 11-4). En la biela, 
sin embargo, la distancia A = [ca/F, que determina la situación de la 
línea de acción de su fuerza de inercia, es diferente para cada una de las 
48 posiciones de la manivela, ya que la biela es un eslabón flotante. Por 
consiguiente, si sustituimos la biela por su sistema cinemáticamente 
equivalonto, todas las fuerzas de inercia del mecanismo tendrán sus líneas 
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de acción pasando pór puntos fijos de los eslabones, independientemente 
de las posiciones de éstos. Esto es evidentemente ventajoso al hacer el 
análisis para un gran número de posiciones de la manivela. 

11-9. Aplicación al mecanismo motor. Para ilustrar la aplicación del 
sistema cinemáticamente equivalente, consideremos el mecanismo motor 
mostrado en la Fig. 11-12. La fuerza de los gases Y, aplicada al émbolo 
se supone conocida y se desea determinar las reacciones en O, A y B, 
teniendo en cuenta no sólo la fuerza $,, sino también las fuerzas de inercia 
de las piezas móviles del mecanismo. La manivela se supone que gira a 
izquierdas con velocidad angular uniforme de «wrad/seg. Las masas de 
las tres piezas móviles son My, M y M, respectivamente. El centro de 
gravedad de la manivela está en G,; el de la biela, en G}. También se supone 
que E, el centro de percusión de la biela con respecto al punto B, se ha 
determinado experimentalmente por el método descrito en el Art. 11-4. 

Para determinar el esfuerzo giratorio (la componente de la fuerza de 3 
sobre 2, que es perpendicular a 2), la reacción de la guía y las reacciones 
en O, A y B hay que hacer dos análisis independientes: uno estático y 
otro de las fuerzas de inercia. Los resultados de ambos serán combinados 
para hallar las fuerzas buscadas. 

1. Análisis estático. En el presente problema, el esfuerzo S, es una 
cantidad conocida y es, por consiguiente, el punto de partida para dibujar 
el polígono de las fuerzas estáticas que se muestra en b en la figura. La 
reacción estática de la guía es S,4 y las presentes en A y B son 
Fae (= — Faa) y Faa (= — F 45), respectivamente. La fuerza estática 3 ga 
es la fuerza que se transmitiría por la biela al cigieñal (y por él a su utili- 
zación práctica) si parte del esfuerzo 3, no se necesitara para vencer las 
fuerzas de inercia. Además, $ y, es la fuerza estática en A sobre el codo del 
cigieñal, y F, es la fuerza estática en B sobre el bulón. Las fuerzas iguales 

_y contrarias Fas y F43 son, evidentemente, las fuerzas estáticas ejercidas 
sobre los cojinetes de la biela. 

Si se supone que la energía se suministra por el árbol motor en forma 
de un par puro, la reacción estática en O, es decir, 3 ,, (que no se muestra 
en el polígono de b) es igual y opuesta a la reacción Y gy en A (F3 +> F 12 = 0). 
Esta fuerza, 3,,, es la fuerza estática ejercida por el cojinete del cigiieñal . 
sobre éste en O; la fuerza S, igual y opuesta a la anterior, es la ejercida 


sobre el cojinete. El esfuerzo giratorio estático S3% se halla descomponiendo 
3 ¿9 en sus componentes perpendicular y paralela a la manivela, tal 
como se indica. 

2. Análisis de. las fuerzas de inercia. Antes de realizar el análisis 
de las fuerzas de inercia hay que hacer la determinación de las acelera- 
ciones. Puesto que la manivela tiene rotación uniforme, el modo más 
sencillo de hacerlo es empleando la construcción de Ritterhaus, como se' 
muestra en la Fig. 11-124. Recordemos que la línea trazada por A hasta b 
no es, en general, perpendivular a OB, como parece deducirse del dibujo de 
la posición considerada. 

A continuación hay que determinar el sistema cinemáticamente equi- 
valente 'a la biela (eslabón 3), puesto que esta pieza tiene un movimiento 
bastante complojo. El sistema más convoniento a nuestro propósito oon- 
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Dirección de pr l-Dirección de fa (suponiendo 
x ra 23 la que no hay rozamiento) 
pa % to | 


im E tg) 
Fra, 11-12 


sisto en dos. masas, una concentrada en B y la otra en E, cuyos valores 
vienon dados por las igualdades siguientes: 


AE, Bas 
BE" TERA 


mB = 


Al girar el eslabón 2 alrededor del centro fijo O, con velocidad angular 
constante, no hay ventaja apreciable al sustituirlo por su sistema cine- 
mátioamonto equivalente. Lo mismo se puede decir del eslabón 4, debido, 
en este ongo, 4 su movimiento de traslación. 


21 


310 MECANICA DE MAQUINAS 


Las distintas fuerzas de inercia, son: 


Fuerza de inercia de la manivela. ..........o.o..o... Ja = — MsÁga 
Fuerza de inercia de la masa en E de la biela..... fe = —MeAg 
Fuerza de inercia de la masa en B de la biela..... fa = —MpAg 
Fuerza dé inercia del eslabón 4.................. fi = —Mi¡Ap 


En lo que sigue se supondrá que las fuerzas de inercia se han calculado 
de acuerdo con las ecuaciones anteriores y que están representadas en los 
polígonos por los vectores fo, fe, fe y fa La determinación de las reacciones 
debidas a las fuerzas de inercia se tratarán ahora en detalle, estando basado 
el análisis en el hecho de que cualquier eslabón junto con las reacciones de 
inercia (no las estáticas) de los otros eslabones sobre aquél constituyen 
un sistema de fuerzas en equilibrio. 

Las fuerzas que actúan sobre el eslabón 4 serán las consideradas en primer 
lugar. Puesto que sólo hay tres fuerzas (fa, fa y f34) y no obra ningún par 
sobre dicho eslabón, las fuerzas mencionadas se cortarán en B. Como se 
indica en c en la figura, para dibujar el polígono, lo primero es trazar la 
fuerza conocida f,, después de lo cual se puede dibujar la dirección de fa 


fa + fu Pla =0 (11-16) 


Como hasta ahora no conocemos nada de la tercera fuerza fg,, no se puede 
adelantar ya más en este sentido. 
Las fuerzas que actúan sobre el eslabón 3, son: fe, fa, fas y fas 


fe + fa tfa + fas = 0 (11-17) 


Las fuerzas conocidas Je y fp se pueden dibujar como se indica :en la 
Fig. 11-124. Tomando momentos respecto a B, la componente tangencial 
de faz respecto a B puede ser hallada por medio de la construcción hecha 
sobre el propio dibujo del mecanismo, como se muestra en a *. Ahora se 
puede trazar la fuerza f33 en el polígono y una recta perpendicular a 


ella por el origen, representando la dirección de f3. 
fe tfe tpfe t fF pf =o (11-18) 


Ya no se puede adelantar más, considerando solamente las fuerzas que 
actúan sobre el eslabón 3. 

Las dos soluciones antes intentadas han fallado por la aparente falta 
de valores conocidos. Sin embargo, se ve en seguida que hay datos sufi- 
cientes para resolver el problema, si se consideran los dos polígonos, como 
se muestra en e en la figura. La ecuación vectorial allí representada se 
obtiene eliminando f, entre las Ecs. (11-16) y (11-18). 


Jetfstfitfa pIE PI =0 


'* La letra m en la construcción de la Fig. 11-12a y en el polígono on e en la 
misma figura no tiene objeto aquí, poro se utilizará on ol próximo artículo. 
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Ahora se pueden dibujar los vectores fa, y fas (= —fa2) y completar los 
dos polígonos de fuerzas. Se puede notar que la fuerza fg, pudo haberse 
hallado también resolviendo la siguiente ecuación vectorial: 


fiblubia Pfa =0 


La fuerza f34 pudo haberse determinado tomando los momentos de las 
fuerzas que actúan sobre 3 con respecto al punto A. Entonces sólo habrían 
quedado dos valores desconocidos en la ecuación, y se habría podido llegar 
a obtener la solución. 

Puesto que sobre el eslabón 2 sólo actúan tres fuerzas: fz» (= — fəs) 
f2 y fis, y puesto que las dos primeras son conocidas, la tercera, fia, cierra 
el triángulo. 

fia Pf: tfia =0 


Se puede ahora completar el polígono de fuerzas en e para todo-el meca- 
nismo. La fuerza en B sobre el bulón debida a la inercia es fay; la que actúa 
en A sobre el cigijeñal es fy,; y la de O sobre el cigüeñal es f,2. Las corres- 
pondientes, iguales y opuestas fig, faz y fz21 son, evidentemente, las que se 
ejercen sobre los cojinetes de B, A y O, respectivamente. Es de notar que, 
aunque el polígono de fuerzas en e se cierra, las fuerzas de inercia y las 
reacciones que actúan sobre el cigijeñal no están en equilibrio, puesto que 
las líneas de acción de fa, fia y fz3 no se cortan en un mismo punto. Para 
que haya equilibrio es preciso que exista un par a izquierdas aplicado al 
cigiieñal, de un valor que puede ser determinado tomando momentos 
respecto a algún punto de la manivela, como el O. . 

Si se descompone fz, en sus componentes perpendicular y paralela a la 
manivela, como se muestra en g (donde la fuerza fz, de e se ha dibujado de 


nuevo), la primera, f33, representará el esfuerzo giratorio de inercia o 
dinámico. La fuerza de inercia f, de la manivela (una. fuerza centrífuga) 
tiene una línea de acción que pasa por el centro del cojinete y no tiene, 
por lo tanto, ningún efecto de giro. Es de notar que el esfuerzo giratorio 
dinámico $ se opone a 3%, en la posición del mecanismo mostrada, 
Más adelante, en el ciclo, esta situación se invierte y la energía cinética 
suministrada previamente a la biela y al émbolo se recupera. 

3. Fuerzas totales. Se pueden ahora combinar los correspondientes 
voctores de las fuerzas estáticas y de inercia para obtener las fuerzas tota- 
los buscadas. Por ejemplo, la fuerza total en B sobre el bulón es 
Pr = S34 P fsa como se muestra en f; la fuerza total en 4 sobre el codo 
del cigüeñal es Fg = Faa +> fso como se muestra en g; la fuerza total 
on O sobre el aguda! es Fia = S 12 H f,2, como se muestra en h. El esfuerzo 
giratorio tote F3 es, evidentemente, la suma algébrica de las compo- 
nentes $39 y q , O puede obtenerse directamente de la fuerza total F3 
mostrada en g. 

So puede demostrar, de una manera análoga en todo a la empleada 
on el Art. 11-6, quo la fuerza de trepidación total ejercida sobre el bastidor 
do la máquina os igual a la suma. vectorial de las: tres fuerzas de inercia. 
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La línea de acción de esta fuerza pasaría por la intersección de las líneas 
de acción de fa, y fa. Hay también un par estático ejercido sobre el bastidor, 
cuyo valor es igual al momento del esfuerzo giratorio estático. 

11-10. Mecanismo motor. Métodos especiales. En el capítulo de acele- 
raciones se desarrollaron métodos especiales para estudiar el mecanismo 
motor en casos en que se desee determinar las aceleraciones para varias 
- posiciones diferentes de la manivela. En este artículo se tratarán métodos 
semejantes para analizar las fuerzas en el mecanismo motor, para varias 
posiciones de la manivela. Se darán datos para resolver un ejemplo numé- 
rico y, para aclarar el método, se hará el análisis con detalle para una de las 
posiciones. 

Se desea hallar el esfuerzo giratorio total y las distintas reacciones del 
mecanismo motor (Fig. 11-13) de las siguientes características: 


Longitud de la manivela, OA........o.o.oooooo... 4 plg 
Longitud de la biela, AB.........o.o.ooooomooomo.. , 12 plg 
Distancia del centro de percusión. E de la biela al” 

centro de su pie B.......ooooooooommmo.mmo.oco.. 10 3/, pig 
Velocidad de la manivela, eslabón 2 (constante)... 1.800 r. p. m. 
Masa total de la biela, eslabón 3................. 3,59 Ib. 
Masa ficticia concentrada en el centro de. percu- 

Sión A EE EE E E A 2,84 lb 
Masa ficticia concentrada en el pie de la biela B... 0,75 lb 
Masa del émbolo, eslabón 4................ A 2,00 lb 


Fuerza de los gasos sobre el émbolo (posición a 450). 1.800 Ib 


Se supone que el cigijeñal ai completamente equilibrado; es decir, que 
se le han añadido pesos en el lado opuesto al codo, para que el centro de 
gravedad del sistema resultante se encuentre sobre el eje de simetría .del 
cojinete de apoyo del cigiieñal. Como resultado, la fuerza de inercia del 
«igiteñal es ceró. Es de observar que se ha sustituido; la biela por un sistema 
cinemáticamente equivalente. 

En la Fig. 11-13a, lo primero es T las aceleraciones y esto se 
ha hecho por los métodos del Art. 9-19. En el dibujo original se trazó 
la circunferencia de la manivela a escala natural, por lo que la distancia OA 
fue de 4 pulgadas. 

La escala de ac ka se sueo del modo siguiente: 


27 x 1.800 
pa o2 i 
: La = OAw; 1 Al 60 j = 11.850 pie/seg? 
a ka = r 2.963 | 


4 


Con la escala ya calculada, se pueden determinar las aceleraciones del pie 
de la biela B y del centro de percusión E, a partir del polígono, 


ag = 8.500 pie/seg? 
ag = 11.260 pie/seg? 
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Las fuerzas de inercia fe, fa y f, se calculan del modo siguiente: 


Mag ` 284 x 11.260 


fe = 3317 gaT 
Msas — 0,15 x 8.500 
fs = 32,17 32,17 Ba a i 
3 Mag 2,00 x 8.500 
h= 32,17 3217 = 9231p 


A continuación se escriben las ecuaciones de equilibrio de las fuerzas 
que actúan sobre la biela y sobre el émbolo. i 


fe P fe» fa + fas =0 (para la biela 3) l 
fat futfa=0 (para el émbolo 4) 
Combinándolas, : 


Je fe fi fut fa [= 0 
Se pueden dibujar ahora las fuerzas fe, fp y f, en el polígono. Es conveniente 


usar O, centro del cojinete de apoyo del cigiieñal, como origen para el 
vector fe, al dibujar el polígono de fuerzas, puesto que tendremos siempre 


FıG. 11-13 


al vector fz sobre la recta Oe y en el sentido O-e. Por el extremo de f, se 
traza la dirección de f}, como se indica. Para hallar el módulo de f,¿, con- 
sideremos un punto m sobre el vector fx, tal que 


" 


BE 10,75 
Om == fe "BA = 993 x g = 896 lb 
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La recta mn paralela a la biela determinará la longitud del vector. fia 
Esto se prupba del modo siguiente: En la Fig. 11-12e, la intersección de 


vector f33 (que es paralelo a la biela) y el fr se designa con la letra m. 
La misma letra se emplea para indicar el punto correspondiente en el dibujo 
del mecanismo (sobre el vector fg trazado por el punto F en la Fig. 11-12a). 
Por geometría, es evidente que 


Em 733 BE BE 
~ 13 = pA por tanto Em = fe —— BA 


Volviendo a la Fig. 11-13 y a las ecuaciones de equilibrio, es de notar 
que el punto » (intersección de f,¿ y la recta mn paralela a la biela) fija 
la posición del extremo del vector fz (origen de faz). El polígono de fuerzas 
puede ya dibujarse completamente al trazar los vectores f3, y fsz Con la 
excepción de que f, es igual a cero, y la omisión de des y Ta. , Se puede 
ver que la disposición de los vectores en este polígono de fuerzas super- 
puesto es la misma que la mostrada en la Fig. 11-12e. Si el vector fz, se 
descompone en sus componentes perpendicular y paralela a la manivela, 
la Fe dará el esfuerzo giratorio debido a la inercia. 

El procedimiento expuesto es muy conveniente cuando hay que hacer 
los cálculos para un gran número de posiciones de la manivela. 

A continuación se hace el análisis estático; es decir, se hallan las fuerzas 
debidas a la presión de los gases. Estas fuerzas se encuentran representadas 
en el triángulo mostrado en la Fig. 11-13b, cuya base está constituida 


por la fuerza de los gases $ ,. Si se desea el esfuerzo giratorio estático $37, 
puede hallarse como se indica en la figura. Cualquier fuerza total puede 
determinarse, combinando las fuerzas de inercia con las correspondientes 
„fuerzas estáticas, como se hace en la Fig. 11-13b, donde, para mayor como- 
didad, se han hecho las sumas vectoriales en la figura. Se puede completar 
la solución y obtener las fuerzas pedidas: 


Fuerza total sobre el codo del cigúeñal....... Fa = Ss Pfe= 890 lb 
Esfuerzo giratorio total..................... FR = 5 Eb +f A = 810 lb ' 
Fuerza total sobre el bulón................. Fa = Ss fu = 1.300 lb 
Fuerza total sobre el cigiieñal............... Fu = Sı Pf = 890 lb 
Fuerza total sobre las paredes del cilindro.... Fa = Sa +fa = 160 lb 
Fuerza total efectiva del émbolo..... e F, =%1. pfa = 1.270 lb 


Las direcciones de estas fuerzas se deducen de los diagramas vectoriales 
correspondientes. n 

Diagramas de fuerzas. En el análisis de las fuerzas de una máquina, 
en la que la velocidad es tal que se presentan fuerzas de inercia de valor 
apreciable, puede ser conveniente trazar los diagramas de fuerzas. En 
particular en el caso de motores de gran velocidad, donde los diagramas 
de fuerza en el émbolo, esfuerzo giratorio, esfuerzos on los cojinetes, eto., para 
un ciclo completo, constituyen un valioso auxiliar. En el Cap. 13 se dan 
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ejemplos de tales diagramas para un motor de gasolina, donde las fuerzas 
se determinaron de acuerdo con los fundamentos estudiados en este capí- 
tulo. El estudiante debe considerar el Cap. 13, donde encontrará que todas 
las fuerzas representadas en los polígonos de fuerzas estáticas y de inercia 
(Fig. 11-12) se han dibujado en forma de diagramas para el ciclo completo. 
Se hallaron las fuerzas para 48 posiciones del cigiteñal (cada 150) en el 
ciclo de cuatro tiempos. También se muestran el diagrama del esfuerzo 
giratorio total para el motor de seis cilindros y el diagrama del esfuerzo 
giratorio medio, que es la base para el proyecto del volante del motor. 


11-11. Fuerzas de inercia en un mecanismo de leva. Los análisis de las 
fuerzas de inercia hechos hasta aquí se referían a mecanismos articulados. 
Los métodos empleados pueden adaptarse a la mayoría de los. casos que 
puedan presentarse. Un ejemplo de su aplicación a mecanismos de contacto 
directo, como levas o engranajes, será la finalidad del presente artículo. 

Supongamos un mecanismo de leva, en el cual el centro del rodillo del 
seguidor se mueve sobre una recta radial trazada por el centro de la leva. 
La leva gira a velocidad constante de 180 rpm, el seguidor se mueve con 
movimiento armónico simple y alcanza su desplazamiento máximo de 
2 plg cuando la leva gira un ángulo de 1200. En la Fig. 11-14a, el desplaza- 
miento total del seguidor se representa por h. El desplazamiento s en cual- 
quier posición se determina por la proyección del extremo del radio gira- 
torio r(= h 12). 

= r(1 — cos 0) 


La velocidad del seguidor es 


ds 
v = — rwr sen 0 


dt 


La aceleración tangencial del seguidor es 


a e T ro? cos 0 (11-19) 
donde r =h/2 y «w,= velocidad angular del radio giratorio r. No hay 
aceleración normal, puesto que el seguidor sigue una trayectoria recta. 
El tiempo invertido en obtener el desplazamiento total h es 


= “iso X lago =*/9 seg 


La velocidad angular del radio giratorio r es 


Or = y, rad/seg = 9x rad/seg 


De la Ec. (11-19) se obtienen las aceleraciones del seguidor en las posi- 
ciones 0 a 6, que son: 66,62; 57,69; 33,31; 0; — 33,31; — 57769, y — 66,62 
pie/sog?, respectivamente. 

La masa del seguidor os de 5-Ib. De la expresión F = — mA, se dedu- 
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cen las fuerzas del seguidor en las posiciones 0 a 6 y que son — 10,35; 
— 8,96; — 5,18; 0; + 5,18; + 8,96; + 10,35 lb, respectivamente. 

En la Fig. 11-145, las fuerzas de inercia en las seis posiciones del seguidor 
se han tomado como ordenadas de un gráfico, escala 1 plg = 10 lb, en cuyo 
eje de abscisas el segmento AB representa la carrera del seguidor. Estas 
fuerzas de inercia están representadas por la línea C.D. El peso del seguidor 


D 
ER 
EFG 
LEREN. E 
s3 
A í 8 $ T 
po SU 
5 . 
S 
R Fuerza del muelle 


P? 
— Fuerza de inercía del seguidor | 
S lei Desplazamiento del seguidor =2”: 


o S 
S (6) 


lo) 


Fig. 11-14 


se representa a la misma escala que las fuerzas, y corresponde a la línea EF 
en la figura; las ordenadas por debajo del eje AB represéntan las fuerzas 
verticales del seguidor contra la leva y las ordenadas por encima del citado 
eje corresponden a las fuerzas que tienden a separar ambas piezas. Es 
decir, a la derecha del punto H la aceleración del seguidor es tal que su 
peso no es suficiente para mantenerlo en contacto con la leva y se necesita 
“emplear un muelle. Al final de la carrera del seguidor la diferencia entre 
su fuerza de inercia y su peso es 10,35 — 5 = 5,85 lb. Por consiguiente, 
un muelle con un coeficiente de 2*/, 1b/plg y con una carga inicial de 0,35 Ib 
será el mínimo suficiente para mantener el seguidor en contacto con la 
leva cuando se alcanza el final de la carrera, como se indica por la línea GB . 
en la figura. Es de señalar, sin embargo, que el efecto del rozamiento ha 
sido despreciado en este análisis. . 

11-12. Yugo escocés. En este artículo se trata otro ejemplo de aná- 
lisis dinámico. En la Fig. 11-15, la manivela (eslabón 2) de longitud 
2,83 plg gira a velocidad angular constante de 20 rad/seg en el sentido 
indicado. El muelle se comprime 6 plg bajo la acción del par motor apli- . 
cado al árbol en que va montado el eslabón 2, y que vence también a las 
fuerzas, de 7 lb cada una, ejercidas sobre las barras R por el aparato 
al que van conectadas (no mostrado). En el momento considerado, se 
desea hallar: 


1. La fuerza F, transmitida de 2 a 3 según la normal común. 
2. La fuerza F,, ejercida sobre el cojinete de la manivela. 
.. 3. El par motor suministrado a la manivela, l 
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Se despreciará el rozamiento y se efectuará un análisis simultáneo de 
todas las fuerzas sin separar los efectos estáticos y de inercia. 


Fr=7 lb 


p , 
(en 3 debajo de B) AE | Línea de acción de Fos 


f El eslabón 3 


ern 2 H pesa 15 lb. 
i z Fr = 7 lb 

- (a) 
1 f2 Por 


Gravedad Fa 


= 68 pies/seg ?  ERA=0 
E "2001 Aa) 
A a d Frc. 11-15 


Las condiciones de equilibrio del cuerpo 3 exigen que la suma vectorial 
de las fuerzas que sobre él actúan sea cero. 


Faz + Fmns + 2Px + (— M343) =0 
El diagrama vectorial correspondiente a la ecuación 
Ap = Arrt Ár 
para hallar Ap (= Ag) se muestra S b. Las fuerzas que obran sobre 3, son: 


F, = de intensidad desconocida, pero se sabe que es horizontal. 
Fimu = 5 x 6 = 30 Ib, hacia la izquierda. 

2Fpr = 14 lb, hacia la derecha. 

(— m¿43) = 15 x 68/32,17 = 31,73 lb, hacia la derecha. 


Como la acción de la gravedad está equilibrada por la reacción đe 1 sobre 3, 
se eliminan entre sí y no se muestran. Por lo tanto, 


Fos = 14 + 31,73 — 30 = 15,73 1b 
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hacia la izquierda. Para el equilibrio de 2, 


F; + Fig + peso +» (— m3 AG) = 0. 

Fa, = 15,73 lb, hacia la derecha (opuesta a Fog). 

F, = completamente desconocida. 

Peso = 4 lb, hacia abajo. 

(— Mm, AG) = 4 x 94,3/(2 x 32,17) = 5,86 lb, opuesta a Ag». 
El polígono de fuerzas de la ecuación anterior se muestra en c. La fuerza 
F, buscada (opuesta a F12) resulta ser de 20,0 lb. El último valor pedido, 
el par motor suministrado a la manivela, se determina tomando los momen- 
tos de las fuerzas que actúan sobre 2 con respecto al punto A. 


F; X 2 + peso x 1 + Terr = 0. 

F} X 2 = 15,73 x 2 = 31,46 lb-plg, a derechas. a 
Peso x 1 = 4 x 1 = 4 1b-plg, a derechas. 

Por consiguiente, Texr = 35,46 1b-plg, a izquierdas. 


El peso (atracción de la gravedad) ha sido incluido en este análisis, 
pero se puede despreciar, sin error apreciable, en muchas máquinas de gran 
velocidad. Pero despreciar el efecto del peso no debe hacerse por sistema, 
sino solamente después de comprobar su pequeña importancia relativa en 
cada caso particular. 

11-13. Trineo cohete. Un ejemplo muy interesante de fuerzas de 
inercia es el trineo cohete que ha sido empleado por las Fuerzas Aéreas 
de los Estados Unidos para estudiar los¡efectos de aceleraciones y decele- 


Parabrisas g 
A O T 


rineo del tripulante —3 


Gases de escape del cohete 


Trineo de propulsión 
la 


Acel. del trineo 


del tripulante Acel. del trineo 


de propulsión Acel. de los gases 
<-7 Fuerza de los gases [777777 al 


Fo obre el cohete aserra- (- m9 Ag 
a esistencia 


Rozamiento mad rozamiento Fuerza del cohete, delaire 
y resistencia del aire= Æ; y resistencia del aire= Æp SODre los gases=/% =A 
Fez +> gt l- m3 A3) £0 Foz t fio t> -m Aa) eh) =O E +E +l-mg4)=0 
(o) l te) (0) 
, Frc. 11-16 


raciones rápidas en los seres humanos. La Fig. 11-164 es un esquema 
que muestra las dos partes principales (el trineo del tripulante, que lleva a 
éste y a los instrumentos, y el trineo de propulsión). El trineo se mueve 
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en línea recta, resbalando sobre unos carriles de varios hectómetros de 
longitud. En a, b y c, en la figura, se dan las ecuaciones de equilibrio de las. 
fuerzas a lo largo de la trayectoria, y las fuerzas que actúan produciendo 
el equilibrio dinámico de los distintos elementos durante la aceleración de 
trineo. Las fuerzas verticales no se han dibujado, pero debe tenerse en 
cuenta que la atracción de la gravedad (peso), la reacción de los carriles 
y la succión (o depresión) vertical aerodinámica deben estar en equilibrio 
sin producir ninguna aceleración vertical. Si la línea de acción de la fuerza 
resultante exterior, en cada trineo, pasa por el centro de gravedad de éste, 
no habrá, evidentemente, ninguna tendencia a la rotación. Pero esto es 
improbable de conseguir, por lo que habrá que preverlo adecuadamente 
en las guías de los carriles. 

En pruebas prácticas se usó un trineo de masa 1,5 Tm (incluido el tri- 
pulante) y se aceleró hasta una velocidad superior a las 600 millas/h, por 
medio de unos cohetes de ~ 18.000 kg de empuje. Entonces se apagaron 
los cohetes y el trineo se deceleró rápidamente sumergiendo unas paletas, 
unidas al trineo, en unos canales de agua situados a lo largo y próximos 
a los carriles. Se obtuvo una fuerza de frenado de unos 2 kg por cada 
l kg de agua acelerada. Es decir, que el trineo fue decelerado al recibir la 
reacción del agua acelerada. Se llegaron a alcanzar aceleraciones superiores 
a 25g durante las pruebas, en períodos de 1,1 seg, con valores instantáneos 
de hasta 40g (con un tripulante humano). Por lo tanto, suponiendo que 
el tripulante tenga una masa de 80 kg, estuvo sometido a una fuerza de 
aproximadamente 2.000 kg, aplicada a través del correaje empleado para 
sujetarlo al asiento e impedir que fuera proyectado hacia adelante. 

La ceguera sufrida por el tripulante durante esta rápida deceleración 
es también consecuencia de las fuer- 
zas de inercia. Su cabeza se mantiene y 
firmemente unida al trineo, pero sus T 
ojos siguen moviéndose hacia adelante, l 
sujetos sólo por los tejidos orgánicos, 
que resultan dañados por las grandes 
fuerzas a ellos aplicadas, producien- 
do la mencionada ceguera. Para el 
equilibrio del ojo E de masa mg, 


Particula despren 
‚dida de la paleta 
\ 


F + (— mzÁg) =0 


La, fuerza F es la que actúa sobre el Fuerza aplicada C~- 
ojo a través de los tejidos de unión repentinamente 
(y quizá también huesos). a los cojinetes 

En este artículo se ha tratado un Fia. 11-17 
caso interesante en el que las fuerzas 
de inercia son de la mayor importancia. Las posiciones adecuadas de los 
centros de gravedad, la resistencia requerida por los soportes de los cohetes, 
la carga soportada por la unión entre ambos trineos, el proyecto del asiento 
y atalajes, la apropiada regulación de las aceleraciones durante las prue- 
bas, etò., todo ello requiere el análisis dinámico. 


320 MECANICA DE MAQUINAS 


11-14. Otros ejemplos de fuerzas de inercia. 1. Rotor de gran velo- 
cidad. Consideremos un rotor de una pequeña turbina de gas que gira 
a 24.000 rpm. A esta velocidad se rompe una paleta y se desprende una 
partícula de 5,6 gr, situada a un radio de 100 mm. La Fig. 11-17 muestra 
la dirección de su movimiento y la fuerza que repentinamente se aplica a 
los cojinetes del rotor debida a la masa equivalente opuesta directamente 
a la partícula y que queda desequilibrada, 

- El valor de esta fuerza es 


0,0056 24.000 x 2x 23 
= 2 == pte a ——_——_ m i- 
F = mro = 9,8 0,1 ( 60 333 kg 


2. Ríos y viento. La Fig. 11-18 muestra un diagrama simplificado 
de la tierra girando alrededor de su eje. El punto P representa una partícula 
del agua de un río que fluye hacia el Sur en el hemisferio Norte, Vpg es la 
velocidad de P relativa al punto Q del cauce del río. La vista superior 
muestra una componente de Vpo (esta componente depende de la latitud 
de Q) actuando a lo largo de una trayectoria que gira. Por lo tanto, se 
prepentam una componente de Coriolis, y la fuerza correspondiente ten- 
derá a producir la erosión de la orilla de- 
recha. La fuerza quizá sea pequeña (la w 
de. la tierra es sólo 7/43.200 rad/seg), 
: pero persistente. 

v . Si se supone que P es una partícula 
de aire que sopla hacia el Sur, se ve fá- 
cilmente que las fuerzas de Coriolis pue- 
den jugar un apreciable papel en el clima, 
1 Fuerza sobre puesto que afectan a grandes masas de 

la masa de P aire que se mueven a menudo a grandes 
velocidades. 

Es interesante notar que si P fuese un 
coche de ~ 1.630 kg, situado a 450 de 
latitud norte viajando hacia el Sur a. 
~ 130 km/h, la fuerza transversal debida 
a la aceleración de Coriolis sería solamen- 
te de ~ 0,45 kg. Esta fuerza sería equili- 
brada principalmente por el rozamiento 
entre las ruedas y el camino. Corriente- 
mente, las demás fuerzas hacen que esa 
pequeña resistencia pase desapercibida. 

11-15. Métodos analíticos. La deter- 

Ss minación analítica de las fuerzas que 

Fria, 11-18 - actúan incluso en un mecanismo simple 

suele ser algo complicada. Sin embargo, 

en algunos casos es más conveniente emplear métodos analíticos en lugar 
de los gráficos explicados en los artículos precedentes. Por este motivo 
vale la pena considerar el método analítico genera]. En el presente artículo 


AA (Coriolis) =20V 
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se dará un breve esquema de la determinación de las fuerzas de inercia 
y de las reacciones dinámicas que actúan en el mecanismo motor. 


Fic. 11-19 


Con referencia a la Fig. 11-19, las varias aceleraciones son las siguientes 
(ver el capítulo de Aceleraciones): 


R [cos 20 R2 sen? 0 cos? 0 
ag = Rof [vos 0 + T (= a TE cor $ ] 


h \ R [cos aa “R? sen? 0 cos? 8 
a% = Roa [coso + (1 AE ( )] 


cos 4" L? cos? $ 
Ue =— Ra? Z- son 0 
a% = Roz cos 0 y a% = — Roz sen 0 
UGa = roz = pa Ro? =p 


Por consiguiente, 


Para simplificar, hagamos 
r 
az = Roz cos 0 


R (s 20. R? sen? 0 cos? ”) R? l i . 
= + 03 cos 20. aprox. 


A 2 ae 
ara cos $ Iè cos” $ L G 


2 Ir 


Las atida ag y ap son TETA primera y pegina: Asdlcr ión: del 
pie de la biela, respectivamente. 
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Sustituyendo las ecuaciones anteriores, se tiene, 


2 


aB = ap + ap (11-20) 
, 5 h tt 
a% =a + ( E) a, (11-21) 
También a, = ag y ag = Ua a, (11-22) 


Las expresiones para las distintas fuerzas de inercia pueden escribirse 
del siguiente modo, siguiendo la notación empleada en los Arts. 11-9 y 11-10, 
excepto que las letras x e y se usan para designar las componentes ho- 
rizontal y vertical, respectivamente: 


` 


fa =— mlas + ap) fe = — me(ag + ap) 
, h tt h 
paja naa 
r r 
fi =— m y Y, Fo =m -p 9, 


A la fuerza de inercia del émbolo corrientemente se le presta una atención 
especial, por su gran importancia en relación eon el equilibrado de motores. 
Como se expresa ordinariamente, esta- fuerza es 


fa = — mR o? (es 0 + ta cos 20) (11-23) 


Para determinar cualquiera de las reacciones dinámicas, es necesario 
establecer las ecuaciones de equilibrio de una o más piezas del mecanismo. 
Se mostrará el método, al determinar la expresión para la reacción en A. 
Lo primero es igualar a cero las sumas de las componentes horizontales 
y verticales de las fuerzas que actúan sobre los eslabones 3 y 4. Para 3 son 


a+ fe +fe tfi =0 
Jz + Je + Ji = 0 (no se emplea) 


Ja +f4=0 
fa t fz = 0 (no se emplea) 


Para 4 son 


Para obtener una solución se necesita otra relación, puesto que dos de 
las ecuaciones anteriores no se emplean directamente para determinar la 
reacción en 4. La más conveniente se obtiene igualando a cero la súma 
de los momentos respecto a B de las fuerzas que obran sobre el eslabón 3. 


fiL ~ $ + fEh sen d— aL cos $ — fh cos ġ = 0 
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La solución del sistema precedente de ecuaciones dará la reacción 
dinámica en 4: 


fiz = fE + fs + fa (11-24) 
h 
Íza = f3a t8 $ — -r Ur te $ — fa) (11-25) 


h 
=(fz tfs +40) tge $ — -y rtg $ — fr) 


En función de las aceleraciones, resulta 


+ +t h 11 
fia = — (Mz + MNAy + ag) + Me T le (11-26) 


Poe E, 


Las reacciones fy4 y fus se podrían determinar del mismo modo y ser repre- 
sentadas por expresiones semejantes. 
El esfuerzo giratorio dinámico T está dado por 


h 
32 = f32 tg $ + me T (11-27) 


T = fig sen 0.+ fig cos O (11-28) 


La fuerza de trepidación total ejercida sobre el bastidor es la resultante 
de las fuerzas dei inercia de las piezas. Si la representamos por fs, 


xX , sr h s r 
Js =— (M3 + m)(ag + ag) + Me 7 Op — M -i a, (11-29) 
l y h y r y 
fs = — m- Ey — M7 a (11-30) 


La componente horizontal pasa por el centro del cojinete principal y la 
vertical tiene una línea de acción situada a una distancia Z a la derecha 
del cojinete principal, estando Y dada por la ecuación: 
fis(R cos 0 + L cos $) 


f: 


= (11-31) 
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CAPÍTULO 12 - 


EQUILIBRADO DE MAQUINAS 


12-1. Equilibrado y vibración. Una de las importantes aplicaciones 
del estudio de las fuerzas de inercia se halla en el equilibrado de máquinas. 
Muchas piezas móviles de las máquinas tienen movimiento alternativo, 
semejante al del émbolo de un motor, o giratorio, como el del cigileñal 
de un motor o el rotor de una turbina, generador o motor eléctrico. Si 
las piezas móviles no están en perfecto equilibrio o si tienen movimiento 
variado o están sometidas a aceleraciones, se presentan fuerzas de inercia 
(lamadas también fuerzas de trepidación) que tienden a producir vibra- 
ciones en el bastidor de la máquina y, por lo tanto, en el basamento al 
que están sujetas. Tales vibraciones, particularmente si tienen lugar a 
grandes velocidades, pueden producir excesivo ruido, causar un desgaste ` 
indebido y daños a la maquinaria y sus soportes o en equipos adyacentes 
o al personal, con el consiguiente perjuicio en el trabajo para el cual fue 
proyectada la máquina. Es más, si el período natural de vibración de cual- 
quier pieza del bastidor o del soporte coincide con el de la pieza móvil, 
las perturbaciones pueden llegar a ser peligrosas. El objeto del equilibrado 
es, por consiguiente, neutralizar o minimizar en lo posible estos desagra- 
„dables y perjudiciales efectos vibratorios. 

- Las piezas móviles pueden estar en (1) equilibrio estático o de reposo, 
o (2) equilibrio dinámico o de funcionamiento. 


Existe equilibrio estático si las piezas están en equilibrio entre si 
cuando la máquina no está en funcionamiento, independientemente de la yu 


posición en que se hallen; es decir, si el centro de gravedad de todos 1 
órganos móviles permanece en una posición fija con relación al bastidor 
de la máquina, independientemente de las posiciones de dichos órganos. 


Un sistema está en equilibrio dinámico cuando las fuerzas de inercia y 


los momentos ejercidos por las masas móviles están en equilibrio entre sí. 

Gran parte del tema de este capítulo se refiere al equilibrado de motores, 
pero los métodos y principios tratados son fundamentales y pueden apli- 
carse a toda clase de máquinas. Las reacciones entre las piezas componentes 
de un -motor en funcionamiento pueden estudiarse dividiéndolas en dos 
grupos principales: las fuerzas debidas al fluido de trabajo y las debidas 
a las aceleraciones de las piezas. Las primeras están clasificadas como 
fuerzas estáticas, y su efecto sobre el bastidor del motor depende del modo 
de tomar la energía del árbol motor. Cuando la resistencia útil vencida por 
el árbol motor está en forma de momento o par hay un correspondiente 
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momento o par estático que tiende a hacer girar el bastidor del motor 
alrededor del árbol. Las fuerzas debidas a la aceleración son, desde luego,, 
fuerzas de inercia y éstas se pueden componer para formar una fuerza 
o un par, o ambos, que, en definitiva, actúa sobre el basamento y tiende 
a producir vibración. 

Las fuerzas de inercia en los motores de gran velocidad alcanzan valores . 
elevados, por lo que el equilibrado de estas fuerzas ha merecido una gran 
atención en el desarrollo de los distintos tipos de motores marinos, de loco- 
motoras, de aviación y de automóviles. En lo que sigue se supone que 
todas las piezas son rígidas, de modo que, por ejemplo, los centros de 
gravedad no se desplazan por flexión de dichas piezas. 


12-2. Equilibrado de masas giratorias. - El efecto de las masas gira- 
torias es producir fuerzas centrífugas o cargas cinéticas sobre el árbol 
al que las masas están unidas. El equilibrado de tal sistema consiste en 
reorganizar las masas que lo forman, o introducir en el sistema masas 
adicionales, de modo que las fuerzas que actúan sobre el árbol como con- 
secuencia de su giro formen un sistema en equilibrio. 

Las fuerzas producidas por un sistema de masas giratorias están siem- 
pre situadas en planos perpendiculares al eje del árbol al que están unidas 
las masas. Si la rotación es a velocidad 
constante, como se supone aquí y en los 
artículos sucesivos, las líneas de acción mM mM 
de las fuerzas pasan todas por el eje del 
árbol; o sea, son fuerzas centrífugas puras. 

12-3. Efecto de una masa giratoria 
simple. Si un árbol que gira con veloci-__|___ 
dad angular constante de w rad/seg lleva | 
una masa simple 1 de m, cuyo centro de I l 
gravedad está a R, del eje de rotación, 1 | 
estará sometido a una fuerza centrifuga dy b 


de valor mR w? lb. Esta fuerza, que está e “me 
continuamente cambiando de dirección, Fia. 12-1 


hace que el árbol ejerza fuerzas sobre 
sus cojinetes que, a su vez, se transmiten al bastidor y al basamento de 
la máquina. El efecto de tal carga cinética es producir vibraciones que son 
especialmente notables a gran velocidad. 

El efecto de la fuerza centrífuga debida a la masa giratoria simple 
puede ser eliminado por la adición de otra masa m, cuyo centro de grave- 
dad esté en el plano de m,, diametralmente opuesto a m, y a una distancia 
R, del eje de rotación, tal que 


m,R,w? = m¿R,¿0? 
Es de notar que, con estas dos masas en el mismo plano, el árbol está 
on equilibrio, tanto estático como dinámico. El centro de gravedad está 


on ol eje del árbol y permanece, por lo tanto, en una posición fija con res- 


1 Vor ol principio dol Cap. 11 como referencia a dimensiones y unidades. 
2 E 
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pecto al bastidor de la máquina, independientemente de si el árbol está 
girando ò queda en reposo. 

12-4. Efecto de dos masas giratorias que no están en el mismo plano de 
rotación. Si un árbol (Fig. 12-2) lleva dos masas giratorias mı y ma en 
diferentes planos de rotación, pero en 
el mismo plano axil, es decir, en el mis- 
mo plano que contiene al eje, y si, ade- 
más, las fuerzas centrífugas m,R,w? 
y MR% son iguales, el árbol está so- 
metido a la acción de un par centrifugo 
desequilibrado. Este par tiende a ha- 
cer girar al árbol en un plano axil y, 
por consiguiente, se le opone un par 
del mismo valor aplicado al árbol 
en los cojinetes. . 

Fic. 12-2 Aunque este sistema no está evi- 

dentemente en equilibrio dinámico, 

sí está, sin embargo, en equilibrio estático. O sea que el centro de gravedad 
del sistema está en el eje y es, por consiguiente, estacionario. 

Las dos masas giratorias puedén equilibrarse por la adición en el mismo 
plano axil de dos masas mz y Ma, tales que el par centrífugo a que den lugar 
sea igual al de m, y my. Es decir, 


m,R,o%a = m¿R¿w*b y m¿R¿w? = m, Ryo? 


12-5. Varias masas giratorias en un solo plano transversal. Si varias 
masas Mı, Mz, Mg, etc., se hallan en un mismo plano transversal, como 
en la Fig. 12-3a, el árbol está sometido a un sistema concurrente de fuerzas 
centrífugas m,R,o?, maRyw?, etc. 

Sea Fr la suma vectorial (la resultante) de tal sistema de fuerzas. Se 


—> 


tiene (la flecha sobre el sumatorio 2 indica suma vectorial), 


Fr = 3mRo? = 
= MR? + m¿Rzo? ++ + + H Mr Rro? = 


= wu.2mR (12.1) 


La condición de equilibrio del sistema es que Fr = 0, o que EmR o? = 9 


y o*EmR = Q. Por lo tanto, los productos M Ris MaRa, etc., pueden sumarse 


vectorialmente en vez de sumar sólo las fuerzas. La ecuación ZmR = 0 
exige que el centro de gravedad del sistema se halle en el «eje del árbol. 

En la Fig. 12-3b se suman los vectores m,R,, MaRa, etc., a partir del 
punto A. El vector adicional (de E a 4) cierra el polígono, cumpliendo la 
igualdad de Fr = 0. Este vector de equilibrio se obtiene con una masa My 
montada sobre el árbol a una distancia Rọ del eje en la dirección adecuada. 
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Los valores de my y Ro se pueden ajustar a las exigencias de espacio u otras 
condiciones, pero el producto de ambos (m¿R,y) debe ser constante e igual 
al valor determinado por medio del polígono vectorial. Es de señalar que 
la distancia HA puede cerrarse con dos o más vectores elegidos a placer 
y el sistema puede, pues, equilibrarse con dos o más masas en lugar de una. 


(o) 


Fra. 12-3 


12-6. Varias masas giratorias en diferentes planos transversales. Con 
referencia a la Fig. 12-4, supongamos que las masas m, y Ma están conec- 
tadas a un árbol cuyo eje es el XX y que los centros de gravedad de dichas 
masas están situados en los planos A, y 4a Las fuerzas producidas por la 
rotación del sistema son F, y F,. Por un punto O del eje se traza un plano 
transversal A, (llamado plano de referencia, o simplemente R.P.). En O, 
en el plano de referencia, se introducen dos fuerzas iguales y opuestas F, 
paralelas a la fuerza original F', del plano A,. La fuerza F, en O, y su 
opuesta en O forman un par centrífugo cuyo valor es m Rwa, siendo w 
la velocidad angular del árbol. Por consiguiente, la fuerza F, que actúa 


Fra, 12-4 


en O, en el plano 4, puede sustituirse por una fuerza igual y paralela que 
actúe en O en el plano de referencia y un par de valor F,a,. Del mismo 
modo, la fuerza F, que obra sobre O, en el plano 4, puede remplazarse por 
una fuerza igual y paralela F, situada en el plano de referencia y un par de 
valor Fyay = ml was. 

Es evidento, ‚puos, quo se puede- elegir arbitrariamente un plano de 
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referencia y el sistema de fuerzas producidas por el sistema giratorio 
puede reducirse a un sistema de fuerzas concurrentes actuando en el plano 
de referencia y un sistema de pares actuando en varios planos axiles. 
Las fuerzas, si no están equilibradas, tienen una sola fuerza resultante en 
el plano de referencia, y los pares, si no están equilibrados, pueden reducirse 
a un solo par en cierto plano axil. Por lo tanto, en general, el sistema de 
fuerzas, si no está equilibrado, puede reducirse a una sola fuerza y un solo 
par. El valor de este último dependerá de la posición elegida para el plano 
de referencia. f i 

Las condiciones de equilibrio para el sistema de masas giratorias en 
diferentes planos transversales son, evidentemente, las siguientes: 

1. La suma vectorial de todas las fuerzas centrífugas debe ser cero. 


Es decir, 


¿mRor=0 ` (12-2) 


2. La suma vectorial de los momentos de todas las fuerzas respecto 
a cualquier plano de referencia arbitrariamente elegido debe ser cero. 
O sea, 


> 


EmRo*a = 0 (12-3) 


Para equilibrar tal sistema se necesitan, al menos, dos masas adicionales 
en diferentes planos transversales. Es decir, las fuerzas deben ser equili- 
bradas por una masa en el plano de referencia, y los momentos por una 
masa situada en cierto plano transversal. 

Es de señalar que no es siempre necesario, o deseable, limitar las masas 
equilibradoras a sólo dos planos, aunque éste es un número mínimo para 
el equilibrio dinámico. En rotores largos es conveniente, a veces, añadir 
masas en varios planos, para minimizar los momentos flexores. Este tema 
no se tratará aquí, pero es evidente que una fuerza equilibradora resul- 
tante puede remplazarse por dos (o más) fuerzas en planos situados a cual- 
quier lado del plano de la fuerza equilibradora, siempre que la resultante 
de estas fuerzas sea idéntica a la fuerza original remplazada. Por consi- : 
guiente, las fuerzas equilibradoras pueden ser distribuidas a lo largo del 
árbol. 

12-7. Método gráfico general para equilibrar cualquier número de masas 
giratorias. En la Fig. 12-5 se desea equilibrar el sistema compuesto por 
tres masas giratorias, M,, Mg y M. La solución consiste simplemente en 
aplicar las condiciones de equilibrio desarrolladas en el artículo precedente. 
Estas condiciones están representadas por las ecuaciones 


` EmRo? = 0 


¿mRwu%a = 0 
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o, si se elimina el término común a?, 


¿mR =0 


ZmPa=0 (12.4) 


Se darán dos métodos para resolver el problema, el primero de los cua- 
les dependerá de la relación de fuerzas y de la de momentos, y el segundo 
dependerá solamente de la relación de momentos. En ambos métodos, los 
planos en los que se sitúan las fuerzas adicionales se designan por RP, 
y RPy. f 


Plano Masa Radio a 0 mR mRa 

1 15 4 4 300 60 240 

2 30 4 —4 1500 120 —480 

3 15 5 8 2700 75 600 

Supuesto Supuesto 

v 16 6 10 1310 96 . 960 
Supuesto 

0 30 4,88 0 3240 146,5 0 


(d) 
Fra. 12-5 


x 
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1. Primer método. Supongamos el sistema constituido por las masas 
«Mı, My, Mg» dadas en slugs y las distancias en pies, según la tabla dada 
en d, en la figura, con los planos de referencia mostrados. Sean mo y My 
las masas equilibradoras, estando mọ situada en el plano de referencia RP,. 
La parte izquierda de este plano se toma como positiva. 

Lo primero es calcular los términos mR y m.Ra para las tres masas 
My, Ma y Mg. Los valores numéricos correspondientes se ham reunido en 
la tabla de la figura. Nótese que, puesto que la masa m, está en el lado 
negativo del plano de referencia, su momento es negativo. 

A continuación se dibuja el polígono de momentos, expresión de la 
condición de ser cero la suma de los momentos respecto al plano RP}. 
El polígono se muestra en b en la figura. En el lado positivo del plano de 
referencia las direcciones de los vectores momento son las mismas que las 
correspondientes fuerzas, es decir, alejándose del eje del árbol y paralelos 
a los respectivos radios. Al ser negativo, el momento MaRa, está repre- 
sentado por un vector de sentido opuesto al de la fuerza centrífuga de la 
masa Ma La masa equilibradora my, como está situada en el plano de 
referencia, tiene momento nulo. El momento my Ryay de la masa equili- 
bradora desconocida my viene dado por el lado que cierra el polígono. 
Suponiendo que my está situada en el lado izquierdo (positivo) del plano 
de referencia, el sentido de su radio será el mismo que el del vector mo- 
mento MyRyay. Se supone también que su distancia al plano de refe- 
rencia es de 10 pies. El valor myRy puede, pues, calcularse del modo 
indicado, y si se desea usar una masa equilibradora de 16 slugs, el radio 
adecuado resulta ser de 6 pies, 

Se ve, por consiguiente, que aplicando la relación de momentos se han 
determinado las características de la masa equilibradora my. Quedan 
por hallar las características de la otra masa equilibradora mọ situada 
en el plano de referencia RP.. Esto se consigue aplicando la relación de 
fuerzas, es decir, que la suma véctorial de todas las fuerzas centrífugas 
debe ser cero. 

Se calculan primero los valores mR para todas las masas conocidas, 
incluida la equilibradora mọ. Entonces se dibuja el polígono de fuerzas 
mostrado en c en la figura, siendo el lado de cierre el vector que representa 
el valor m¿R.,. Se supone entonces un valor conveniente de m, y se calcula ' 
el de R,, como se muestra en la tabla. 


2. Segundo método. El segundo método para resolvér el problema 
(ver Fig. 12-6) es exactamente como el primero hasta que se ha dibujado 
el polígono de momentos y se han determinado las características de la 
masa equilibradora my. El resto del problema consiste sencillamente en 
tomar momentos con respecto al plano de la masa equilibradora my, y 
dibujar un segundo polígono de momentos como el mostrado en c en la 
figura. En este caso se ha tomado como positivo el lado derecho del plano 0”. 
El lado de cierre del polígono es el vector m¿R¿b,, a partir del cual se pueden 
determinar las características de la masa equilibradora my, como se indica 
en la tabla de la figura. 

Este método es análogo al empleado para hallar las reacciones de una 
viga sencilla, tomando momentos primero con respecto a un apoyo y 
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luego con respecto al otro. Comparando las tablas de las Figs. 12-5 y 12-6 
se pone en evidencia que los resultados de ambos métodos son idénticos. 
El segundo, sin embargo, tiene la ventaja de requerir un vector menos y, 
además, elimina la necesidad de recordar si hay que dibujar primero el 


ph j 
mo 
i 2o: i 


Plano | Masa Radio a b 0 mR mRa mRb 
1 15 4 5 6 300 60 240 360 
2 30 4 —4 14 1500 120 —480 1.680 
3 15 5 8 2 2700 75 600 150 
Supuesto Supuesto 
v 16 6 10 0 1310 96 960 0 
Supuesto 
0 30 4,88 0 10 3240 146,5 0 "1.465 
(d) 
Fic. 12-6 


polígono de momentos o el de fuerzas. No hay que perder de vista que 
ninguno de estos polígonos es de verdaderos momentos, puesto que se ha 
omitido el factor «?. 

También hay que tener en cuenta que se puede emplear cualquier clase 
de unidades para mit y m.Ra siempre que se sea consecuente en su uso en un 
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problema determinado. En las ecuaciones de equilibrio 2m.R =0 y E£mRa = 0 
se puede sacar del sumatorio cualquier factor de conversión de unidades 
que sea común a todos los términos. Por consiguiente, en la ecuación 


EmR = = 0 se pueden emplear onzas y pulgadas, tanto como slugs y pies 
en el sistema anglosajón, y gramos y centímetros o kilogramos y metros 
en el métrico, o cualquier otro, eligiendo aquel sistema con el que se obten- 
gan los valores numéricos más convenientes. 


12-8. Reducción de masas a un radio común. En los artículos prece- 
dentes se ha supuesto que las masas tienen radios desiguales. La fuerza 
centrífuga m.Ro? es proporcional al producto mR y los factores indivi- 
duales pueden tener cualquier valor, siempre que su producto permanezca 
constante. Es, por lo tanto, posible elegir cierto radio conveniente (por 
ejemplo, el de la manivela de un motor) como tipo, y reducir todas las masas 
que tengan distinto radio a otras con ese radio común. Una vez hecho 
eso, se puede suprimir el factor R y usar las masas reducidas m4, Ma, etc., para 
los lados del polígono de fuerzas y los momentos reducidos m,0%;,, My%y, ebcé- 
tera, para los lados del polígono de momentos. 


12-9. Método analítico para equilibrar un sistema de masas giratorias. 
Es conveniente, a veces, emplear métodos analíticos para resolver los 
problemas de equilibrio, en lugar de los gráficos tratados en los artículos 
precedentes. Al aplicar el método analítico a un sistema de masas giratorias, 
se descomponen las fuerzas en sus componentes vertical y horizontal, 
como muestra la Fig. 12-7. Cada grupo de componentes, así como los dos 
grupos formados al tomar los momentos de las componentes con respecto 
a un plano de referencia arbitrariamente elegido, debe ser equilibrado 
por separado. Las condiciones de equilibrio se expresan por las ecuaciones 
siguientes, en las que las masas han sido reducidas a un radio común: 


Fuerzas horizontales: (m, cos 0, + My cos 0 + *** 
` + Mn COS On) Ro? = 0 
Fuerzas verticales: (m, sen 0, + M sen 02 + +: +* 
. + Mn sen On) Ra? = 0 
Momentos horizontales: (m,a, cos 0, + Maaa COS Oz + * (12-5) 
+ MnAn COS bn) Bo? =0 
Momentos verticales: (mii sen 0, + Mala Sen ba + *** 
+ Mnan Sen 0n) Rw? = 0 


Eliminando el factor común Ra?, se pueden escribir las cuatro ecuaciones 
anteriores del siguiente modo: 


Zm cos 0 = 0 (12-6a) 
Zm sen 9 = 0 (12-6b) 
Zma cos 0 = 0 (12-6c) 


Ema sen 0 = 0 (12.6d) 


EQUILIBRADO DE MAQUINAS 333 


Con las Ecs. (12-64) y (12-6b) satisfechas, el sistema estará en equilibrio 
estático; pero para el equilibrio de funcionamiento es preciso que se satis- 
fagan las cuatro. El significado de no estar satisfecha cualquiera de las 
ecuaciones de momentos es que existe un par centrífugo que dará lugar a 
vibraciones cuando el sistema se ponga a funcionar, pero que desapare- 
cerán, y no afectarán al equilibrio, cuando permanezca en reposo. 


Sy 
§ 
173 
` 

£ 


m, Rw? 


Fia. 12-7 


Como se ha visto en los artículos precedentes, las características de las 
masas necesarias para equilibrar cualquier sistema giratorio pueden deter- 
minarse, bien. por aplicación de las relaciones de fuerzas y de momentos, 
bien aplicando dos veces la de momentos; es decir, usando las cuatro ecua- 
ciones precedentes o haciendo uso de las Ecs. (12-6c) y (12-6d) dos veces. 
Hay que tener en cuenta que las expresiones usadas no son las de los ver- 
daderos momentos y fuerzas, puesto que se ha omitido Ra?. 

Como ejemplo de aplicación del método analítico, supongamos que se 
desea équilibrar el sistema compuesto por las tres masas giratorias mos- 
tradas en la Fig. 12-8. Este sistema es el mismo que el de las Figs. 12-5 
y 12-6, excepto que las masas han sido reducidas a radio unidad. Para 
resolver el problema se emplea el segundo de los métodos señalados. El 
cálculo queda resumido en la tabla. Las cantidades desconocidas que han 
sido determinadas tomando momentos están entre corchetes. Las compo- 
nentes horizontal y vertical de myay se obtuvieron de 


MyAy cos Oy = — Zma cos 0 


MyAy sen by = — Zma sen ĝ (12:7) 
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donde Zma cos 0 representa la suma algébrica de los momentos de las 
componentes horizontales de las tres masas originales con respecto al 
plano O; y Zma sen 0, los momentos de las componentes verticales. El 


cx 
K. 
5A 


Mg 


Pla- : ma ma A mb mb 
no m 2 2 ma cos 0 sen 0 b mb cos 0 sen 0 
1 60 300 4 240 207,8 120 6 360 311,7 180 
2 120 1509 | —4 | —-480 415,7 | —240 | 14| 1.680 | —1.455 840 
3 75 2700 8 600 0 —600 2 150 0 | —150 
O | [95,25] |[130,90]} 10 | [952,5] | [—623,5]| [720] | 0 0 0 0 
O |[143,6]|[322,79]| 0 0 0 O |10|[1.136]| [1.143]| —870 

teo, 720 teo — 80 

E to = -523,5 8 % = T143 


. Fra. 12-8 


cuadrante del ángulo 6v se determinó por los signos de myay cos Op 
“y myay sen Oy, después de lo cual se calculó su valor nuniérico a partir 
de la tangente. La cantidad myay se obtuvo de 


Myay = V(myay cos by + (myay sen by)? (12-8) 


Las características de la masa mọ se determinaron de modo semejante. * 


12-10. Objeto del equilibrado de máquinas. La discusión de las pági- 
nas precedentes ha mostrado que un rotor rígido que tenga un número 
cualquiera de masas giratorias desequilibradas, puede equilibrarse comple- 
tamente añadiendo una masa en cada uno de los dos planos transversales 
arbitrariamente elegidos. Se deduce que el desequilibrio total puede ser 
considerado como el correspondiente a sólo dos masas desequilibradas, 
una en cada uno de:los planos elegidos. Por consiguiente, para un rotor 
el problema del equilibrado comprende: 

1. La selección de los dos planos en los que se considera conveniente 
añadir los pesos equilibradores (o guitar el desequilibrio). 

2. La determinación del valor y la situación de cada una de las masas 
equivalentes desequilibradas en cada uno de los planos elegidos, represen- 
tando estas dos masas el desequilibrio total, 
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El objeto del equilibrado de máquinas es conseguir lo indicado en 2, 
y así calcular el valor y la situación de las dos masas adicionales necesarias 
para equilibrar el rotor en cuestión. Más adelante, en este capítulo, se trata 
con más detalle el equilibrado de máquinas. f 

12-11. Equilibrado de masas con movimiento alternativo. El estudio 
realizado en los artículos precedentes muestra que siempre es posible equi- 
librar un sistema de masas giratorias, por medio de dos masas colocadas 
adecuadamente en dos planos cualesquiera de rotación. Los artículos siguien- 
tes tratan con problemas más complejos de equilibrado de masas que no 
giran siguiendo trayectorias circulares, sino que tienen, bien movimiento 
de traslación a velocidad variable (como el émbolo de un motor), bien 
movimiento compuesto (como la biela de un motor). 

En un mecanismo motor, cuando se conoce el movimiento de la cabeza 
de la biela, se puede hallar la aceleración del émbolo én cualquier fase del 
movimiento del mecanismo. Se necesita una cierta fuerza para producir 
esta aceleración, es decir, para vencer la inercia del émbolo. Esta fuerza 
puede tomarse o añadirse a la acción total del fluido que obra sobre el 
émbolo, para hallar la fuerza transmitida a lo largo de la biela hasta el 
cigiieñal, según sea la aceleración positiva o negativa. Surge así una fuerza 
desequilibrada (fuerza de inercia) igual y opuesta a la necesaria para ace- 
lerar el émbolo y, puesto que esta fuerza debe ser absorbida por el bastidor 
y basamento, su efecto se traduce en vibraciones. 

La acción de la fuerza aceleradora sobré el émbolo puede compararse 
a la producida por un disparo en un arma. La aceleración del proyectil 
va acompañada siempre del retroceso de] arma que lo dispara. De modo 
similar, si el bastidor del motor estuviese libre de moverse en la dirección 
de la carrera, tendría lugar un retroceso, como si el émbolo fuese el proyectil 
y el cilindro el cañón del arma. No hay que olvidar que el retroceso del 
bastidor depende solamente de la aceleración de la masa de movimiento 
alternativo, y no tiene nada que ver con el agente productor de la acele- 
ración. Es decir, que para una aceleración dada de la masa, el retroceso 
del soporte es el mismo, ya sea aquélla producida por vapor de una caldera 
o por gases procedentes de una explosión en el cilindro o si el esfuerzo 
giratorio sobre el cigijeñal se consigue por un agente exterior, cuando se 
trata de una bomba o un compresor. 

12-12, Efectos de inercia de las masas alternativas en el mecanismo 
motor. En el capítulo de Fuerzas de Inercia se vio que la fuerza de inercia 
de las masas alternativas del mecanismo motor está dada, con bastante 
precisión, por la relación 


F = mA =mRo? es 0 -+ a cos 29) 


donde m y A son la masa y la aceleración, respectivamente, de las piezas 
con movimiento alternativo y w es la velocidad angular de la manivela. 
Las distintas otapas recorridas hasta llegar a la deducción de esta expre- 
sión során ropotidas aquí para dar una idea de conjunto del proceso. 
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<——+ for x 


Fig 12.9 
En la Fig. 12-9, el desplazamiento del émbolo está dado por 


x= R + L— R cos 0 — L cos ġ 
= R(1 — cos 0) + L(1 — cos $) (12-9) 


El coseno del ángulo $ está dado por 


cos ġ = VI — sen? $ = | 1 — F son? 9, puesto que sen $ = Æ son. 0 


El radical puede desarrollarse en serie (por medio del teorema del binomio) 
como sigue: 


1/(R $ 1 R 4 
J-i o=1— y (Zin o) [ho o) 


Sustituyendo en la Ec. (12-9), se obtiene para x la expresión 


R 1 R 
E en PY sent 
z= Mi TEFIE T seni ah ip 0+ 
id 1x3 B s 
tyxax g ™ ) 


Puesto que R/L es corrientemente menor de, aproximadamente, 1/3,5, se 
pueden despreciar sin error apreciable los términos encerrados en el parén- 
tesis. Así, pues, 


a ; 
æ = R(1— cos 0) + 5 F sen? 0 aprox. (12-11) 
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Derivando con respecto al tiempo, . 


dx do 1 R? do 
y = R sen n 0 — g t g Tê? cosó g 
= Ro E 0 + > + sen 29) (12-12) 


donde se ha escrito œw en lugar de d0/dt, y la cantidad 2 sen 0 cos 6 ha sido 
sustituida por su igual sen 20. 
Derivando por segunda vez, suponiendo œw = constante, 


dex dô 1 R d0 
Te — Ro (oos y g E zooo% 


= Ross 0 + E cos 29 (12-13) 


El valor de la fuerza de inercia debida a una masa m que tiene esta ace- 
leración es 


g ; 
F=m as =mRau? (cos 0 + + COS 29 (12-14) 


Cuando esta expresión es positiva, la fuerza de inercia está dirigida hacia 
afuera del cojinete principal, y viceversa (nótese la dirección positiva de 
los movimientos en la Fig. 12-9). 

La expresión para F puede escribirse del modo siguiente: 


F =mRo? cos 0 + m (E ) (2%)? cos 20 (12-15) 


El término mRw? cos 0 es llamado fuerza de inercia primaria y sería la 
fuerza de inercia total, si la biela fuera de longitud infinita. El término 
m(R2/4L) (20)? cos 20 (ó mRo*?R/L cos 20) es llamado fuerza de inercia 
secundaria, y proviene (junto con términos de orden superior que se des- 
precian aquí) del hecho de ser la biela realmente de longitud finita. Corres- 
ponde.al caso de una masa m, una biela infinita y una manivela de longitud 
R?/4.L girando a la velocidad de 2w. 

Otro tipo de análisis muy corriente emplea las series de Fourier y 
conduce a la siguiente expresión, que da la fuerza de inercia de las masas 
alternativas m como una serie infinita de armónicos: 


F =mRwYA cos 0 + B cos 20 + C cos 40 + D cos 60 +++“) (12-16) 


Nótese que sólo se presentan los armónicos pares (después del primero). 
En esta ccuación, el coeficiente A es la unidad, y B, O, D; eto., representan 
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cada uno a una serie infinita de términos que constan de R/L y constantes 
Por ejemplo, < 


R 1 (RP 15 (RY 
e) 
1(RYP?, 3([(Ry 35 [RV ' 
c=- A l 


La Tabla 12-1 da algunos valores de interés práctico. 


TABLA 12-1. COEFICIENTES DE FOURIER 


Armónico Coeficiente E = 4 E = 1 E == 1 
L 3 L 4 L 5 
Primero A 1,0 1,0 1,0 
Segundo B 0,3431 0,2540 0,2020 
Cuarto C — 0,0101 — 0,0041 — 0,0021 
Sexto D 0,0003 0,00007 0,00002 


Así, para las fuerzas primaria y secundaria de las ecuaciones aproxi- 
madas (12-14) y (12-15), 


F =mRo? (cos 8 + + cos 29 


Las Tablas 12-1 y 12-2 muestran que la fuerza primaria es verdadera- 
mente el primer armónico dado por la serie de Fourier, pero que la fuerza 
secundaria no es precisamente el segundo armónico. Por lo tanto, la fuerza 

“secundaria no debe ser llamada el segundo armónico, aunque la diferencia 
numérica es pequeña para pequeños valores de R/L, que son los corrien- 
temente usados. Las tablas muestran también que los armónicos superiores 
(por encima del segundo) pueden despreciarse sin gran error. 


TABLA 12-2. COEFICIENTES DE LAS FUERZAS PRIMARIA Y SECUNDARIA 


R 1 R 1 R 1 
F Coeficient E eE L ai 
uerza oeficiente T E E A $ z 
Primaria De cos 0 1,0 1,0 1,0 
Secundaria De cos 20 0,3333 0,2500 0,2000 


Es interesante señalar que aumentando la longitud de la biela se reduce 
la importancia de los armónicos superiores al primero. En el límite, cuando L 
se hace infinito, sólo queda el primer armónico, y el émbolo se mueve con 
movimiento armónico simple, como ya se ha dicho. 
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Nótese que las dos fuerzas de inercia, la primaria y la secundaria, pueden 
ser consideradas como debidas a una masa m que tiene un movimiento 
armónico. Para la fuerza primaria, la amplitud del movimiento armónico 
es igual a la longitud del brazo de la manivela, y el período es el tiempo 
invertido por ésta en dar una revolución completa. Para la fuerza secundaria, 
la amplitud es igual a la longitud 
R?/4L de una manivela imaginaria 
que girase a velocidad doble de la 
del cigiieñal real. - 

Las anteriores fuerzas de inercia 
pueden hallarse gráficamente para 
cualquier posición de la manivela, 
del modo siguiente: Primero, se 
elige una escala de fuerzas apropia- 
da y, luego, se dibujan (Fig. 12-10) 
dos circunferencias concéntricas, una 
de radio OA, =mRo* y la otra de 
radio OA, = m(R?*/41)Qu),. A con- 
tinuación se trazan las rectas OA, 
y OA, que forman con el eje OX 
los ángulos 0 y 20, respectivamente. Fra 12-10 
Si ahora se proyectan los puntos A, 

y A sobre dicho eje, los segmentos Oa, y Oa, representan las fuerzas de 
inercia primaria y secundaria, respectivamente. 

La relación entre ambas fuerzas se pone claramente de manifiesto por 
medio del siguiente ejemplo. Para un motor de explosión de seis cilindros, 
la longitud del brazo de la manivela es de 2*/¿ pulgadas; la longitud de 
la biela es 8*/¿ pulgadas; el peso del émbolo 1,94 lb; y el cigijeñal gira 


a 2.500 rpm. 
“CA 
Se 
ANA EE LE 
Sas As 


Pao 
Cs 


30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 
Angulos del codo, grados 


Fra, 12-11 


600 


eN] 
[e] 


Las fuerzas de inercia primarias pará un solo cilindro han sido calculadas 
para posiciones de 300 en 300, dando lugar a la curva armónica A de la 
Fig. 12.11. Del mismo modo, se han calculado las fuerzas de inercia secun- 
darias, resultando la curva armónica B. Es de señalar que ambas curvas 
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están en fase en el punto muerto superior, pero que la curva B es de doble 
frecuencia que la A. 

Las fuerzas de inercia de las masas alternativas se transmiten al basti- 
dor en la forma mostrada en la Fig. 12-12. La fuerza de inercia f, da lugar 


à 
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a las reacciones fia y fs, cuyas intensidades se obtienen por medio del 
polígono mostrado. La fuerza f}, es la componente lateral ejercida sobre el 
émbolo por las paredes del cilindro y que tiende a hacer vibrar al bastidor. 
La reacción f}, se transmite por la biela y aparece finalmente por el cojinete 
del cigiieñal como fy. La fuerza de trepidación resultante S se obtiene 
componiendo fi, y fa. La intensidad y la dirección de la fuerza S son 
las mismas que las de la fuerza de inercia f,. La línea de acción de £S, sin 
embargo, está dirigida hacia afuera (excepto en los puntos muertos). 

En vez de componer fo, y fa, para hallar la fuerza de trepidación resul- 
tante, descompongamos la fuerza f¿ en sus componentes horizontal y 
vertical en el centro O del cojinete del cigiteñal. La componente horizon- 
, tal f es igual a f, y tiene su misma línea de acción. La componente ver- 
tical f3, forma, con la fuerza f,,, Un par que tiende a hacer girar al bastidor 
del motor alrededor del cigiieñal. El efecto de este par sobre el bastidor se 
tiene en cuenta corrientemente en unión de los demás momentos, tales 
como el del esfuerzo giratorio estático, y, por consiguiente, no se considerará 
al tratar del equilibrado de motores. En este caso, el efecto de la inercia * 
de las masas alternativas sobre el bastidor puede considerarse como equi- 
valente a una fuerza f}, aplicada en el cojinete del cigüeñal y que tiene 
igual intensidad y dirección que la fuerza de inercia f}. 

12-13. Efectos de inercia de manivela y biela. El efecto de la inercia 
de la manivela es una fuerza centrífuga pura (suponiendo velocidad de 
rotación constante) y puede hallarse multiplicando su masa por la acele- 
ración de su centro de gravedad. Al analizar las fuerzas de trepidación 
de un motor es corriente remplazar la masa de la manivela por una masa 
equivalente en su extremo. Puesto que la fuerza de inercia de la manivela 
es una fuerza centrífuga pura, puede equilibrarse completamente colocando 
una masa equilibradora de características apropiadas, en' sentido con- 
trario. 
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Los efectos de inercia de la biela pueden estudiarse sustituyéndola 
por un sistema cinemáticamente equivalente, es decir, suponiendo que la 
masa de la biela está concentrada 
en dos puntos, su pie (Fig. 12-13) 
y el centro de percusión E con res- 
pecto al centro del pie B. Si la posi- 
ción del centro de gravedad G de la 
biela es conocida y si su momento de 
inercia con respecto a Œ es también 
conocido, se puede calcular la posi- 
ción del centro de percusión E (ver 
Cap. 11, sobre Fuerzas de Inercia): 


Fic. 12-13 


I 
y AA 
mah 
donde Ic y mz son el momento de inercia y la masa de la biela, respecti- 
vamente. Las masas, supuestas concentradas en B y E, están dadas por 


ho he 


Mg y Mp = % m3 


Las componentes horizontal y vertical de la fuerza de inercia de la 
masa concentrada en E, son (ver Art. 11-15): 


T h\ R 
de = MgRw? [vos 0+ (+) T 008 20] 


= ma Ro? [cos 0 + h -2) + cos 20] (12-17) 


h h 
PS me Ra? -y sen 0 = my => Ro? sen 0 


La componente vertical de la fuerza de inercia concentrada en B es 
cero. La componente horizontal es 


Jo =mpRo? (cos 0+ 2 cos 29 = 
(12-18) 


= My £ Ro? (cos 0+ + cos 29 


Las fuerzas de inercia determinadas por las expresiones anteriores son 
exactas, en cuanto se refiere a la distribución de las masas, siendo el único 
error el introducido por el uso de la expresión aproximada para las compo- 
nentes horizontalos de las aceleraciones de E y B. 

Aunque un análinia oxigente requeriría distribuir las masas de la biela 


23 
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como, se muestra en la Fig. 12-13, un método aproximado conveniente 
y muy usado para téner en cuenta el efecto de la biela es suponer que su 
masa está concentrada en su pie y su cabeza de modo que 


Ma + Mp = Mg y : maha = msh 
O sea, as 
AO y Mp = Mg 


Esta distribución de la masa puede denominarse sistema cinemática- 
mente pseudo eguivalente. Así pues, al determinar las fuerzas de inercia del 
mecanismo, la masa supuesta concentrada'en el pie de la biela se añade 
simplemente a las otras masas alternativas. E, igualmente, la masa supuesta 
concentrada en la cabeza se añade a la masa de la manivela. 

La intensidad y la dirección de la fuerza de inercia resultante de la biela, 
obtenida suponiendo su masa concentrada en cabeza y pie, son idénticas 
á las que se obtienen empleando' el sistema cinemáticamente equivalente. 
La línea de acción, sin embargo, es diferente, debido al cambio en Ie. 

12-14, Motor de un cilindro. Equilibrado. La fuerza de inercia del 
cigijeñal y de la parte de biela que por el método aproximado se considera, 
concentrada en cabeza puede equilibrarse siempre colocando una masa 
de características apropiadas al lado contrario del codo del cigiieñal. 
Por consiguiente, en este y en los siguientes penis no. se tendrán en cuenta 
estas fuerzas, si no se dice lo contrario.’ 

La situación, en el caso de las fuerzas de inercia de las masas alterna- 
tivas es completamente diferente. En el motor de un solo cilindro no se 
pueden equilibrar pòř un simple -contrapeso opuesto al codo del cigüeñal. 
Sin embargo, pueden modificarse por este medio. La fuerza primaria es 
mRa? cos 6. Si, como en la Fig. 12-14, se coloca el contrapeso de masa mo 
a la distancia R,, tal que MoRo = mB, esta masa dará lugar a una fuerza 


mRu?Cosg 


MAPEO 
'- Fra, 12-14 - 

centrífuga igual a mRu? en sentido opuesto al codo del cigiteñal. Si se 

descompone esta fuerza, en el centro.del cojinete, en sus componentes 

horizontal y vertical: . 


~ .. 


Fuerza. horizontal = — -mBRot at 208 0. 
Fuerza vertical = — TmRa? sen 0 
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Las fuerzas de trepidación primarias son así equilibradas y las verticales 
sustituidas. Considerando una revolución completa del cigijeñal, el resul- 
tado es defasar 900 a las fuerzas de trepidación primarias originales. 

En motores de este tipo, es corriente hacer el equilibrado por medio 
de una masa giratoria opuesta al codo del cigiieñal, incluyendo toda la 
masa giratoria de éste, la parte de biela que se supone concentrada en la 
cabeza y de un medio a dos tercios de la masa alternativa. Las condiciones 
de equilibrio se ven claramente en el análisis de un caso típico: 

Un motor de gasolina de un cilindro de tipo estacionario (Fig. 12-15) 
gira, a 230 rpm. 

“Longitud del- codo del cigieñal = 10,5 plg. 
Longitud de la biela = 52,5 plg. 
Distancia del centro de gravedad de la biela al centro de su add = 

= 20,3 pl 
Peso a desequilibrado del cigieñal a 10,5 plg de radio = 
= 162,5 lb. 

Peso del émbolo = 244 lb. 

Peso de la biela = 254,5 lb. 
Peso equivalente del contrapeso a 10,5 plg de radio = 533 Ib. 


e 


Del Art. 12-13, la proporción de la masa de la biela que puede suponerse 
concentrada en su cabeza es 


32, 2 x 254,5 
O 156 1b 


El resto, 254,5 — 156 = 98,5 lb, se supone concentrado en el pie de la 
biela. El peso total giratorio en el extremo del codo del cigiieñal a 10,5 plg de 
radio es, pues, 162,5 + 156 = 318,5 lb, y el peso total alternativo es 
244 + 98,5 = 342,5 lb. 

Las fuerzas de inercia totales, son: 


Para la masa giratoria del cigijeñal, 
Fc = mcRa*? = 5.030 lb 


Para la masa alternativa (primaria), 
F, = mpRo? cos 0 = 5.400 cos 0 lb 
Para la masa alternativa a 


Fp = me- (2w)? cos 20 = 1.080 cos 28 lb 


Para el contrapeso, 
Fg = msRo? = 8.400 lb 


Al estudiar el efécto de las fuerzas de inercia, es conveniente dibujar 
curvas (Fig. 12-15) que muestren las fuerzas de inercia resultantes para 
cada posición dol cigüoñal a 300, 

Desde el polo O (Fig. 12-15) se traza el vector OA que representa, a 
escala, lu fuorza de inorcia do la masa del cigiieñal (= 5.030 lb). A conti- 


` 
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nuación se traza AB (= 5.400 lb). Así, AC (= 5.400.cos 0) es la fuerza 
de inercia primaria. Si se traza ahora DE para representar 1.080 1b, 
DF representará 1.080 cos 20, la fuerza secundaria. Se toma OG = DF. 
OG es la fuerza de inercia secundaria para esta posición del cigijeñal (9 = 300) 
«y -G és un punto de la-curva de fuerzas de inercia para cuando el motor 
no está equilibrado. La ecuación vectorial para este diagrama es 


Fc + Fp b Fp = Fs 
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donde Fs es la fuerza, de is resultante ejercida. sobřė el bastidor 
del motor. 
La ecuación vectorial, incluyendo la fuerza Fa del a a es 


Feb F, + F} p Fe = Fs 


El efecto de usar un contrapeso igual ala suma del peso del cigüeñal y 
el peso de las masas alternativas puede verse, introduciendo en el polígono 
de fuerzas OACG el vector GHi= OB, dando una nueva resultante OH. 
El punto H es un punto de la curva de fuerzas de inercia para esta condi- 
ción de equilibrio. La curva muestra claramente que aunque las fuerzas 
horizontales han sido ampliamente neutralizadas (sólo quedan las fuerzas 
horizontales secundarias), se han sustituido grandes fuérzas verticales. 

El efecto del contrapeso usado en el motor queda' mostrado por la 
correspondiente curva indicada en la figura. El punto;K de esta curva 
para la posición de 300 del cigiieñal se obtiene tomando G.K = 8.400 lb. El 
contrapeso es aproximadamente igual al peso giratorió más dos tercios 
del peso alternativo. 

Las circunferencias de radios 04, OB y OE se han dibujado para mayor 
comodidad de las construcciones gráficas de los restantes “puntos sobre las 
curvas recientemente tratadas. A 

Puede observarse en la figura que estas curvas son. E respecto 

. del eje horizontal. Si las fuerzas secundarias fuesen despreciadas, las curvas 
resultantes serían también simétricas respecto del eje vertical. 

Para eliminar completamente las fuerzas de trepidación se ha empleado 
el esquema mostrado en la Fig. 12-16 en motores monocilindro de laboratorio. 
Los émbolos compensadores de equilibrado ejercen 
una fuerza: de inercia resultante que es siempre 
igual y contraria a la del émbolo del motor y su 
porción alternativa de biela a él asociada. 

Es posible también hacer uso de pares de pesos 
contragiratorios, un par girando a la velocidad del 
cigúeñal, un segundo par a doble velocidad, ete., 
correspondiendo con el primer armónico, el se- 
gundo armónico, etc., de la masa recíproca del 
émbolo. Cada par puede disponerse de modo que 
las componentes de fuerza centrífuga que coinciden 
con la dirección del movimiento del émbolo se 
sumen para oponerse al armónico particular de` 
la fuerza de inercia de la masa alternativa, mien- 
tras que las componentes normales se eliminen 
entre sí. 


Fic. 12-16 


12-15. Condiciones de equilibrio en un: motor multicilindro. En un 
motor que tenga más de un cilindro, las masas giratorias del cigijeñal 
pueden. equilibrarse fácilmente, pero las fuerzas de inercia de las masas 
alternativas pueden o no tender a neutralizarse entre sí, dependiendo de 
la disposición de lon codos y do las proporciones de las distintas piezas del 
mocanismo. ln la Fig. 12.17 so muogtra ol esquema de un motor de tres 
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cilindros, indicando con flechas las fuerzas de inercia de las masas alterna- 
tivas. Estas fuerzas se transmiten a través de las bielas al cigieñal. Si las 
fuerzas que actúan sobre éste están en equilibrio no se ejercerá sobre sus 
cojinetes ninguna fuerza debida a la inercia de las masas alternativas; 


Fic. 12-17 


en otro caso, actuará una fuerza o un par, o ambos, que tenderá a hacer 
vibrar 'al bastidor. 

Suponiendo que la fuerza de trepidación resultante debida a la inercia 
de las masas alternativas pasara por el eje del cigiieñal (es decir, despre- 
ciando el par mencionado en el Art, 12-12), el problema de equilibrar el 


i 141 


k--——-— Carrera ———al 


Fia., 12-18 
motor se reduce al análisis de un sistema de fuerzas verticales (para el caso 
mostrado en la Fig. 12-17), todas las cuales están situadas en el mismo 
plano axil. 

Para ver las condiciones generales de equilibrio de un motor de este 
tipo, consideremos el caso de la Fig. 12-18. Se supone que se trata de un 
motor de » cilindros, aunque sólo se muestren cuatro de ellos. Se supone 
también que el movimiento de los cilindros se realiza en un plano horizontal 
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que pasa por el pie del cigiieñal; y que las fuerzas de inercia, de las masas 
alternativas están también situadas en este plano. Será conveniente con- 
siderar por separado el equilibrio de las fuerzas primarias y el de las secun- 
darias. Representemos por R el cigieñal, L lá biela y m las masas alterna- 
tivas. Los subíndices 1, 2, 3, etċ., se refieren a los respectivos cilindros. 

l. Las fuerzas primarias estarán en completo equilibrio si su suma 
algébrica es cero y si la suma algébrica de sus momentos respecto a cual- 
quier plano transversal es también cero. Si F, representa la fuerza de 
trepidación primaria resultante, 


F, = £¿mRoa? cos 0 = os 
= m¡R, o? cos 0, + m¿Ry0? cos Oy +.*.* * > . (12-19) 


Pero (ver Fig. 12-18) 0, = 0, + $z 03 = A + $a cte., donde 0 y $ están ` 
medidos en la misma dirección (a izquierdas en este. caso). Es de notar 
que el ángulo 0, es variable, mientras que los valores de los z, Hz, Pa, etcé- 
tera son constantes, siendo «simplemente las posiciones añgulares fijas de 
las distintas posiciones de los codos con respecto al primero. El ángulo $, 
es, desde luego, igual a cero. Aen bionda de hiievo la Ec. (12-19), 


e =  ZmBañ cos (o + $) (12-20) 


Pero cos (0, + $) = cos 0, cos do — sen a sen $, y así 
Fp = E£mRo? cos 0, cos $ — -2mRos sen 0, sen $ (12-21) 
Fp = w? cos 0,(E3mR cos $) — œ? sen 0,(EmR sen ġ) (12-22) 


Para que la fuerza primaria resultante sea cero para todos los valores 
de 0, las cantidades entre paréntesis deben ser cero. Por consiguiente, 
el criterio pata el equilibrio de las fuerzas primarias en un motor. multi: 
cilindro en línea es 4 
EmR cos =0 . E eE 
mBsnp=0 ` q 2a) 
De modo semejante, `; . 5 
. ; PATET EN . on 

.Z3mRa sen. p = 0 i I, 
donde a es la distancia desde el eje de Saia cilindro a un plano de refe- 
rencia arbitrariamente elegido, pero perpendicular al eje del cigüeñal. 

Cualquier motor para el que se cumplan las Ecs. (12-23) y (12:24) 
se dice que está en equilibrio primario. 

Es de señalar que las precedentes condiciones de equilibrio son precisa- 
mente las de un sistema giratorio cuyas masas son iguales'a las alternativas 
y están situadas a distancias del eje de rotación iguales a las longitudes 
de los brazos de manivela. 

2. Las fuerzas secundarias estarán en completo equilibrio si su suma 


- 
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algébrica es igual a cero y si la suma algébrica de sus momentos respecto 
a cualquier plano transversal es también cero. 


F,= X mr E cos 20 = 


a 
= > mk cos 2(0, + $) ` (12-25) 


Empleando la relación cos (20, + 24) = cos 26, cos 24 — sen 26, sen 2f, 


Fs = mRo? a cos 26, cos 24 — > mR T- sen 20, sen 2ġ = 


2 2 
= a? cos 20, 2 mE cos 24) — w? sen 20, 2 ma sen 24) (12-26) 


Por consiguiente, el criterio para el equilibrio de las fuerzas secundarias es 


R2 i 
> - cos 2ġ = 0 
(12-27) 


i 2 
De dede 


> E —— a cos 2ġ = 0 dada 


> me a sen 29 = 0 


donde a es la distancia desde los cilindros a cualquier plano transversal 
de referencia. 

Cualquier motor para el que se cumplan las Ecs. (12-27) y (12-28) 
se dice que está en equilibrio secundario. 

12-16. Las ocho ecuaciones fundamentales de equilibrio. Es evidente 
* del estudio anterior que, para el equilibrio completo de tas fuerzas prima- 
rias y secundarias y de los pares deben cumplirse ocho ecuaciones. Si se 
tiene en cuenta que cos 24 = cos? $ — sen? $ y que sen 24 = 2 sen $ cos $ 
y hacemos x = cos $ e y = sen ġ (para comodidad en la escritura) podemos 
escribir estas ecuaciones del modo siguiente: 


De modo semejante, 


Fuerzas primarias equilibradas: 


> mBx=0 (1) 
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Pares primarios equilibrados: 


Fuerzas secundarias equilibradas: 
2 
Y nr 2=0 (V) 


Pares secundarios equilibrados: 
>a% m El ajos — q) =0 l (VII) 


E m E axy = 0 (VIII) 


Estas ocho ecuaciones fundamentales expresan completamente? las 
condiciones analíticas del equilibrio primario y secundario entre las piezas 
con movimiento alternativo para un motor con cualquier número de 
cilindros dispuestos en línea a un lado del cigüeñal y con los ejes de los 
cilindros situados, todos ellos, en un plano que contiene al eje del cigüeñal. 

Se obtiene el equilibrio parcial al satisfacer parte de las ocho ecuaciones 
fundamentales. Es de señalar, sin embargo, que estas ecuaciones deben 
tomarse siempre por parejas. Es decir, que para que las fuerzas primarias 
estén en equilibrio deben cumplirse las dos primeras ecuaciones, y así, 
para las demás fuerzas y pares. 

En los' artículos siguientes se dan algunos ejemplos de aplicación del 
método. En ellos, las longitudes de las bielas y de los codos del cigüeñal 
se suponen iguales en todos los cilindros; asimismo, se suponen iguales 
todas las masas alternativas. En este caso las ecuaciones de equilibrio 
pueden escribirse en la forma: 


x=0 Z(42 —y2 = 0 


Zzy=0 Zxy =0 
12.2 
Zax = 0 Zax? — y?) = 0 ( 9) 
Zay =0 Zaxy = 0 


Si, después de aplicar las ecuaciones de equilibrio, se desea hallar los 
valores de las fuerzas y pares desequilibrädos para cualquier posición 0, 
del mecanismo, se pueden aplicar las ecuaciones completas del Artícu- 
lo 12-15: 


1 Basadas en el supuesto de que las fuerzas de inercia de las PQ. alter- 


nativas se ejercen en el cojinete y que la expresión F = mRau* (eos 0 pE — cos 29) 
es suficientemente exacta. L 
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Fp = mRo*(cos 0, 2x — sen 0, 2y) 
Op = mRo*(cos 0, Zax — sen 0,2ay) 


2 
Fs =m + w? [cos 20, (2? — y?) — 2 sen 20, Zey] (12-30) 


2 
Cs =m + w*[cos 20, Za(x? — y?) — 2 sen 20, Zaxy]. 


donde Fp, Cp, Fs y Cs son las fuerzas primarias desequilibradas, los pares 
primarios desequilibrados, las fuerzas secundarias desequilibradas y los 
pares secundarios desequilibrados, respectivamente. 

Si existe una fuerza desequilibrada, su línea de acción está situada 
en el plano de referencia. Si, además, como es lo más corriente, existe 
también un par desequilibrado puede combinarse con la fuerza para formar 
una sola fuerza situada en otro plano transversal. Nótese que para que 
exista un par real que tienda a hacer bascular el bastidor del motor, las 
fuerzas deben estar en equilibrio. Si no es así, la ecuación del par muestra 
simplemente la posición de la línea de acción de la fuerza de trepidación 
resultante (la fuerza obtenida combinando la fuerza y el par desequili- 
brados). En este caso el par desequilibrado es sencillamente el momento 
de lá fuerza resultante con respecto al plano de referencia. No obstante, 
si para cualquier posición del cigiteñal la fuerza se hace cero, sin serlo 
el par, el verdadero par se ejerce sobre el bastidor del motor, tendiendo 
a hacerle bascular; esto es equivalente a la fuerza de trepidación resultante 
(a la resultante de la fuerza cero y el par) situada en un plano a distancia 
infinita del plano de referencia. ; ` 


1 


te) * 


Fra 12-19 


12-17, Motor de dos cilindros. Consideremos la Fig. 12-19. Los codos 
del cigiieñal están a 1800. Se supone que mRa?= 1 y que R/L = 1/4. 
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La distancia entre los ejes de dos cilindros adyacentes es igual a la unidad 
y se toma el plano de referencia pasando por el eje del primer cilindro. 
Estos mismos valores se mantendrán a lo largo del estudio del equilibrio 
del motor para comparar las fuerzas de trepidación de los diversos tipos 
de motores. 

Lo primero es aplicar las ocho ecuaciones fundamentales. Un método 
tabular conveniente para aplicar estas ecuaciones se muestra en la Ta- 
bla 12-3. Los resultados obtenidos indican que solamente se han equili- 
brado las fuerzas primarias. 

Las fuerzas y los pares desequilibrados para cualquier posición del 
cigiieñal pueden calcularse del modo siguiente (nótese que las sumas Z se 
obtienen de los totales de la. Tabla 12-3): 


F, = mRo*(cos 0, Zx — sen 0,2y) = cos 0,(0) — sen 0,(0) = 0 
Cp = A 0 Zax — sen 0,Zay) = cos 6,(— 1) — sen 0,(0) = — cos 0, 


F, = ARA T [cos 20,2(2? — y?) — 2 sen 20; Ixy] 
= */¿[cos 26,(2) — 2 sen 20,(0)] = 1/ cos 20, 


Cs = mRo? z [cos 20, Za(x? — y?) — 2 sen 20, Zaxy] 
= 1/¿[cos 20,(1) — 2 sen 20,(0)] = Y cos 20, 


La fuerza de trepidación total y el par de trepidación total son respec- 

tivamente, o 
F = Fp + F; = !/, cos 20, 

C = Op + Os = — cos 0, + 1/, cos 20, 


La fuerza de trepidación resultante obtenida al combinar la fuerza F en 
el plano de referencia y el par tiene una intensidad igual a F y una línea 
de acción dada por 


z © _— cos 0, +*/¿cos206, 1  2c080, 


F 1/, cos 26, 2 cos 20, 


donde z es la distancia de la línea de acción de la fuerza de trepidación 
resultante al plano de referencia (es decir, desde el eje del primer cilindro). 


TABLA 12-3. MOTOR DE DOS CILINDROS (CODOS A 1800) 


Codo $ x | yj a | ax |ay| æ | y? | (2 — y’) | xy a (x? — y”) axy 


1 ol ılo 0 olol 110 1 0 0 0 
2 180 | —1|0| 1 |—1|0; 1 | 0 1 0 1 0 
Total.....|... 010|.. |—1 o | 2 1 0 


Se supone: mRœ? = 1; R/L =?*/¿; Distancia entre cilindros = 1 
C = Op + Os = — cos 0, + */, cos 20, F = Fp + Fs = 0 +?/,¿co8 20, = 
i = £8 20, 
2 
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TABELA 12-4. MOTOR DE DOS CILINDROS (Copos A 1800) 


0 cos Q cos 20 Fy F; F Op Cs C 
© | + 1,000 | + 1,000 | 0,000 | -+0,500| +0,500| —-1,000| -+0,250| —-0,750 
15 | + 0,966| + 0,866 | ..... |-+0,433| +0,433| —0,966| +0,217| —0,749 
30 | + 0,866 | + 0,500 a +0,250| +0,250| —0,866| 4-0,125|-—0,741 
45 | + 0,707 | + 0,000 E 0,000| 0,000|—0,707| 0,000|—0,707 
60 | + 0,500 | — 0,500 AS 0,250| —0,250| —0,500| —0,125| —0,625 
75 | + 0,259 | — 0,866 <... | —0,433| —0,433¡ —0,259| —0,217| —0,476 
90 0,000 | — 1,000 ...... | —0,500| —0,500;  0,000| —0,250| —0,250 
105 | — 0,259 | — 0,866 o...  —-0,433| —0,433| +0,259| —0,217| --0,042 
120 | -—0,500| —0,500 | ..... |—0,250| —0,250| 40,500) —0,125| +0,375 
135 | —0,707| 0,000) ..... * 0,000| 0,000 -+0,707| 0,000|-+0;707 
150 | — 0,866 | + 0,500| ..... |-+0,250| +0,250| +-0,866| +-0,125| +0,991 
165 |-—0,966| + 0,866 | '..... |-+0,433| 4+0,433| +0,966! +-0,217| +-1,183 
180 | — 1,0001 + 1,000| ..... |-+0,500| +0,500| +1,000| +-0,250| +1,250 
195 | — 0,966 | + 0,886 | ..... |-+0,433| 4-0,433| +-0,966 +-0,217| +-1,183 
210 |—0,866| + 0,500 | ..... |-+0,250| +0,250| +0,866| +0,125| +0,991 
225 | — 0,707 0,000 da 0,000; .0,000; +0,707;.. 0,000| +-0,707 
240 | —.0,500 | — 0,500 o...  |-—0,250; —0,250; + 0,5001 —0,125| +0,375 
255 | — 0,259 | — 0,866 o... .  |-——-0,433| —0,433¡ +0,259| —0,217| +0,042 
270 0,000 ; — 1,000 ..... |—0,500|-——0,500|  0,000| —0,250| —0,250 
285 | + 0,259 | —0,866| ..... | —0,433 —0,433| —0,259| —0,217| —0,476 
300 | + 0,500 i — 0,500 o... . | —0,250| —0,250! —-0,500| -—0,125| —0,625 
315 | + 0,707 0,000 | ..... 0,000) 0,000: —0,707| 0,000; —0,707 
330 | + 0,866| + 0,500 o... “| +0,250| +0,250 —0,866| +-0,125| —0,741 
345 | + 0,966| + 0,866 acia +0,433| + 0,433 —0,966| 4-0,217¡ —0,749 
360 | + 1,000 | + 1,000 ataca, 0,500| + 0,500| — 1,000| +-0,250;—0,750 


LN 2 X fuerza de inercia total de un cilindro AETA] 
ANE e 


0 30 60 90 120 -150 180 210 240 270 300: 330 360 
Angulos del codo, grados 
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Para estudiar cómo varían las fuerzas y los pares de trepidación totales, 
pueden calcularse para cada posición a 150 del cigijeñal, como se muestra 
en la Tabla 12-4. Estos resultados pueden llevarse al sistema de: coorde- 
nadas de la Fig. 12-20. En esta figura se ha dibujado también la curva 
del doble de la fuerza total de inercia de un solo cilindro, que da idea del 
grado de equilibrio del motor. Esta curva muestra las fuerzas (Fp + Fs) 
que existirían si los codos del egueñal estuvieran juntos en lugar de se- 
parados ,1800. 


TABIA 12-5. MOTOR DE DOS CILINDROS (Copos A 900) 


l 1 cs a 
Codo p| x y|a|arlay| | y | (2—4?) ay | a(x — y?) lazy 


1 0/1 ¡0/0 | 0/0 110 1 10 o jo 
2 9| o[f1|1[0][1|0]|1 —1 |o} —1 0 

1 
Total..... a 1|. 01 o jo, —1 Jo 


Se supone: mRw*? = 1; R/L = 1/4; Distancia entre cilindros = 1 


Fp = cos 0, — sen 0, s Cp = 0 — sen 0, 
Fs =*]£0 — 0) Cs = *¿— cos 20, — 0) 


La disposición de los codos a.180° no es la ideal en un motor a gasolina 
de cuatro tiempos debido a la falta de simetría del esfuerzo giratorio, 
al tener lugar las dos explosiones del ciclo completo en la misma revolución 
del cigüeñal, como muestra la Fig. 12-19b. Si los dos codos están colocados 


2X fuerza de inercia total de un cilindro" 
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al mismo lado del cigüeñal, el motor resulta equivalente a dos de un solo 
cilindro. En este caso el equilibrio es malo, pero el esfuerzo giratorio es 
bueno. Si los codos están situados en ángulo recto, el equilibrio es aceptable 
y el esfuerzo giratorio bueno. El orden de explosiones (Fgs. 12-19c y 12-19d) 
muestran el carácter del esfuerzo giratorio en los dos últimos casos. La 
Tabla 12-5 muestra el equilibrio con los codos en ángulo recto, y las curvas 
de la Fig. 12-21 muestran cómo varían las fuerzas desequilibradas. 


(6) 


la) 


Fra. 12-22 


Debe recordarse al considerar la disposición de los codos de un motor 
multicilindro, en cuanto al equilibrio, que dicha disposición está mandada 
principalmente por la simetría del esfuerzo giratorio. Es decir, los tiempos 
de trabajo (explosión) se distribuyen de modo que produzcan un par motor 
tan regular como sea posible. 

12-18. Motor de tres cilindros. Los codos del motor de tres cilindros 
están corrientemente colocados a 1200, como muestra la Fig. 12-22. El. 


TABLA 12-6. MOTOR DE TRES CILINDROS 


| 
Codo $ x y a ax ay x? Y” ee- xy lao? — y| axy 


1 0 1,000 0 0| 0 0 1,000 | 0 1,000 0 0 
2 |120| —0,500 | 4-0,866 1 | —0,500 | +-0,866 | 0,250 | 0,750 | —0,500 | —0,433 | —0,500 | —0,433 
3 |240| —0,500 | —0,866 | 2| —1,000 | —1,732 | 0,250 | 0,750 | —0,500 | +0,433 | —1,000 | 4-0,866 


Total. ... 0 0 ee. | —1,500 | —0,866 l......[...... 0 0 —1,500 | +0,433 
Se supone: mRw? = 1; R/L = 14; distancia entre cilindros = 1 
Fp=0 Cp = — 1,500 cos 0, + 0,866 sen 0, 
Fs =0 : Cs =*/,¿(— 1,500 cos 20, — 0,866 sen 20,) 


F =Fp+Fi=0 
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equilibrio de este motor se muestra en la Tabla 12-6. Las fuerzas primaria 
y secundaria están en equilibrio, pero no los pares. Los pares desequili- 
brados se muestran en la Fig. 12-23, en la que también se ha dibujado la 
curva correspondiente al triple de la fuerza de inercia de un cilindro. 
Este tipo de motor se ha usado mucho en marina. 


~H EALA HHHH A 
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12-19. Motor de automóvil de cuatro cilindros. La Fig. 12:24 muestra 
la disposición convencional del motor típico de automóvil de cuatro ci- 
lindros, y en la Tabla 12.7 se muestra el equilibrio de este tipo de motor. 
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TABLA 12-7. MOTOR DE CUATRO CILINDROS 


Codo dlzlyl a jaclay| æ | y | (22 — y?) | xy | a(x? — y?) lazy 
1 0 10 0 00 1 (0 1 0 0 0 
2 180|—1¡0 1|—1/0 1 0 1 0 1 0 
3 180 | —1; 0 2|—2| 0 1 0 1 0 2 0 
4 0 1¡0 3 310 1 0 1. 0 3 0 

Dis 010 ojo aras 4 0 6 0 

Se supone: mRw*? = 1; RIL = 1/43 Distancia entre cilindros = 1 

F,=0 Cp=0 

F, = 1/, [cos 20,(4) — 0] = cos 20, Os = 1/4 cos 20,(6) = ?/a cos 20, 

F = Fp + Fs = cos 20, O = Op + Cs =?/, cos 20, 


Las fuerzas secundarias están desequilibradas y, cuando como en este 
caso, el plano de referencia elegido pasa por el eje del primer cilindro, los 
pares secundarios también están desequilibrados. 


NEAR A A 
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Las fuerzas y los pares desequilibrados están dados por 


F = Fp + Fs = 0 +?/¿[cos 20,(4) — 2 sen 26,(0)] = cos 20, 
C = Cp + Cs = 0 +?/,¿[cos 20,(6) — 2 sen 26,(0)] =?/¿ cos 20, 


La línea de acción de la fuerza de trepidación resultante está dada por 


C 8/, cos 20, 3 


Ll = — = — C = — 


F o  cos20, 2 
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Es decir, que para cada posición del cigijeñal, la línea de acción de la fuerza 
de inercia resultante está situada en el centro de los dos cilindros centrales. 
Esto significa que el plano equidistante de los dos cilindros centrales se 
elige como plano de referencia y, entonces, los pares secundarios están en 
equilibrio, con lo cual el desequilibrio total del motor se reduce a la fuerza 
securidaria situada siempre en este plano. 

El orden de explosiones mostrado en la Fig. 12-24b indica que el esfuerzo 
giratorio, con esta disposición de los codos, és buena; y la curva de la fuerza, 
de- trepidación de la Fig. 12-25 muestra que el desequilibrio es mucho 
menor que el que habría si los cuatro codos 
estuvieran juntos, de modo que las fuerzas 
primarias no se eliminasen. 

Para equilibrar las fuerzas secundarias 
en los motores ordinarios de cuatro cilindros, 
se ha usado un dispositivo sencillo y efectivo 
que está representado esquemáticamente en 
la Fig. 12-26. Dos ruedas dentadas movidas 
a doble velocidad que el cigiieñal están colo- 
cadas en un plano axil, de modo que su punto 
primitivo queda directamente debajo del pun- 
to medio del cigiieñal; o sea, que la línea de 
acción de la fuerza de trepidación resultante 
pasa por su punto primitivo. En estas ruedas 
están colocadas las masas iguales mz y My, 
dispuestas de modo que las componentes hori- Fic. 12-26 
zontales de sus fuerzas centrífugas se neutralizan siempre entre sí, dejanau 
que sus componentes verticales combinadas equilibren las fuerzas secun- 
darias, que de otro modo estarían desequilibradas. Puesto que las masas 
giran a doble velocidad: que el cigiieñal, es evidente que las componentes 
verticales de sus fuerzas centrífugas variarán armónicamente con el mismo 
período que las fuerzas de inercia secundarias. 


12-20. Motor de automóvil de seis cilindros. La disposición del cigite- 
ñal en este tipo de motor se muestra en la Fig. 12-27. El equilibrio de este 


AAVV 
ASELL 


N\A 


SN 


uA 
SASS 


-NE 


ISAS 


l 


me i 3 i-o m 


TABLA 12-8. MOTOR DE SEIS CILINDROS 


Codo $ x y a ax ay 2 | y? |œ] xp |a| axy 
1 0|+1,0000| 0 oj 0 0 1,000 | 0,000 1,000 | 0,000 0,000 |” 0,000 
2 120 | —0,500 | +-0,866 1 | —0,500 | 4-0,866 | 0,250 | 0,750 | —0,500 | 0,433 | —0,500 | —0,433 
3 |240| —0,500 | —0,866 2| —1,000 | —1,732 | 0,250 | 0,750 | —0,500 | 4+-0,433 | —1,000 | +0,866 
4 |240¡ —0,500 | —0,866 3| —1,500 | —2,598 | 0,250 | 0,750 | --0,500 | +0,433 | —1,500 | +1,299 
5 120 | —0,500 | 4-0,866 4 | —2,000 | 4-3,464 | 0,250 | 0,750 | —0,500 | —0,433 | —2,000 | —1,732 
6 0 | +1,000 0,000 5| +5,000 0,000 | 1,000 | 0,000 1,000 0,000 | +5,000 0 
Total...... 0 0 ... 0 O PAS PA 0 0 0 0 


Se supone: mRe? ++ 1; R/L »»1/¿ Distancia entre cilindros = 1 
Fp : Q 4 Cp “0 
Fi Gaia Ci ti 0 


94 au 
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motor se ve en la Tabla 12-8. Como se indica en la tabla, el motor de seis 
cilindros está en completo equilibrio con respecto a las fuerzas y a los pares 


lc) 


Fic. 12-27 


primarios y secundarios. El motor 
de seis cilindros dispuesto de este 
modo es uno de los mejor equili- 
brados de los tipos de motores mul- 
ticilindro que es posible construir. 


12-21. Motor de automóvil de 
ocho cilindros en línea. En este tipo 
de motor se han empleado los si- 
guientes dispositivos: 

1. Dos unidades, cada una com- 
puesta de cuatro cilindros dispuestos 
como se ha descrito en el Art. 12-19, 
con sus cigiieñales defasados 900 y 
construidos en tándem. 

2. Los cuatro codos centrales dis- 
puestos en plano axil formando un 
ángulo de 900 con el plano de los 
otro cuatro codos. Esta disposición 
se muestra en la Fig. 12-28, 

En el caso 1, el montaje es tal que 
las fuerzas desequilibradas no pue- 
den neutralizarse entre sí completa- 
mente; por consiguiente, como en el 
de cuatro cilindros, el motor no está 
equilibrado, en lo que respecta a las 
fuerzas secundarias, Sá 

En el caso 2, el motor está en 
completo equilibrio, tanto en lo que 
se refiere a las fuerzas primarias como 
a las secundarias. 


12-22. Motor en V. La Figu- 
ra 12-29 muestra un motor de dos 
cilindros en V de ángulo £ entre los ' 
ejes de los cilindros, es decir, el án- 
gulo de la V. Ambas bielas están 
conectadas a un solo codo del cigiie- 


ñíal. Vamos a hallar una expresión para la resultante de las fuerzas pri- 
marias y secundarias. Se supondrá que las masas alternativas mp son iguales 
y que las bielas son de igual longitud. Para el bloque izquierdo, 


R2 
F = mpRo?* cos 0, + Mp ——— w? cos 20L 


Para el bloque derecho, 


L 


R? 
Fr = mp Rw? cos Or + mp —— w? cos 20r 


L 
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Sumando vectorialmente, 
FL +> Fr = mpRa? [cos 6, + cos (0, — B)] + 


$ 1 
pm w? [cos 26, + cos (26, — 28)] = 
Lindo (12-31) 


Fic, 12-28 


Si el ángulo de la Y e rde 909, como en la Fig. 12-30, 
F, + F; = mpRo*(cos 6, + sen 0L) 


2 
+ Mp a w? [cos 261 + (— cos 26,)] (12-32) 


Puesto que el vector mp Rw? cos 6 actúa sobre el brazo izquierdo dela V, 
y el mpRo? sen 0, (= mpRo* cos 0) sobre el derecho, estos dos vectores 
de las fuerzas primarias forman ángulo recto y, por consiguiente, su suma 
es siempre mpRo?, en dirección del codo del cigiieñal. Esto se ve en la 
Fig. 12-30. Así pues, la fuerza resultante primaria es una fuerza giratoria, 
siempre en dirección del codo del cigüeñal y puede compensarse exacta- 
mente por un contrapeso situado en oposición al codo. Es evidente que para 
las fuerzas secundarias no se puede emplear un procedimiento tan simple. 
Dosde luego, so necesita un contrapeso adicional para equilibrar la masa 
giratoria oquivalento situada en el eje del codo. 
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Bloque 


Angulo derecho 


de la Y 
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Bloque 
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Bloque 
derecho 


Bloque 
izquierdo 


= mpoRu?cos E, 


= Mp Ru? cos (9, + oN 


Mp Ru?cos % =E, 
Mp Ru? i 
(siempre en dirección 
del brazo del codo) 


0 
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En motores en V de varios cilindros el ángulo de la V no se elige arbi- 
trariamente, sino de acuerdo con el número de cilindros, de modo que los 
impulsos de las explosiones resultan regularmente espaciados. Para deter- 
minar las condiciones de equilibrio se puede comprobar cada bloque por 
separado como si fuera ún motor en línea. 

El motor en V de 900 y ocho cilindros se usa mucho en automóviles y 
se tratará brevemente como ejemplo importante. La disposición más 
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corriente se muestra en la Fig. 12-31, con el plano de los dos codos centrales 
perpendicular al de los otros dos. Del análisis de un bloque, como un motor 
en línea, se deduce que solamente quedan por equilibrar los pares primarios. 
Pero por medió dè sendos contrapesos adecuados se pueden compensar 
las fuerzas primarias de los dos cilin- 
dros conectados a cada codo, como 
se ha visto en este artículo. Por lo 
tanto, mediante el uso de cuatro con- 
trapesos se pueden eliminar comple- 
tamente todas las fuerzas primarias 
y, consiguientemente, todos los mo- ` 
mentos o pares producidos por ellas. 
Por consiguiente, añadiendo los cua- 
tro contrapesos giratorios se equili- 
bra completamente el motor, en lo 
que respecta a fuerzas y pares pri- 
marios y secundarios. Evidentemen- 
te, si así se desea, esos cuatro con- 
trapesos se pueden sustituir por Fic. 12-31 

cualquier combinación dé dos o más 

que produzcan el mismo par resultante que los cuatro originales. Esto ya 
se ha discutido al hablar del equilibrado de masas giratorias. Es de señalar 
que al equilibrar cada pareja de cilindros por separado, se eliminan los 
momentos flexores del cigieñal y las cargas sobre los cojinetes que se 
presentarían en caso contrario. 

12-23. Motores de avión. Los motores de avión más pequeños son 
corrientemente de dos cilindros opuestos. Se construyen o han construido 
otros varios tipos como el de 4 cilindros opuestos y verticales en línea; 
6 cilindros opuestos y verticales en línea; 12 cilindros opuestos y en V; 
3, 5, 7 y 9 cilindros en estrella; 14 y 18 cilindros en doble estrella; y 24 ci- 
lindros en doble V. 

El equilibrado de los tipos en línea se ha tratado en los artículos prece- 
dentes. En el motor de 12 cilindros opuestos, las fuerzas primarias y secun- 
darias están en equilibrio, pero no así los pares primarios y secundarios. 
Los motores de 4 y 12 cilindros opuestos están en completo equilibrio en 
cuanto a fuerzas y pares primarios y secundarios. { 

Los motores en estrella de cuatro tiempos tienen un número impar 
de cilindros (5, 7 y 9 son los más corrientes), permitiendo que se produzcan 
las explosiones de los cilindros impares en una revolución del cigiieñal 
y las de los pares en la siguiente, consiguiéndose un espaciado regular de 
los impulsos motores en cilindros uniformemente espaciados. El tipo 
corriente consta de una biela maestra para un cilindro, estando las bielas 
de los otros cilindros conectadas a la maestra por medio de pasadores, 
como indica la Fig. 12-32. Al hacer el análisis de las fuerzas del motor o 
al hacer el ostudio do su equilibrio, el procedimiento usual de simplificación 
consiste en suponer que todos los extremos de las bielas articuladas son de 
la misma longitud que la maostra, como muestra la Fig. 12-33. Aunque 
esto no os exuoto, dicha hipótesis es lo suficientemente aproximada a efectos 
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prácticos. En los motores en estrella no existen pares como los tratados al 
estudiar los motores en línea. El peso de cada biela puede considerarse 
distribuido entre el pie y la cabeza, del modo descrito en el Art. 12-13. 
Por lo tanto, el problema del equilibrado se reduce al del peso giratorio 


Frc. 12-32 


situado en el eje de la cabeza de la biela y los pesos alternativos situados 
en los bulones de Jos émbolos. 

El motor de 3 cilindros en estrella y cigiieñal de un solo codo no está, 
equilibrado en cuanto a las fuerzas primarias y secundarias, -pero las: 
primarias pueden equilibrarse por medio de un contrapeso adecuado 
colocado en el lado opuesto al codo. No se considera práctico equilibrar 
las fuerzas secundarias. 

En motores en estrella de un solo codo y más de tres cilindros, las fuerzas 
secundarias están equilibradas, pero no así las primarias. Estas pueden 
equilibrarse colocando un contrapeso adecuado en el cigiteñal, opuesto al 
codo, consiguiendo el equilibrado total del motor. 

El siguiente ejemplo muestra el procedimiento a seguir para determinar 
el grado de equilibrio de un motor en estrella. 

Un motor de avión de cinco cilindros en estrella y cigiteñal de un solo 
codo, del tipo representado en la Fig. 12-32, funciona a 2.000 rpm. La 
longitud del brazo de manivela del cigijeñal es de 2 1/16 plg. La biela maestra 
es de 10,75 plg de longitud. Se puede ver que las aceleraciones de los demás 


EQUILIBRADO DE MAQUINAS 363 


émbolos no se diferencian mucho de la del que está conectado a la biela 
maestra. Esto justifica el uso del procedimiento de simplificación consis- 
tente en suponer que todas las bielas son de igual longitud y que sus cabezas 
están todas reunidas en el codo del cigiieñal, como muestra la Fig. 12-33. 
Se supone que los pesos de las bielas están distribuidos entre los ejes de 
pies y cabezas, del modo expuesto en el Art. 12-13, de tal manera que el 
peso total giratorio en el codo del cigijeñal es de 10 Ib, y el peso total alter- 
nativo de cada émbolo es de 4 lb. Estas hipótesis simplifican en gran manera 
el análisis y conducen a resultados lo suficientemente aproximados para 
la práctica ordinaria. 

Se dibuja el mecanismo simplificado del motor (Fig. 12-33) a una escala 
de 1/, plg = 1 plg, y se trazan los vectores de Jas fuerzas de inercia con la 
escala de 1 plg = 2.000 Ib. 

La fuerza de inercia (fuerza centrífuga) F'4 del peso giratorio situado 
en e] codo del cigiijeñal puede determinarse por la ecuación 


F¿=miRo? (12-33) 


donde ma es dicha masa, R el brazo de la manivela y w su velocidad angular 
en rad/seg. Su valor es 


10 2,6875 [Prez 2 
Fa Xx 


732,2 “12 60 ) 9000 1b 


Puesto que la fuerza centrífuga es una constante, la circunferencia de centro 
en el eje O del cigiieñal y de radio F4 será el lugar geométrico de los extre- 
mos del vector F4 para todas las posiciones del codo. 

La fuerza de inercia total Fr de cada masa alternativa en los bulones 
de los émbolos se halla por la ecuación 


Fr = mgRo? (o o 2 cos 29) (12-34) 


donde, para la masa alternativa. considerada, mg es la masa recíproca, 
R, el brazo de manivela, L, la longitud de la biela, y 0, el ángulo que el 
codo forma con el eje del cilindro (ver Art. 12-12). O bien, considerando 
“por separado las fuerzas alternativas primarias y secundarias, la ecuación 
de la fuerza primaria F, es 


F,= = mpRo? cos 0 (12-35) 
y para la fuerza secundaria F's, 


Re : ; 
F, = Mp T w? cos 20 (12-36) 
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Vamos a determinar las fuerzas de inercia resultantes para las posi- 
ciones del cigijeñal a 0%, 300, 600, ete, Considerando primero la posición 
céro, la resultante de las fuerzas totales se obtendrá sumando al vector F4 
(vector que representa la fuerza de inercia giratoria) los vectores represen- 


` Vo A 
= yor g 
a El iA ON 


Circunferencia 


. de la fuerza de 
inercia giratoria Py 


Circunferencia de la fuerza 
total de Inercia F y 


SY 


Fic. 12-33 


tativos de las cinco fuerzas de inercia alternativas. Estas fuerzas se calculan 
por la Ec. (12-34) que, para este problema, puede reducirse a la forma 
simplificada siguiente: 


Fr 


_ 4 2,6875 2m 20007 y 26875 ap 
3932.12 ” 60 10,75 


que queda así: f , 
Fr = 1.220 (cos 0 + 1/, cos 20) 
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Para las fuerzas de inercia alternativas en la posición cero, el uso de la 
ecuación indicada, da: 


Cil. N.° 1: 

Fr, = 1.220(c0s 00 + 1/, cos 00) = 1.525 Ib 
Cil. N.° 2: 

Fr, = 1.220(cos 720 + 1/, cos 1440) = 130 Ib 
Cil. N.° 3: f 

N Fr, = 1.220(cos 1440 + 1/, cos 2880) = — 894 Ib 

Cil. N.04: . ; 

Fr, = 1.220(cos 1440 + 1/, cos 2880) = — 894 Ib 
Cil. N.° 5: j 


Fr, = 1.220(c08 720 + 1/, cos 1449) = 130 Ib 


Los vectores que representan esta fuerza se trazan a partir del extremo 
del vector F4, dando la resultante mostrada en la Fig. 12-33. Del mismo 
modo se calculan. y se trazan las fuerzas Fr, Fr, etc., para la posición 
a 300 dando una fuerza resultante igual a la de la posición cero. Por suce- 
sivos cálculos se puede ver que esta resultante es igual para todas las 
posiciones. Esta condición se da también en los otros motores en estrella, 
excepto en el de tres cilindros, por lo que se puede decir que en los motores 
en estrella la resultante de las fuerzas de inercia es constante en intensidad 
(para una velocidad dada del motor) y que actúa siempre en dirección del 
codo del cigiieñal. Por consiguiente, el motor puede equilibrarse completa- 
mente por medio de un contrapeso giratorio colocado en oposición al codo. 
- Si el contrapeso se sitúa a una distancia R del eje del cigüeñal (igual a la 
longitud del brazo de manivela), su valor puede obtenerse de la ecuación 


Fc =mcRo? (12-37) 
donde Fc, la fuerza de inercia debida al contrapeso mc, es igual y opuesta 


a la fuerza de inercia resultante Fx. Sustituyendo valores en la ecuación 
anterior, se tiene: 


-W 2,6875 27 x 2.000 |? 
6.100 = 333 X -I7 * | 60 ) 

de donde W = 20 lb. : i 

Se puede ver (excepto en el motor de tres cilindros en estrella) que en 
los motores en estrella las fuerzas secundarias obtenidas por la Ec. (12-36) 
se equilibran entre sí. Es evidente, por consiguiente, que en la Fig. 12-33 
se habría obtenido la misma resultante usando los vectores de las fuerzas 
primarias deducidos por medio de la Ec. (12-35). Así se ha hecho en las 
posiciones a 60% y 909, donde los vectores de las fuerzas primarias Fp, 
Fp, etc., se ve que dan la misma resultante que los vectores de fuerzas 
totales en las posiciones a cero y 30%. Para motores en estrella fijos, de 
K cilindros, suponiendo que todas las bielas son de igual longitud y que 
están articuladas en el mismo punto del codo, como en la Fig. 12-33, las 
fuerzas de inercia tienen una resultante constante cuyo valor es (X/2)m.R w?, 


` 
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aproximadamente, actuando en dirección del codo. Esta resultante puede 
equilibrarse completamente por medio de un contrapeso de masa (K/2)m a 
una distancia R del eje del cigiieñal en sentido opuesto al codo: Si hay 
dos series de cilindros (doble estrella) cada uno con K cilindros y con codos 
a 1800, habrá un par primario desequilibrado de valor (K/2)m.Rw?L, siendo 
L la distancia entre ambas series de cilindros. No obstante, este par no 
existirá si cada estrella se equilibra con su correspondiente contrapeso, 
en la forma antes indicada. 

Puede observarse que los resultados obtenidos antes por métodos 
gráficos pueden también hallarse analíticamente aplicando la Ec. (12-15) 
del Art. 12-12 a cada uno de los cinco mecanismos de biela y manivela 
y hallando las componentes horizontales y verticales de las fuerzas prima- 
rias y secundarias respecto al eje del cigüeñal. 

12-24. Otros tipos de motores y máquinas alternativas. Limitaciones 
de espacio nos impiden tratar todos los dispositivos posibles de cilindros 
y sistemas de equilibrado que se han usado y propuesto para motores 
y otras máquinas alternativas tales como compresores. Por ejemplo, 
existen el V-6 (y otros números de cilindros en motores en V), el tipo en X, 
una gran variedad en el número de cilindros en los motores en línea, tipos 
de émbolos opuestos con dos émbolos en cada cilindro, motores con los 
ejes de los cilindros en arcos de círculo e, incluso, un motor en estrella 
en el cual el cigijeñal permanece fijo y alrededor de él giran los cilindros. 
Se usan combinaciones de motores y compresores con montajes en V y W 
y, a menudo, en estas máquinas las masas y tamaños de los émbolos, 
bielas, etc., no son iguales. Los métodos básicos empleados en este capítulo 
y en los precedentes son suficientes para atacar los problemas de equili- 
brado de estos diversos tipos de máquinas. 

Un ejemplo de motor que emplea una modificación del sistema .con- 
vencional de biela y manivela para transformar el movimiento alternativo 
del émbolo en movimiento giratorio del árbol motor se muestra en las 
Figs. 12-34 y 12-35. Este motor, cuyos cilindros tienen un diámetro de 14 plg 
y una carrera de 16 plg, es de dos tiempos y está montado en estrella con 
los cilindros en un plano horizontal. Como se ve en las figuras, todas las bielas 
son iguales y se conectan al cojinete principal de la misma manera; aquí no se 
emplea Ja biela maestra del motor en estrella convencional. En su lugar * 
se usa una pieza de retenida y dos codos de retención, para obtener movi- 
mientos circulares idénticos en los pivotes. El cojinete principal gira, 
pero no da revoluciones completas, mientras el árbol motor (cigiteñal) 
y su codo giran del modo acostumbrado. En este modelo todos los émbolos 
realizan movimientos idénticos, a diferencia del motor en estrella clásico 
con biela maestra, lo que constituye una ventaja en lo que se refiere al 
equilibrado y sincronismo del motor. Los contrapesos, opuestos al codo 
se ven claramente en la Fig. 12-35, 

12-25. Equilibrado del cigiieñal. El cigüeñal es, en general, un sistema 
desequilibrado de masas giratorias, en el cual los planos de rotación y los 
ángulos de los codos están fijados por el sistema alternativo al que está 
conectado. El cigüeñal puede equilibrarse por cualquiera de estos dos 
métodos: 


` 


« i EE 


EQUILIBRADO DE MAQUINAS 367 


jedal 
i Weinig 


a 


Fic. 12-34. (Cortesía de Nordberg Manufacturing Co.) 


e na 
DA 


AA Nia i 4 Ñ ñ A hee i o 
Y i AOS O ce LS 
? em A A Li E si 


sgt 
dela 
oca 


Wa. 1335, (Corteatea de Nordberg Manufacturing Co.) 


368 MECANICA DE MAQUINAS 


l. Por adición de dos masas equilibradoras en dos pianos in- 
dependientes de rotación, de acuerdo con el método descrito en este 
capítulo. 

2. Por extensión de los brazos de cada codo, constituyendo masas 
equilibradoras de las giratorias del codo. En este caso hay tantas masas 
equilibradoras como brazos de codos. No obstañte, este método tiene la 
ventaja de que las partes intermedias del cigiieñal no tienen que transmitir 
fuerza de un codo a otro, puesto que cada codo está equilibrado en su pro- 
pio plano de rotación. El cigijeñal queda así libre de cualquier momento 
flexor debido a las masas giratorias. 

Además de la flexión a que está sometido el cigiteñal, a causa de las 
fuerzas desequilibradoras que se le aplican periódicamente, es también 
susceptible de vibrar alrededor de su eje. Esta acción se conoce como 
vibración de torsión. Un par torsor periódico concordante con el período 
natural del cigieñal alrededor de su eje es capaz de producir grandes vibra- 
ciones de esa frecuencia aunque el valor del par que lo produce sea extre- 
madamente pequeño. Los motores de automóvil y de avión van ahora 
equipados con dispositivos para la eliminación de la vibración de torsión 
del cigüeñal. 


12-26. Equilibrado de la biela. La biela tiene dos efectos distintos: 

1. No da movimiento armónico a las masas alternativas, produciendo, 
por lo tanto, fuerzas de inercia secundarias en el émbolo. Este efecto en el 
equilibrio del motor ha sido tratado en el Art. 12-15. 

2. Su movimiento es de aceleración periódica, dando lugar a fuerzas 
de inercia con variaciones periódicas. Estas fuerzas aparecen finalmente 
como reacciones en el bastidor y basamento y, debido a su naturaleza 
periódica, tienden a producir vibraciones. Al equilibrar un motor, un método 
aproximado corrientemente usado de tener en cuenta el efecto de inercia 
de la biela consiste en suponer su masa distribuida entre su cabeza y su 
pie, en razón inversa a sus distancias al centro de gravedad, como se ha 
visto en el Art. 12-13. 


12-27. Vibraciones debidas al impulso y a la presión fluctuante del 
fluido de accionamiento. Cuando las fuerzas y los pares debidos al movi- 
miento de las piezas de un motor han sido equilibradas, el motor no está 
necesariamente libre de vibraciones, puesto que el equilibrado de las masas 
no tiene en cuenta las presiones fluctuantes en los cilindros, con el esfuerzo 
consiguiente de cada impulso, que tienden a hacer girar al bastidor alre- 
dedor del cigiieñal. Por lo tanto, después de equilibrar las fuerzas de 
inercia, todavía queda un par que actúa sobre el bastidor, igual y opuesto 
al par giratorio del cigieñal, y este par puede tener una variación periódica 
suficientemente grande para causar vibraciones. Por consiguiente, para 
tener un motor enteramente libre de vibraciones debe lograrse no sólo el 
equilibrado de las piezas móviles, sino también la uniformidad del esfuerzo 
giratorio del cigiieñal. 


12-28. Vibraciones de basamentos y soportes. En los artículos prece- 
dentes, las piezas de todos los mecanismos se han considerado rígidas. 
Aunque las fuerzas que actúan sobre el bastidor de una máquina debidas 
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a un conjunto de masas móviles equilibradas pueden formar un sistema de 
fuerzas en equilibrio, las fuerzas individuales del sistema causan deforma- 
ción elástica del bastidor en los lugares en que actúan. En general, los bás- 
tidores de las máquinas son lo bastante firmes como para limitar las defor- 
maciones elásticas a valores despreciables; pero en algunos casos, especial- 
mente en árboles giratorios, puede haber flexiones apreciables que, siendo 
periódicas, pueden llegar a ser de amplitud suficiente, a ciertas velocidades 
críticas, para causar serias vibraciones. 

El basamento o soporte de un motor o máquina en general es, corriente- 
mente, un sistema elástico susceptible de vibrar en una gran variedad de 
formas. Si la máquina está desequilibrada, lé comunica a su soporte una 
fuerza o un par periódico productor de vibraciones que pueden, en general, 
ser de poca importancia, aunque actúe una gran fuerza o par. No obstante, 
si el soporte tiene, entre sus modos naturales de vibración, uno cuyo período 
coincida o se aproxime al tiempo invertido por la máquina en dar una 
revolución o realizar cualquier otro ciclo, la amplitud de la vibración pro- 
ducida puede ser grande, aunque sea muy pequeña la fuerza productora. 
Este fenómeno puede explicarse por el hecho de que el trabajo realizado 
para desplazar el sistema desde su posición de reposo aparece como energía 
de vibración. Si las aplicaciones sucesivas de la fuerza tienen lugar justa- 
mente en el instante en que las vibraciones se repiten por sí mismas, se le 
proporcionan al sistema pequeños aportes de energía, sin interferirse 
entre sí. La energía se va, así, acumulando gradualmente en el sistema, 
hasta que la amplitud de la vibración producida resulta completamente 
desproporcionada respecto a la fuerza que la produce. 

Es por esto que los motores de una planta de energía o las máquinas 
de una fábrica, aunque están firmemente sujetos a sólidas cimentaciones 
de hormigón, pueden producir vibraciones en el terreno en que se encuentran 
y en sus proximidades. Dentro del propio edificio, la acción vibratoria de 
la máquinaria se nota a menudo y causa grandes molestias. 

Además de los motores, Jos tipos de máquinas que normalmente pro- 
ducen vibraciones molestas son: imprentas, bombas, frigoríficos, compre- 
sores de aire y varias clases de máquinas puramente giratorias, como 
ventiladores, bombas centrífugas, etc. 


12-29. Velocidades críticas. En algunas piezas giratorias desequili- 
bradas, principalmente en árboles motores, las flexiones y vibraciones a 
ciertas velocidades críticas resultan extremadamente serias. El comporta- 
miento peculiar de un árbol giratorio desequilibrado ha sido asunto de 
general conocimiento durante muchos años, y ha sido objeto de atención 
creciente a medida que la maquinaria alternativa ha ido siendo rempla- 
zada por la giratoria a gran velocidad. Los fenómenos más notables son 
los siguientes: 

1. Flexión creciente del árbol al aumentar la velocidad desde cero 
hasta el valor crítico. 

2. Flexión peligrosa a la velocidad crítica, si no se presenta alguna 
acción amortiguadora,-corrientemente en forma de fricción. 

3. Retorno gradual a las condiciones de estabilidad a medida que la 
velocidad aumenta por encima de su valor crítico. 
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Los fenómenos vibratorios de un árbol, al pasar por su velocidad crítica, 
son muy interesantes desde un punto de vista teórico y, al mismo tiempo, 
tienen gran importancia en el proyecto de turbinas de vapor y otras má- 
quinas de gran velocidad. Aunque el asunto merece un estudio detallado, 
sólo tiene cabida en este libro el breve estudio dado en el Cap. 14. 

12-30. Máquinas equilibradoras. No es posible, en general, conseguir 
el equilibrado satisfactorio de una pieza de una máquina dándole simple- 
mente las adecuadas proporciones cuando se la diseña en el tablero de dibujo; 
y esto es particularmente cierto cuando se trata de piezas que han de girar 
a grandes velocidades. Ello es debido a variaciones ordinariamente permi- 
sibles en las dimensiones de la pieza, que proceden de imperfecciones en el 
proceso de fabricación, y también a que el material de que está hecha varía 
ligeramente de densidad de un punto a otro. Por consiguiente, existe la 
necesidad de un medio de ajustar el equilibrio de una pieza giratoria des- 
pués de haber sido construida, y esto se consigue con varios tipos de máqui- 
nas equilibradoras. 

La función de cualquier máquina de equilibrado dinámico es deter- 
minar dónde se ha de añadir o quitar metal de una pieza giratoria para con- 
seguir el equilibrio dinámico. Esto se logra corrientemente montando la 
pieza en dos cojinetes sobre un bastidor con soporte elástico. Se hace 
entonces girar a la pieza y cualquier falta de equilibrio se pone inmediata- 
mente en evidencia por la vibración del bastidor a que da lugar. El valor 
y la posición angular de este desequilibrio se hallan por métodos pecu- 
liares del tipo de máquina equilibradora usada. La pieza se equilibra 
entonces dinámicamente por la adición o supresión de peso en dos planos 
de correción arbitrariamente elegidos perpendiculares al eje de rotación. 

Se usan máquinas de equilibrado estático para la medida y corrección 
de desequilibrios en piezas estrechas en las que es prácticamente imposible 
que haya desequilibrio dinámico. Estas piezas son: volantes, embragues, 
ruedas, ventiladores estrechos, poleas, hélices de avión, etc. Estas piezas 
se comprobaban antes estáticamente en barras paralelas o cuchillas. Hoy 
se equilibran con gran precisión en máquinas equilibradoras módernas. 

Se han desarrollado varios tipos diferentes de máquinas equilibradoras 
para medir el equilibrio estático y el dinámico o la combinación de ambos. 
Las primeras máquinas exigían que el operador, por tanteos, añadiese o 
quitase pesos equilibradores de posiciones poco determinadas, dependiendo 
los resultados de la paciencia y la habilidad del operario. Con. sucesivos 
desarrollos y mejoras, las máquinas equilibradoras que hoy se fabrican 
requieren un mínimo de destreza en el operador. Estas nuevas máquinas 
dan los valores de corrección interpretando los desequilibrios medidos. 
Por ejemplo, el operador lee exactamente la profundidad a que hay que 
practicar un taladro de un tamaño determinado en el punto o puntos asi- 
mismo indicados en la pieza que se quiere equilibrar, o puede leer direc- 
tamente el número de décimas de milímetro de longitud de cinta de acero 
que hay que añadir a una pieza, en una posición perfectamente determi- 
nada, para conseguir su equilibrio. 

Los últimos modelos de máquinas equilibradoras disponen de sistemas 
indicadores eléctricos para dar la medida de los efectos del desequilibrio. 


EQUILIBRADO DE MAQUINAS 371 


El fundamento operativo de una de estas máquinas, típicas del grupo, 
puede explicarse así: 

Las indicaciones de la máquina dependen de las vibraciones causadas 
por el desequilibrio en el rotor que se va a equilibrar, cuando se le hace 
girar a velocidad constante. Estas vibraciones son recogidas por unos 
captadores magnéticos que producen una corriente alterna proporcional 
y en fase con las vibraciones. Estas corrientes se rectifican obteniendo su 
relación de fase con el giro de la pieza. Así se determina la posición angular 
del desequilibrio, por la relación de fase entre esta corriente y el giro de la 
máquina, mientras que el valor del desequilibrio, en planos de corrección. 
especificados, queda indicado por un medidor que registra la corriente 
rectificada. 

Otro avance es el conseguido por los equipos portátiles de equilibrado 
dinámico usados para medir las vibraciones causadas por el desequilibrio 
en masas giratorias. Estos equipos permiten equilibrar rotores a pie de 
obra, cuando son demasiado grandes para ser tratados en las máquinas 
normales y que, por estas u otras razones, deben ser equilibrados durante 
su funcionamiento en sus propios cojinetes o en otros suplementarios. 
Tales equipos son de especial aplicación para el equilibrado durante la 
fabricación o instalación inicial antes de la entrada en servicio de las piezas 
o cuando se ha producido el desequilibrio por corrosión o picadura. Es 
típico de esta clase de equipos equilibradores portátiles un modelo que 
consta esencialmente de dos captadores magnéticos o generadores, un 
rectificador, un microamperímetro y los elementos auxiliares necesarios 
como adaptadores, soportes y cables. Disponen ademas, de una unidad 
electrónica amplificadora y filtradora para aumentar la sensibilidad. 


12-31. Descripción de una máquina equilibradora. La Fig. 12-36 es 
el esquema de una máquina equilibradora típica de las mencionadas en el 
artículo anterior. Este diagrama y la consiguiente información fueron 
suministrados por la Gisholt Machine Company, Madison, Wis., su fabri- 
cante. El funcionamiento de esta máquina se basa en un principio funda- 
mental de la mecánica que supone una aplicación muy interesante del 
centro de percusión. 

Como se dijo en el Art. 12-30 y anteriores, un cuerpo puede ser equili- 
brado dinámicamente por adición o supresión de peso en dos planos de 
corrección elegidos perpendiculares al eje de rotación. En el esquema, 
W, y W, representan los pesos desequilibradores, en los planos de correc- 
ción arbitrariamente elegidos 1 y 2, que darán el mismo efecto vibratorio 
sobre los cojinetes A y B que el producido por el desequilibrio existente 
“en el rotor. Si se desea que la vibración en los cojinetes A y B se reduzca 
a cero es preciso hallar el medio de determinar los valores de los pe- 
sos W, y Wo. f 

El método para conseguir esto se indica en el esquema de la Fig. 12-36. 
El rotor está soportado por dos estructuras flexibles, ligeras e indepen- 
dientes que permiten la vibración en un plano horizontal solamente. El 
rotor se apoya on los cojinetes A y B en los que queremos reducir a cero 
las vibraciones. Ml movimiento lo recibe del motor por medio de una 
corroa ligora y floxiblo, 
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Antes de seguir adelante en la descripción de los elementos de la máquina, 
consideremos el efecto de una fuerza periódica horizontal P aplicada al 
eje LL del rotor en el plano de corrección 2. Esta fuerza P producirá una 
oscilación periódica del eje del rotor en un plano horizontal (el eje del rotor 
se moverá entre las rectas LL y Lalo) de modo que habrá un punto X: 
del eje del rotor que permanecerá inmóvil. Así pues, un eje vertical que 
pase por X, será el eje de suspensión para un centro de percusión en la 
intersección de la línea de acción de la fuerza P con el eje LL del rotor. 
Por lo tanto, cualquier punto de un plano perpendicular a LL que pase 
por X, no tendrá movimiento producido por la fuerza periódica P. 


Estructura de soporte 
dé la pieza 


Li 
Rotor para  / 
equilibrar 


intersección del plano 
de corrección 2 con 
la superficie de la pieza 


Soportes flexibles que 
permiten la vibración 
solamente en un plano horizontal 


de corrección 1 con la 
superficie de la pieza 


Fria. 12-36 


Durante el giro, el peso W en el rotor suministrará la fuerza periódica P, 
ya que el soporte es libre de moverse sólo en un plano horizontal. Además, 
el punto C, de una barra que una ambos soportes, situado en un plano 
perpendicular al eje de rotación que contenga al punto X,, no tendrá 


movimiento debido al peso W, situado en el plano de corrección 2. Sin 


embargo, este punto C recibirá movimiento de una fuerza situada en cual- 


quier otro plano de corrección, tal como la producida por el peso W, del 
plano de corrección 1. Por consiguiente, un indicador situado entre la base 
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de la máquina y el punto C constituirá un medio de medir el efecto des- 
equilibrador de W,, sin ser afectado por el peso W. 

De modo semejante, se puede encontrar un punto X, que estará en 
una vertical que sea el eje de suspensión para el centro de percusión, en 
el plano de corrección 1, y, asimismo, habrá un punto D en la barra de 
conexión de ambas estructuras de soporte que no recibirá movimiento 
del peso W, y servirá, por lo tanto, para medir el desequilibrio produ- 
cido por W.. 

En esta máquina se usa un indicador eléctrico para medir los efectos 
de los pesos. Colocando las pequeñas bobinas generadoras E y F en las 
estructuras de soporte y permitiendo vibrar a estas bobinas dentro de los 
campos magnéticos de sendos imanes permanentes, se generarán tensiones 
en dichas bobinas que serán proporcionales a los movimientos de la barra 
de unión de ambas estructuras. El movimiento del punto C de esta barra 
es función de los movimientos de sus extremos y, para una cierta posición 0” 
del potenciómetro, se medirá un voltaje resultante en el voltímetro que será 
función (la misma función) de las tensiones generadas en Æ y F. Efectiva- 
mente, la fracción del voltaje total producido por el peso del plano 2 se 
compensa eléctricamente, permitiendo una lectura del voltímetro conse- 
cuencia solamente del peso del plano 1. Es evidente que hay que usar dos 
de tales circuitos para cada plano. Se usan sistemas eléctricos de este tipo 
debido a la posibilidad de amplificar grandemente las tensiones generadas 
y porque es también posible, por estos sistemas eléctricos, determinar las 
posiciones angulares de los pesos W, y W, por medio de una lámpara estro- 
boscópica, por ejemplo. A una de estas lámparas se le hace producir des- 
tellos periódicamente por los voltajes alternos producidos por la vibración 
de las bobinas generadoras y los destellos iluminan la posición del peso 
en cuestión sobre la periferia de la pieza giratoria. Otro medio eléctrico 
de determinar la posición angular del peso desequilibrador emplea un 
watímetro que mide al valor medio del producto de una tensión instantánea 
(de las bobinas) y una corriente instantánea (suministrada por un generador 
de corriente alterna acoplado a la pieza giratoria). Cuando ambos factores 
están defasados 900 la lectura del watímetro es cero, y máxima cuando están 
en fase. La diferencia de fase depende, desde luego, de la posición del peso 
desequilibrador que determina el valor instantáneo del voltaje de salida 
de las bobinas. 

Los diales indicadores en O y D se muestran en el dibujo, simplemente 
para indicar cómo los pesos desequilibradores pueden ser medidos mecá- 
micamente. En algunas máquinas se usa un micrómetro y unas agujas 
indicadoras. 

También se han usado indicadores y amplificadores ópticos. Un rayo 
de luz de un espejo giratorio describe una onda en una pantalla, al vibrar 
y girar la pieza en el soporte de la máquina equilibradora. La amplitud 
de la onda es una medida del grado de desequilibrio y la posición del pico 
de la onda sobre una escala de graduación angular es una indicación de _ 
dónde hay que aplicar la corrección. Esta muestra del uso de una onda 
senoidal so ha ompleado también en máquinas equilibradoras de sistema 
indiondor olóctrivo provistas do osciloscopio de rayos catódicos. 


- 
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. El siguiente estudio es un buen ejemplo de aplicación de los principios 
de la dinámica tratados en los capítulos precedentes, para resolver los 
problemas relativos a la maquinaria de gran velocidad. 

- Este ejemplo puede adaptarse a la enseñanza distribuyendo el trabajo 
entre un grupo de estudiantes. De esta manera se ha hecho el análisis en 
un «plazo de seig semanas, trabajando seis horas por semana. - 

. Las Figs. 13-1 a 13-11 y las Tablas 13-1 a 13-4 dan los resultados del 
estudio de las fuerzas que actúan en un motor de seis cilindros, de los 
empleados en los automóviles. 

. Los siguientes datos se tomaron de la información facilitada por el 
fabricante, y de medidas directas del motor. 

Dimensiones , 

Revoluciones por minuto, 2.800. 

“Número de cilindros, 6. 

Diámetro de los cilindros, 3*/, plg. 

Carrera, 5,5 plg. 

Longitud de la biela, centro a centro, 11 plg. 

Distancia entre el centro de gravedad de la biela al centro de la cabeza, 

2,66 pig. 

Radio principal de giro (a calcular). 

Diámetro del bulón, 1 plg. 

“Diámetro del codo del cigieñal, 2 plg. 

Diámetro del cojinete ¿de apoyo del cigúeñal, 2 plg. 

Distancia entre el c. d. g. del peso desequilibrado del codo al eje del 

- cigüeñal, 2 5/4 ple. 


Pesos 
Biela, completa (incluyendo cojinetes), 2,88 1b. 
Embolo;, completo (incluyendo bulón, segmento, etc.), 1,54 lb. 
“Peso estimado desequilibrado del codo, con el mismo radio que el codo, 
4,75 lb. 


Tiempos 
. La válvula de admisión se abre 16% después del punto muerto superior. 
La válvula de admisión se cierra 440 después del punto muerto inferior. 
La válvula de escape se abre 46% antes del punto muerto inferior. 
La válvula de escape se cierra 10% después del punto muerto suporior. 
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Diagrama indicador 
Volumen de compresión, 23,7 % de la cilindrada. 
Máxima presión de explosión, 300 psia. (Ib/plg?, presión absoluta). 
La máxima presión se alcanza a 2 % de la carrera. 
El desarrollo de la curva de expansión empieza a 3, 2 % de la carrera. 
Presión de aspiración media, 12 psia. 
Presión de escaps media, 16 psia. 
Presión atmosférica, 14,7 psia. 
Exponente de la curva de expansión, 1,3. 
Exponente de la curva de compresión, 1,28. 


13-1. Diagrama indicador. Con los valores de tiempos dados, se dibujó 
el esquema de la Fig. 13-1, que muestra la sucesión de fenómenos que tienen 
lugar en el cilindro en las posiciones señaladas. Tomando como línea base 
la carrera del émbolo, se trazó a continuación el diagrama indicador. Las 
ordenadas empleadas para construir las curvas de expansión y compre- 
sión correspondientes a las posiciones del cigiieñal de 15 en 15 grados se 
dan en la Tabla 13-1. Para determinar estas ordenadas se usó la fórmula 
PV =C. Para facilitar el cálculo, dicha ecuación se puso en la forma 
log P = —n log V + log C. Empleando papel logarítmico, esta es la 
ecuación de una recta, con lo que se redujo considerablemente el trabajo 
de determinar los puntos de las curvas de expansión y compresión, como 
muestra la Fig. 13-2. Los puntos de la curva de expansión se obtuvieron 
dibujando la recta de expansión, de acuerdo con log P = — 1,3 log V + log O, 
donde las presiones son las ordenadas y los porcentajes de volumen, las 
abscisas. La presión al comienzo de la expansión es un dato (300 psi) y la 
curva de expansión empieza a 3,2 Y, de la carrera o a 23,7 + 3,2 = 26,9 por 
ciento del volumen. Así pues, con las coordenadas de un punto y la pen- 
diente (n) conocidas, queda completamente determinada la recta de expan- 
sión y se puede hallar cualquier otro punto de la curva de expansión. 
Los puntos de la curva de compresión se determinan de la misma manera, 
a partir de la recta de compresión de la Fig. 13-2. 

Puesto que las ordenadas del diagrama indicador representan presiones 
absolutas en psi (libras por pulgada cuadrada), los esfuerzos efectivos 
totales sobre el émbolo (Tabla 13-1) se obtienen restando la presión atmos- 
férica y multiplicando por el área del émbolo, en pulgadas cuadradas. 
En el diagrama original, las presiones se dibujaron a la escala de 1 plg = 
= 50 psi. 

13-2. Fuerzas de inercia. Habiendo obtenido del diagrama indicador 
las presiones del gas que actúan sobre el émbolo a lo largo de todo el ciclo, 
se determinan a continuación las fuerzas de inercia de émbolo, biela y 
codo del cigiieñal. Aunque estas fuerzas pueden determinarse analítica- 
mente, la labor se reduce grandemente empleando métodos gráficos como 
los usados en este análisis. ; 

l. Fuerzas de inercia del émbolo. Por medio de la construcción de 
Rittorhaus (Cap. 9) se obtuvo el vector Ob (Tabla 13-2), que representa, a 
osoala, la aceleración del émbolo, para cada posición a 150 del cigiteñal. 
A partir de él so hallaron las aceleraciones y se calcularon las fuerzas de 


inorcio fy (Tabla 13-8). 
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2. Fuerzas de inercia de la biela. Se sustituyó la biela por un sistema 
cinemáticamente equivalente, como se describe en el Cap. 11. Se halló 
experimentalmente que el tiempo invertido por la biela en dar 50 oscila- 
ciones completas (ida y vuelta es una oscilación completa) alrededor del 


Presión, lb/plg? 


3 4 
Volumen por ciento 
Fra. 13-2 


bulón fue de 52,4 segundos. Por los métodos explicados en el Cap. 11, se 
encontró que con una masa en B (Fig. 13-3), la otra se tenía que situar 
en E, a 0,25 plg de A. Por medio de la construcción de Ritterhaus, se 
determinaron las aceleraciones de las masas en B y E y de la biela completa, 
completando la Tabla 13-2. Las fuerzas de inercia fe y fs (Tabla 13-3) 
se calcularon después, determinando las fuerzas de inercia resultantes 
(Tabla 13-3) por construcción de los polígonos correspondientes, de acuerdo 
con los métodos explicados en el Art. 11-9. 

3. Fuerzas de inercia del codo. De los datos se deduce que la fuerza 
de inercia (centrífuga) del codo es 


mRok = 4 176/32, 17 x 2,78/12 + (27 + 2. 800)2/608 = 2.915 lb 
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> TABIA :13-1. ,DATOS.DEL INDICADOR 


Curvade expansión 


Presión de los 


- Curva de compresión 


Presión de los 


Rela- gases A Rela- gases 
Fosieón Angulo ción Esfuerzo to- EA Angulo ción | Esfuerzo to- 
del: * del de Presión del de Presión > 
émbolo codo volú- abso- tal efectivo del codo volú- abso- tat efectivo 
pá menes | luta (Paii embolo; |; menes | tuta | Ze- 
ñ 14X A= 14D) X A = 
psia, Pa = Py Xx A , psia, Pa =P A 
| 
0 - 0 -| 0;237] 108 : 834 36- | 180: |1,237| 14,0|- — 6,3 
1 15 0,259 | 300 2.550 ` 37 195 | 1,224] 14,7 0 
A E .. | 0,269 | 300 2.550 38 210 |1,185| 14,7 0 
2. 30” | 0,320| 239 2.005 c «+. |1,1127| 14,7 0 
3 45 0,415] 171 1.370 39 225 | 1,122; 14,8 “0,9 
4 60 0,535 | 123 950 40 240 |1,034| 16,4 15,2 
5 75 -|0,667| 92,4| 682 41 | 255.|0,926| 18,9] 37,5 
6 90 |0,800| 72,7| 518 | 42 | 270 |0,800| 22,8 72,4 
7 105 0,926| 60,1 406 43 285 |0,667| 29,0| 127,9 
8: 120 1,034; 52,2 327 44 300 |0,535| 38,3| 211 
9 135 1,122| 46,9 288 45 315 |0,415| 53,1| 343 
10 - 150 1,185| 42,8 251 46 330 |0,320| -73.5| 531 
11 165 1,224 | 35,6 187 47 345 |0,258| 95,7| 742 
12 180 1,237; 26,0 101 48 360 | 0,237 | 108 834 
12-24* | 180-360 16,0 11,6 
24-361 0-180 12,0 | — 24,1 


* Recta de escape. 


t Recta de admisión. 
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Esta fuerza ejerce una acción sobre el cojinete del cigiieñal, pero no tiene 
efecto sobre el émbolo o sobre la bièla, omitiéndose, por consiguiente, al 
dibujar los polígonos de fuerzas de inercia, como se indica en la Fig. 11-12 
(Art. 11-9). Además, si los pesos equilibradores se colocan en el cigüeñal 
opuestos a cada codo, como es lo corriente, esta fuerza queda completa- 
mente neutralizada. 
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TABLA 13-2.. ACELERAQIONES 


Posición del codo 


Aceleración del 


émbolo 


Aceleración del |-Aceleraciónt del- 
centro de centro de 


a percusión gravedad 

Ob x ka = AB | Oe X ka = Ar| Og X ka = 46, 

ORNA Angulo, | Vector | elo | Vector | Acce: | Vector | Acolo 
grados Ob, plg pie/seg? Oe, plg pie/seg* 0g, plg pie/seg? 

0 24 0 360 6,875 | 24.630 | 5,53 | 19.840 | 5,83 20.900 
1 23 15 345 6,56 23.500 | 5,53 | 19.840 | 5,70 20.430 
2 22 30 330 5,46 19.600 | 5,46 | 19.600 | 5,34 19.150 
3 21 45 315 3,90 13.980 |! 5,43 |19.500| 4,88 17.520 

4 20 60 300 2,07 7.420 | 5,36 ¡19.220| 4,46 16.000 - 
5 19 75 285 0,21 753 | 5,33 |19.130| 4,17 14.950 
6 18 90 270 1,44 5.160 | 5,35 | 19.190| 4,19 15.030 
1 17 105 255 2,65 9.500 | 5,36 | 19.220| 4,40 15.770 
8 16 120 240 3,43 12.300 | 5,40 | 19.360 | 4,62 16.560 
9 15 135 225 3,86 13.830 | 5,44 | 19.500 | 4,88 17.500 - 
10 14 150 210 4,03 14.460 | 5,46 | 19.590| 5,04 18.060 
11 13 165 195, 4,11 14.730 | 5,47 | 19.600 | 5,11 18.310 
12 180 4,125 | 14.770 | 5,47 |19.600| 5,167 | 18.350 

TABLA 13-3. FUERZAS DE INERCIA Y SUS RESULTANTES, EN LIBRAS 


Posición del codo Fuerzas de inercia iia AO 
Es- F Em- 
Angulo EB füerzo oral puje 
Número grados Í E AB Í B J. 4 a al codo E 
$2 : f32 Jis 
0 | 24 0 ; 360 | 1.375 | 1.343 | 492 | 1.178 0 3.000 0 
1 | 23 15 | 345 | 1.375 | 1.343 | 470 | 1.124 | 550 2.880 120 
2:22 30 | 330 | 1.360 | 1.399 | 392 938 | 860 2.400 190 
3 | 21 45 | 315 | 1.353 | 1.322 | 280 668 | 830 1.880 -| 200 
4 | 20 60-| 300 | 1.333 | 1.302 | 148 355 | 520 1.460 |'140 
5,12 75-| 285 | 1.328 | 1.298 | -16 36,0 60 1.300 45 
6 | 18 90 | 270 | 1.330 | 1.300 | 103 |. 247 | 350 | 1.390 |. 55 
7 | 17 | 105 | 255 | 1.333 | 1.302 | 190 454 | 610 | 1.630 | 135 
8| 16 | 120 | 240 | 1.342 | 1.311 | 246 588 | 665 1.900 165. 
9| 15 135 225 1.353 1.322 276 | 662 570 2.120 |- 160. 
210 | 1.358 ¡ 1.327 | 289 691 | 410 | 2.260 110 
195 | 1.360 | 1.329 ¡ 294 704 | 210 | 2.340 |` 60 
Kei 1.360 | 1.329 | 296 706 0 2.390 0 
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13-3. Esfuerzos combinados o resultantes. Para obtener las fuerzas 
totales que actúan sobre las diversas piezas del mecanismo, es necesario 
combinar las fuerzas debidas a la presión de los gases (fuerzas estáticas) 
y a la inercia. Las primeras se hallan por medio de los polígonos de fuerzas, 


` 


en de los gases (3) 


Fuerza combinada (% + J4) 


? Fre. 13-4 


como los descritos en el Art. 11-9, resumiendo los resultados en la Tabla 13-4. 
La tabla se completa combinando las fuerzas debidas a los gases con las 
de inercia previamente determinadas. 

El estudio, hasta ahora, se ha dedicado principalmente a calcular y 
registrar todas las fuerzas que obran sobre los distintos órganos en cada 
posición, a 150, del codo, a lo largo de un ciclo completo (dos revoluciones). 
Las características de estas fuerzas y sus efectos pueden entenderse mejor 
estudiando los diagramas (de las Figs. 13-1 a 13-11) construidos a partir 
de los datos de las Tablas 13-1 a 13-4. 
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13-4. Diagrama indicador (Fig. 13-1). Este diagrama ha sido discu- 
tido ya al principio del análisis. Se aproxima mucho al diagrama real 
obtenido en un motor de este tipo y, por lo tanto, las presiones sobre el 
émbolo, de él deducidas, se acercan mucho a las reales. 


13-5. Diagrama de fuerzas del émbolo (Fig. 13-4). El objeto de este 
diagrama es mostrar, para un cilindro, las variaciones de las fuerzas del 
émbolo que actúan en la dirección de la. carrera durante un ciclo. Los 
diagramas se han desarrollado sobre una línea base que representa el movi- 
miento total del émbolo (supuesto en un solo sentido) durante un ciclo. 
Las fuerzas debidas a la presión de los gases $, (Tabla 13-1) y las debidas 
a-la inercia f, (Tabla 13-3) se han dibujado separadamente y después se 
han combinado para constituir el diagrama de esfuerzos totales F, = 9 ¿+ fe 
Las fuerzás que ayudan al movimiento se consideran positivas y se toman 
por encima de la línea base, y viceversa. 


Presión de los gases(4a) 
rie, Fuerza total A. Ee 0 


ADO GEA 


A g Da AAA, 48 


Aiti lha) Bi IM 
Explosión cds Admisión Compresión 


Fic. 13-5 


13-6. Esfuerzo lateral del émbolo (Fig. 13-5). Este diagrama muestra 
la variación del esfuerzo del émbolo contra la pared del cilindro durante 
un ciclo. Con los valores del empuje lateral $ ,, debido a la presión de los 
gases y el fi, debido a la inercia, se han dibujado por separado los diagramas 
correspondientes y luego, de su combinación, se obtiene el de la fuerza 
lateral total F,¿. La línea base es de longitud arbitraria, representando las 48 
- posiciones del cigüeñal, a intervalos de 150, de un ciclo. La escala del dibujo 
original fue de 1 plg = 500 Ib. 


13-7. Diagramas de los esfuerzos giratorios para un cilindro (Fig. 13-6). 
La componente tangencial de la fuerza que actúa sobre el codo del cigiteñal 
es el esfuerzo giratorio. Sobre una línea base de longitud arbitraria que 
representa las 48 posiciones del cigijeñal, se han dibujado las curvas del 
esfuerzo giratorio debido a la presión de los gases, el f32 debido a la inercia 
y el F3, combinado, a partir de los datos de las Tablas 13-3 y 13-4, como 
muestra la Fig. 13-6. El esfuerzo giratorio que ayuda al movimiento se 
ha tomado por encima de la línea base, y viceversa. 


13-8. Diagramas del esfuerzo giratorio combinado (Fig. 13-7). El 
esfuerzo giratorio total del motor es el resultado de la combinación de los 
seis cilindros. Con ayuda de este diagrama y los datos de las Tablas 13-3 
y 13-4, se dibujó la curva de los esfuerzos combinados de los seis cilindros, 
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TABLA 13-4. FUERZAS DEBIDAS A LA PRESIÓN.DE LOS GASES - 


Y FUERZAS TOTALES, EN LB 


Posición Esfuerzos od SS Tinple En > 
giratorios a otal a lo uerza atera! o uerza 
debidos a os Era largo del. | total de la| debido mpu total de la 
la presión e EN eje del | biela sobre ala A ci biela sobre 

Angulo de los gases, codo -.| elcodo | presión de 9 el émbolo 
N. Grados gases los gases 3 . 
t' t n 5 A ES 
332 F3 F32 Fx Fu Su Fu Fy, 
A Carrera de explosión a 
0 0 0 o” - 848 2.155 2.155 o. 0 326 
1 15 - 815. 290 2,430 - 460 .540 - 160 50- 1.430 
2- 30 1.240 400 1.600 800 900 260 90 1.100 
3 45. 1.155 320 810 1.000 1.050 250 . 70 730 
4 60 ` 950, 430 300 1.170 1.250 ` 220 80 630 
5 75 720 660 15 1.385 ` 1.575 180. 120 670 - 
6 90 500 860 130 1.500 1.750. 130 « 180 780 
7 105 370 980 210 > 1.835 |: 2.075 100 240 900 
8 120 250 920 235 2.120 2.310 80 250 950 
9 135 165 740 240 2.370 | 2.480 65 225 980 
10 150 100 510 230 2.495 2.545 35 150 950 
H 165 35 240 182 2.515 2.530 20 80 895 
12 180 0 0 110 2.400 2.400 0 0 816 
Carrera de escape . 
12 | 180 +} 0 ...* | 2.400 2.400 A 0 816 
13 195 ; 210 A 2.340 2.350 sn 60 705 
14 210 410 2.260 2.290 E 110 700 
15 225 510 2.120 2.195 IA 160 675 
16 240 665 1.900 2.015 Des 165 610 
17 255 610 1.630 1.740 co 135 475 
18 270 350 1.390 1.440 Site 55 255 
19 285 60 1.300 1,300 ses 45 55 
20 300 520 1.460 1.555 si 140 375 
21 315 830 1.880 2.040 Sri 200 690 
22 330 860 2.400 2.545 T 190 945 
23 345 550 2.880 2.920 ais 120 1.125 
24 360 0 3.000 3.000 iss 0 1,145 + 
Carrera de admisión. i 
24 o e 0 > 3.000 - 3.000 6; . .¿.% 0 ~- 1.145 
25 15 550 2.880 2.900 R 120 1.125 
26 30 860 2.400 2.560 ad 190 945 
27 45 830 1.880 2.050 dea « 200 690 
28 "60 520 - 1,460 1.555 aba 140 - 380 
:29 75 . 60 DEREK 1.300 1.300 riae 45 ` 55 
30 90 350 O 1,390 1.440 iái 55 , 255 
31 105 - 610 asa "1.630 |. 1.740 “|. ... 135 475 
32 120 PI 665 ea 1.900 2.011 Tesi 165 - $10. 
33 135 Rep 570 Caisa 2.120 - 2.195 Ae ey 160 -  675' 
34 150 i? 410 iiss 2.260 - 2.300 TH 116 700 
35 165 210 srera 2.340 2.350 . 60 -> 705 
36 | 180 0 aca 2.390 2.391 pe 0 707 
Carrera de compresión 
36 180 0 0 0 `- 2.390 2.390 0 0 
37 195 e 210 nt 2.340 2.340 , s 60 720 
38 210 A 410 2.260 2.290 110 695 
39 225 570 OA 2.120 2,190 PR 160 680 
40 240 DE 665 PER 1.900 2.100 R 165 650 
41 255 30 | 610 16 1.640 1.750 10 140 512 
42 270" 70 412 a 19 1,400 1.450 18 65 325 
43 285 125 55 0 1.295 -1.310 25 20 95 
44 300 205 315 70 1.390 1.425 50 85 180 
45 315 290 540 195 1.695 1.780 60 130 365 
46 330 320 530 410 2.015 2.090 65 130 425 
47 345 235 290 680 2,200 2.220 45 60. 410 
48 360 | 0 0 848 2.155 2.155 0 0 326 


* Despreciable. 
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como muestra la Fig. 13-7. Puesto que las ordenadas representan el esfuerzo 
giratorio y.las abscisas el movimiento del cigiieñal, el área comprendida 
por la curva representa el trabajo realizado. Es misión del volante man- 


L ~ Presión de los gases s (3E) 


Esfuerzo giratorio 
combinado £5) 


| as (42) 


¡A Escape 


Fra. 13-6 


tener un esfuerzo giratorio uniforme del valor representado por la ordenada 
media mostrada en la figura. Las áreas por encima de la ordenada media 
representan excesos de energía que se almacena en el volante, para ser 
devuelta en aquellas partes del ciclo en que hay defecto de energía, indicadas 
éstas por las áreas negativas, por debajo de la ordenada media. 


Presión de los gases Eo giratoriocom Ordenada media del esfuerzo combinado = 1, 24 


48 


U 

1 

1 

1 

1 

1 
v 
1 
Mv 


Y 
inercia U$) Y i 
-Ciclo de un cilindro (dos revoluciones) 


Fire. 13-7 


Puesto que para el análisis se ha despreciado el rozamiento, la potencia 
del motor, calculada a partir del diagrama de esfuerzos, giratorios, debe 
ser igual a la calculada por el diagrama indicador. 
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13-9. Fuerzas sobre bulón, codo y apoyos. (Figs. 13-8 a 13-10). Enel 
proyecto del bulón, del codo y del cigiieñal, es necesario tener información 
respecto al valor y distribución de las fuerzas que actúan sobre estos 
órganos y sobre sus cojinetes, para deducir sus dimensiones de acuerdo con 
su resistencia y desgaste y, también para determinar el mejor lugar por 
donde el aceite debe entrar a lubricar el cojinete. 


1. Fuerzas sobre el bulón (Fig. 13-8). En la Fig. 13-8 original se dibujó 
el bulón a escala natural, y a él se llevaron las fuerzas resultantes F}, de 
la Tabla 13-4, en intensidad y dirección, como vectores actuando sobre la 
superficie del bulón. Así pues, los vectores representan fuerzas que obran 
sobre el bulón, y la figura muestra claramente dónde puede esperarse que se 
produzca desgaste. Se supuso que el bulón estaba fijo al émbolo, usándose 
para el dibujo original la escala de 1 plg = 500 Ib. 


FiG, 13-9 


2. Fuerzas sobre el codo (Fig. 13-9). En el dibujo original de la 
Fig. 13-9, se dibujaron el codo, a escala natural, y las fuerzas resultantes 
F; (Tabla 13-4), a la escala de 1 plg = 500 lb, como vectores representa- 
tivos de fuerzas que actúan sobre la superficie del codo. Puesto que éste 
gira, los vectores no están dibujados en sus verdaderas direcciones, sino 
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en direcciones relativas a una línea giratoria con él, en este caso. su eje. 
La figura muestra claramente que el esfuerzo se ejerce siempre sobre el 
mismo lado, mostrando la razón del desigual desgaste del codo. El diagrama 
sirve también para señalar dónde debe situarse el orificio de engrase; en el 
lado opuesto al que soporta los esfuerzos. 

3. Fuerzas sobre los cojinetes del cigüeñal (Fig. 13-10). La fuerza 
sobre el cigiieñal, por cilindro, es evidentemente F,,(=— F) de la 
Tabla 13-4. La reacción o fuerza sobre el cojinete es, por lo tanto, 
F (= F}a). Con ésta debe combinarse la fuerza centrífuga del codo para 
obtener la resultante sobre el cojinete, si el codo está desequilibrado. Para 
un cigiieñal de siete cojinetes, la fuerza resultante en cada uno de ellos 
puede suponerse igual a la mitad de las fuerzas de cada uno de los codos 
adyacentes. 


Fra. 13-10 


En la Fig. 13-10 se muestran los valores y la distribución de las fuerzas 
que actúan sobre el cigiijeñal en el centro de los cojinetes. Estas fuerzas se 
obtuvieron combinando la mitad de F,,(= — F}ə), de la Tabla 13-4, de 
cada uno de los codos adyacentes con la mitad de la fuerza centrífuga de 
cada uno de los mismos. Las fuerzas combinadas están representadas por 
vectores dibujados contra la superficie del cigiieñal. En el dibujo original 
los vectores fueron dibujados a la escala de 1 plg = 1.000 lb. 


13-10. Diagrama de las fuerzas de trepidación (Fig. 13-11). La fuerza 
centrífuga (fuerza de inercia) del codo (cuando no está equilibrado), la fuer- 
za de inercia de la biela y la fuerza de inercia del émbolo tienden a produ- 
cir vibraciones en el motor. Las fuerzas de trepidación, para un cilindro, se 
muestran en la Fig. 13-11. Los vectores, en el dibujo original, se trazaron 
a la escala de 1 plg = 1.500 lb. Se han dibujado los polígonos de fuerzas 
para cada una de las 48 posiciones del cigijeñal, quedando los extremos de 
la resultante sobre la curva. Refiriéndonos a la posición 8, por el polo O se 
trazó el vector OA que representa la fuerza centrífuga de un codo. 4 B repre- 
senta la fuerza de inercia de la biela (fe + fe) (Tabla 13-3). BC representa 
la fuerza de trepidación debida a la masa del émbolo. OC representa la 
fuerza de trepidación resultante, para esta posición del cigiieñal, y O es 
un punto do la curva de fuerzas de trepidación, para.una revolución, 
Supóngaso ahora que el codo se equilibra por medio de un contrapeso, 
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Este introduce un nuevo vector CE (= OA) en el poligono de fuerzas 
OABC, dando una nueva resultante OF, siendo E un punto de la curva de 
las fuerzas de trepidación, con el codo equilibrado. Ya sólo quedan las 
fuerzas de trepidación de biela y émbolo. i 


circunferencia 
de la fuerza de 
trepidación media 


Fic. 13-11 


Si, en lugar de equilibrar solamente el codo, el contrapeso giratorio es 
de tal magnitud que su fuerza centrífuga está representada por el vector OG, 
radio de la circunferencia media de las fuerzas de trepidación, el vector 
CD ( = 06), al llevarlo al polígono de fuerzas original OABC, dará como 
resultante el vector OD. D es un punto de la curva de fuerzas de trepida- 
ción remanentes. Puede considerarse que esto representa la mejor condi- 
ción de equilibrio, aunque la disminución de las fuerzas horizontales en la 
curva D aumentará las fuerzas verticales. A 

No. hay que olvidar que las curvas C, E y D representan las fuerzas 
de trepidación para un cilindro, en las condiciones establecidas. Este sería 
el procedimiento adecuado en el análisis exacto de las condiciones de equi- 
librio para un motor de un solo cilindro. En un motor de seis cilindros, las 
fuerzas de trepidación de todos ellos combinadas forman un sistema equili- 
brado. En este caso particular, por consiguiente, el diagrama (Fig. 13-11) es 
de primordial interés para mostrar qué fuerzas de trepidación se producen 
en el plano de rotación de cada codo. i 

13-11. Determinación de la masa del volante. En el Art. 13-8 se vio 
que las áreas por encima de la ordenada media (línea de carga constante) 
de la Fig. 13-7 representan el exceso de energía que debe ser almacenada 
en el volante para suplir los defectos de la misma que se producirán después, 
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representados por las áreas por debajo de la línea de carga constante. 
Puesto que en la Fig. 13-7 estas áreas son iguales, una de ellas servirá 
para determinar la masa del volante. Por consiguiente, para el cálculo 
de esta masa será necesario hallar cuántos pies-libras de energía representa 
dicha área. Con la energía que debe almacenarse en el volante y la fluc- 
tuación de la velocidad permisible conocida, dicha masa puede calcularse 
por medio de la conocida ecuación de la energía de una masa en rotación. 
La energía cinética de uná masa m que gira con velocidad angular w, 
qué tiene un momento de inercia Z con respecto al centro de rotación y un 

radio de giro k,'es: 
3 =1/,£0? =1Y/2mk20* ` (13-1) 


El cambio en la energía almacenada en el volante durante una variación 
de la velocidad angular de œw; a w, es 


AEk =*/¿1(07 — 03) = tamo, — 05) (13-2) 


donde 4AE; = cambio en la energía cinética de rotación, pies-libras. 

w, 1 = velocidades angulares, en rad/seg, al final y al principio, 
respectivamente, del intervalo de cambio: œw, y œw, repre- 
sentan, en este problema, los valores extremos permisibles 
de œw en un ciclo completo de funcionamiento. 

va, Y, = valores de la velocidad, en pies/seg, a distancia del centro 
igual al radio de giro, al final y al principio, respectivamente, 
del intervalo de cambio. 
m = masa del volante, en- slugs (= lb-masa/32,17). 
Se define un. coeficiente de fluctuación K como la diferencia entre las 
velocidades angulares máxima y mínima, durante un ciclo energético, 
dividida por la velocidad media w. Es decir, 


03 — o, _ Va — Ù 


K = 


= . (13-3) 
w v , 
Por consiguiente, œ — @ =Ko o vn—n=kKv. (13-4) 


Se supone que la velocidad varía igualmente por encima y por epale del 
valor medio (o nominal), y así, 


Multiplicando (13-4) por (13-5), 
o? — o? = 2K o? o © e—a=2K08 (13-6) 
Sustituyendo estos valores en la Ec. (13-2), se obtiene 
Alr =KI o o AE¿=Km*  . (13-7) 


Se puedo usar ounlquiern de ostas ecuaciones. 
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La variación de energía cinética AE; se determina del modo siguiente. 
En el dibujo original (Fig. 13-7), la longitud del diagrama era de 15 plg, y 
las fuerzas fueron dibujadas a la escala, de 1 plg = 500 lb. El área del diagra- 
ma de esfuerzos giratorios combinados es, pues, 1,24 x 15 = 18,60 plg?. Esta 
superficie representa la energía, o trabajo, obtenida por ciclo (cada dos 
revoluciones). La energía por ciclo es igual al esfuerzo tangencial medio 
multiplicado por la distancia recorrida por el codo del cigiieñal en un 
ciclo (dos revoluciones) o, lo que es igual, 1,24 x 500 x 7 x 5,5/12 x 2 = 
1.785 pies-libras. Una pulgada cuadrada del diagrama de esfuerzos gira- 
torios por encima de la ordenada media, en la Fig. 13-7, es 1,80 plg?. La va- 
riación máxima de energía es, por consiguiente, 1,80 x 96 = 173 pies-libras. 

Se supone que el volante tiene un radio de giro k de 6,38 plg y que la 
velocidad no tiene una fluctuación superior a 5 rpm, en más o menos, 
respecto al valor medio de 2.800 rpm. De la Ec. (13-3) tenemos, pues, 


— o, 10 


_ 22 
E w ~ 2,800 


= 0,0036 


La velocidad media a la distancia del radio de giro es 


6,38 2.800 : 
EDH x 57 x 27 = 155,8 pies/seg 


v = rw = 


Sustituyendo en la Ec. (13-7), 


= AEk _ 173 
~ Kv? 0,0036 x 155,82 


= 1,98 slugs 


Expresada en lb, la masa del volante es 63,6 lb. Esta masa debe estar 
distribuida de modo que su radio de giro sea de 6,38 plg. Cualquier otra 
combinación de masa y radio de giro que dé el mismo momento de inercia I 
y que sea apropiada al espacio disponible en el motor, sería, desde luego, 
satisfactoria. 

Los cálculos anteriores fueron hechos para una condición de funciona- 
miento, con objeto de servir de ejemplo al procedimiento. Las dimensiones 
del volante dependen, no sólo del tamaño y número de los cilindros, sino: 
también de la importancia relativa de factores tales como suavidad en el 
funcionamiento a velocidades pequeñas, aceleración rápida y compacidad. 
Los coeficientes de fluctuación recomendados para su empleo en el proyecto 
de volantes varían entre tan amplios márgenes que es preciso tener en cuenta 
todas las condiciones concurrentes, antes de hacer una atinada selección. 

Debe observarse también que el cigiieñal y otras piezas del motor 
tienen masas que producen efecto de volante que no se ha tenido en cuenta. 
Por consiguiente, la variación de velocidad sería probablemente menor 
que la elegida de 5 rpm. 

Tal como se señaló en el Art. 13-8, la potencia del motor debería ser 
la misma, tanto si se calcula por el diagrama indicador, como si se emplea 
el del esfuerzo giratorio. Evidentemente, habrá alguna diferencia, pero 
ésta será muy pequeña si las construcciones gráficas se han hecho con cui- 
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dado. El área del diagrama indicador (Fig. 13-1), hallada con planímetro, 
es de 7,81 plg?. La potencia correspondiente es, pues, 


PLAN 7,81 5,5 3,37527 2.800 


Eor 12 a X? X 38.000 


La potencia dada por el diagrama de esfuerzos giratorios (Fig. 13-7) es 


_ (fuerza tangencial) (velocidad del codo, pies/seg) 
a 33.000 


1,24 x 500 x x x 5,5/12 x 2.800 
E 33.000 IN 


Pot 


Es de notar que la propiedad de un volante de almacenar energía, 
encuentra aplicación en muchas máquinas, aparte de los motores. Ejemplo 
de ello son los arrancadores de inercia para los motores de avión, punzona- 
doras e, incluso, vehículos cuyo frenado en las bajadas se produce por el 
almacenamiento de energía en un gran volante que, posteriormente, de- 
vuelve la energía almacenada para contribuir a su movimiento en el llano. 
o en las subidas. El análisis de tales aplicaciones tiene mucho en común 
con el que se ha hecho para el motor de gasolina. 


E Le + e 
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CAPÍTULO 14 


VIBRACIONES Y VELOCIDADES CRITICAS EN ARBOLES 


Cuando una fuerza exterior cambia la forma de un cuerpo sin rebasar 
su límite elástico, se crean fuerzas interiores restauradoras que tienden a 
oponerse a aquélla. Si la fuerza exterior cesa en su actuación, las interiores 
devuelven al cuerpo su forma original, pero, debido a su masa, el cuerpo 
rebasará tal posición de equilibrio (es decir, su forma original) y se defor- 
mará en sentido contrario. Por ello, se presentarán nuevas fuerzas restaura- 
doras debidas solamente a efectos de inercia que, en general, son de sentido 
contrario a las originadas por la fuerza exterior inicial. Estos movimientos 
de tipo pendular son llamados vibraciones. 

Una vibración de esta clase, en la cual, después del desplazamiento 
inicial no actúan fuerzas exteriores y el movimiento se mantiene por las 
fuerzas elásticas internas, se denomina vibración libre o natural. En la 
práctica, la energía que posee el sistema se pierde gradualmente, al vencer 
las resistencias internas y externas al movimiento, y el cuerpo, finalmente, 
queda en reposo. Tal vibración se dice que es amortiguada. Un tercer tipo 
de vibración de gran importancia práctica, es aquél en el que se aplica al 
cuerpo una fuerza perturbadora periódica. La vibración tiene entonces la 
misma frecuencia que la fuerza aplicada y se dice que es una vibración 

forzada. 

Cuando sobre un sistema actúa una fuerza periódica exterior con una 
frecuencia igual a la natural del sistema, la amplitud de las vibraciones 
se hace muy grande, y se dice que el sistema está en estado de resonancia. 
Existe una velocidad crítica cuando la frecuencia de la fuerza perturbadora 
iguala o se aproximg a la frecuencia natural del sistema. 


14-1. Características de las vibraciones de árboles. Los árboles están 
sujetos a vibraciones longitudinales, laterales (o transversales) y de torsión. 
Las dos últimas son las más frecuentes. Cualquier árbol giratorio que arrastra 
grandes masas estará sujeto a vibraciones laterales debido a su flexión. 
Así pues, la causa principal de las vibraciones laterales es la fuerza centrí- 
fuga resultante del desequilibrio de las masas giratorias. Las vibraciones 
de torsión som causadas por fuerzas periódicas que tienden a torcer el 
árbol alrededor de su eje. 

Cuando el número de impulsos motores en un árbol de un motor, o el 
número de revoluciones por minuto del árbol de un rotor, por ejemplo, se 
hace igual a la frecuencia natural de vibración del árbol, el sistema queda 
en estado de resonancia y la amplitud de las vibraciones puede llegar a ser 


muy grande. 
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Si el funcionamiento continúa a la misma o parecida velocidad, es fácil 
que se produzcan averías. La velocidad crítica de un árbol puede definirse, 
pues, como la velocidad a la cual la frecuencia de la fuerza perturbadora 
se hace igual o se aproxima a la frecuencia natural de vibración del árbol. 

Muchas averías en los árboles, debidas a vibraciones, han tenido lugar 
en cigiieñales de motores y ejes de rotores, por no haber prestado la debida 
atención en su proyecto al problema de la vibración. Algunas veces, cuando 
una máquina debe funcionar a velocidad variable, puede ser difícil o 
imposible evitar la resonancia a todas las velocidades. Pero si el problema 
se analiza adecuadamente, las vibraciones perjudiciales pueden ser eli- 
minadas o reducidas hasta dejar de serlo. Se emplean varios métodos para 
eliminar o reducir las vibraciones. Los más importantes son los siguientes: 
equilibrar para eliminar la fuerza perturbadora, proyectar evitando la 
resonancia, introducir fuerzas de rozamiento que produzcan amortigua- 
miento y aislamiento de las vibraciones por medio de soportes elásticos. 


VIBRACIONES LATERALES EN ARBOLES 


14-2. Ecuaciones fundamentales de las vibraciones laterales de un 
árbol. En la Fig. 14-1 se muestra una masa m situada en un punto de una 
barra (o árbol) elástica que está apoyada 
por sus extremos. Se considera que la barra 
no pesa. Supongamos que la barra, por fle- 
xión, se separa la distancia x de su posición 
de equilibrio y desde ahí se suelta. Dentro 
de la zona elástica, la fuerza requerida para Fio. 14-1 
producir esta flexión es kx, siendo k la cons- 
tante del muelle, es decir, la fuerza necesaria para producir una defor- 
mación elástica unitaria. 

La fuerza restauradora sobre la masa m por la barra, en virtud de su 
elasticidad es — kx. Por debajo del límite elástico, esta fuerza es direc- 
tamente proporcional al desplazamiento de la masa desde su posición de 
equilibrio. Por lo tanto, se deduce que la aceleración hacia esta última 
posición es directamente proporcional al desplazamiento sufrido, y la 
vibración es, por consiguiente, armónica simple. Aplicando la ecuación 
del movimiento XF = ma, tenemos 


PA h (14-1) 
( 


Esta es la ecuación general de la vibración libre de un cuerpo 1. El signo 
negativo indica que la aceleración es de sentido opuesto al desplazamiento. 


1 Esta ecuación y su solución, como se indica en el artículo siguiente tiene 
más amplia aplicación que la de servir para el análisis de árboles solamente. 
Aunque no disponemos de espacio para hacer un estudio detallado, los proble- 
mas do esto capítulo dados en el Apéndice incluyen el uso de estas ecuaciones 
y su aplicación para resolver sencillos problemas prácticos relativos a montajes 
elásticos do máquinas. : 

e 
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El movimiento armónico de una partícula en vibración puede represen- 
tarse por la proyección del extremo de un vector giratorio sobre el diámetro 
de la circunferencia descrita por dicho extremo. El centro de la circunfe- 
rencia representa la posición de equilibrio estático de la partícula; la lon- 
gitud del vector es igual a la amplitud de la vibración; y la proyección 
del vector sobre el diámetro será una función seno o coseno del ángulo 


Amplitud 


Tiempo £ 


h————————Poriodo ds A A 


Fia. 14-2 


recorrido por el vector. En la Fig. 14-2, el centro O de la circunferencia 
representa la posición de equilibrio estático de la masa vibratoria m de la 
Fig. 14-1, el vector OA representa la amplitud de la vibración, y la dis- 
tancia OB ( = OA cos pt) representa al desplazamiento x. Es evidente 
que, por consiguiente, al moverse m sobre su trayectoria vertical, su posi- 
ción corresponde a la proyección horizontal del extremo del vector OA 
que gira con velocidad angular uniforme de p rad/seg. La posición angular 
del vector giratorio está dada por el producto pt, siendo t£ el tiempo en segun- 
dos. Si un ciclo del movimiento (correspondiente a una revolución del 
vector OA) se realiza en un tiempo T, es evidente que pT = 2x rad. El 
periodo de la vibración es, pues, 


T==— (14-2) 


Este es el tiempo en segundos invertido en realizarse una vibración libre. . 
El valor recíproco de éste es el número de vibraciones simples por segundo, 
o frecuencia natural de vibración. Llamando f a esta frecuencia, tenemos 


q EA (14-3) 


En la Fig. 14-2, la curva desplazamientos-tiempos, cosenoidal, se obtuvo 
representando el movimiento armónico frente al tiempo. 

14-3. Solución de la ecuación general. Vamos ahora a resolver la 
Ec. (14-1) para hallar el valor p de las Ecs. (14-2) y (14-3). Será preciso 
expresar æ en función del tiempo, en forma que satisfaga la ecuación. 
Se verá que necesitamos una función tal para x que, después de ser deri- 
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vada dos veces con respecto al tiempo, obtengamos la misma función de 
partida multiplicada por — k/m. Sólo así puede la ecuación ser satisfecha. 
Las funciones x = A cos pi y x = B sen pt cumplen este requisito. Además, 
estas funciones pueden sumarse, dando lugar a otra función asimismo 
satisfactoria. Es decir, 

x = Á cos pt + B sen pt i (14-4) 
donde A y B son dos constantes arbitrarias. La Ec. (14-4) es la solución 
general de la (14-1), puesto que contiene dos constantes de integración, 
como exige una ecuación diferencial de segundo orden como la (14-1). 
Por elección adecuada de las constantes A y B, puede adaptarse la solu- 
ción a cualesquiera condiciones iniciales de movimiento de la masa m. 

El caso general es aquél en el que la masa recibe inicialmente despla- 
zamiento y velocidad. Suponemos, por ejemplo, que la vibración se inicia 
desplazando la masa de su posición de equilibrio una cantidad x y comu- 
nicándole una velocidad inicial v,. En este caso las condiciones iniciales son: 


Desplazamiento z = xy cuando = 0 


Velocidad v = v, = El cuando t = 0 
x= Xo 


Sustituyendo la primera de estas condiciones en la solución general (14-4), 
llegamos a obtener A = x. Derivando la Ec. (14-4) respecto al tiempo, 
se tiene, 

dx 


=== Ap sen pt + Bp cos pt (14-5) 


Sustituyendo la segunda de las condiciones dadas en la Ec. (14-5), vemos 
que B = vo/P, y la solución general [Ec. (14-4)], será, 


Y = Ly COS pt + A sen pt (14-6) 


en la cual x, es el desplazamiento y vo la velocidad iniciales de la masa m. 

Además del caso general representado por la Ec. (14-6), hay dos casos 
particulares comunes a los problemas de vibración: cuando la masa m 
sufre un desplazamiento inicial y se suelta sin darle ninguna velocidad 
inicial, en cuyo caso el segundo término del segundo miembro de dicha 
ecuación desaparece; y cuando la vibración de la masa se inicia comuni- 
cándole una velocidad inicial v, en la posición de reposo, en cuyo caso 
el primer término del segundo miembro de la repetida ecuación desaparece. 

La curva A, desplazamientos-tiempos, de la Fig. 14-3, representa el 
movimiento on el caso particular en que la velocidad inicial vọ = 0. De 
dicha curva so deduce evidentemente que el máximo valor numérico del 
dosplazamiento es 2, que os la amplitud de la oscilación, 
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Para el caso particular en que el desplazamiento inicial es vo = O, 
la curva de desplazamientos-tiempos es la B de la misma figura. La amplitud 
de la vibración es ahora vo/p. . 


E Xo Cos pt 
Yo 
2 Sen pt 


Frio. 14-3 


Para obtener el diagrama desplazamientos-tiempos para el caso general 
de la Ec. (14-6) sólo se necesita sumar las ordenadas de ambas curvas 
A y B de la Fig. 14-3. El resultado de esta suma es también un movimiento 
armónico simple expresado por la Ec. (14-6) y representado por la curva C. 

Para probar esto, refirámonos a la Fig. 14-3. Desde el punto O que repre- 
senta la posición de reposo de la masa móvil de la Fig. 14-1, tracemos el 
vector OC (= xo) formando el ángulo pt con el semieje positivo (hacia 
abajo) æ. Por el extremo de OC tracemos el vector CA ( = OB = valp) 
perpendicular a OC. Las proyecciones de estos dos vectores sobre el eje x 
son: Xy cos pt y Vo/p sen pt, respectivamente. La proyección de su resul- 
tante OA representa, por consiguiente, el desplazamiento de la masa móvil 
dado por la Ec. (14-6). Es evidente, por lo tanto, que, a medida que la 
masa oscila a lo largo de su trayectoria vertical, el vector resultante OA es 
el radio que representa la amplitud de las vibraciones y que se mueve con 
velocidad angular p. Llamando tm a esta amplitud, y a al ángulo formado 
por los vectores OA y OC, tenemos, 


Em = | a+ pS (14-7) 
p . 


y, de la Fig. 14-3, es evidente que la Ec. (14-6) puede escribirse en la forma 
£ = Lm COS (pt — a) (14-8) 


Ha quedado así demostrado que dos movimientos armónicos de la misma 
frecuencia suponen un movimiento armónico simple de esa frecuencia. En 
cualquier caso particular, la amplitud &m y el ángulo a pueden calcularse 
fácilmente a partir de las relaciones mostradas en la Fig. 14-3. 

El ángulo a. de retraso del vector OA respecto al OC en su rotación, 
es llamado ángulo de defase. Debido a esta diferencia en la dirección de los 
vectores, sus proyecciones máximas sobre el eje x no ocurren simultánea- 
mente. Por lo tanto. el valor máximo del desplazamiento x, representado 
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por la ordenada máxima de la curva C de la Fig. 14-3, tiene lugar en un 
tiempo a/p después de que la ordenada de la curva A alcanza su máximo 
valor. Puesto: que el período de la vibración no está influido por las con- 
diciones iniciales del movimiento, la solución aquí se obtendrá usando la 
función x = A cos pt, para simplificar. 

Supongamos que la vibración de la masa m en la Fig. 14-1 se inicia 
desplazándola a la distancia x de su posición de reposo y soltándola enton- 
ces sin velocidad inicial. Podemos escribir x = x, cos pt, donde x, es la 
amplitud de la vibración, p, la velocidad angular en radianes por unidad 
de tiempo, y t, el tiempo en la misma unidad que el denominador de la 
unidad de velocidad angular. Despejando p de la Ec. (14-1), hallamos, 


para este caso particular, 
k 
= |/— l4- 
p= |/Ż (14-9) 


Sustituyendo este valor de p en la Ec. (14-3), tenemos, 


1]/% 
=> VE (14-10) 


La relación entre la flexión y la constante k del muelle hace posible calcular 
la frecuencia natural, a partir de una flexión estática As del árbol sometido 
a la acción de un peso W. Cuando un árbol que arrastra una carga W se 
coloca horizontal apoyado por sus extremos, como en la Fig. 14-1, la flexión 
estática es Ay = W/k; y, puesto que m = W /g, se obtiene, por sustitución 
en la Ec. (14-10), 


f= yz (14-11) 


Estas ecuaciones se aplican, tanto si el árbol es horizontal, vertical o 
inclinado. Es evidente que el período y la frecuencia de una vibración 
libre depende solamente del peso arrastrado por el árbol y de la rigidez 
de éste, es decir, de la masa m y de la constante k, y no influyen las condi- 
ciones iniciales del movimiento. En cualquier caso, es necesario solamente 
medir la flexión estática debida a la masa 
m para determinar la frecuencia natural 
e vibración. 

14-4. Vibración lateral debida a una 
sola masa giratoria. La deducción de la 
ecuación por medio de la cual podemos 
analizar las vibraciones debidas a una sola Fio, 14-4 
masa giratoria es bastante sencilla. Consi- 
deremos el árbol (Fig. 14-4) que lleva una masa giratoria m en un punto 
entre los apoyos. Se supone que la masa del árbol es despreciable comparada 
con m. El centro de gravedad do la masa puede no coincidir con el oje del árbol 
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en una pequeña cantidad e. En consecuencia, habrá una fuerza centrífuga 
que producirá una flexión del árbol de valor v. El valor de la fuerza centrí- 
fuga es pues, m(x + e) w?, donde w es la velocidad angular de m, en radianes 
por unidad de tiempo. La fuerza resistente a la flexión es kx, siendo k la 
constante del muelle, Por razones de equilibrio 


m(x + e)a? = kx (14-12) 
Despejando v, tenemos 


mute L e 
— k—mo  (k/mo?) —1 


£ (14-13) 


Si e no es igual a cero, la flexión se hace infinita cuando k = m«?, El valor 
de œw correspondiente a esta situación es la velocidad crítica «we. La velo- 
cidad crítica, en radianes por unidad de tiempo, es pues, 


k 
we = a (14-14) 


Como en el caso de la Ec. (14-10), la relación entre la flexión y la cons- 
tante del muelle permite calcular la velocidad crítica, a partir de la flexión 
sufrida por el árbol, bajo un peso igual al de la masa giratoria. Si un árbol 
sufre una flexión As bajo la acción de la carga estática W, tenemos, 
W = kás, y de la Ec. (14-4) obtenemos la velocidad crítica, en radianes 


por unidad de tiempo 
pas yz (14-15) 


“Expresada en revoluciones por segundo, la velocidad crítica es 


1 J g 
= — |/ — 4-16 
27 Ast a ) 


Nótese que la Ec. (14-16) es idéntica a la (14-11) que da la frecuencia natu- 
ral de la vibración lateral del mismo sistema, en ciclos por segundo. Las 
Ecs. (14-15) y (14-16) se aplican en árboles horizontales, verticales o incli- 
nados. Es sólo preciso medir la flexión estática sufrida por el árbol bajo la 
acción de una carga igual al peso de la masa giratoria. 

Volviendo a la Ec. (14-13), es importante señalar que, si œ excede 
de we, la flexión se hace de nuevo finita, aunque negativa, o sea, de sentido 
opuesto a e respecto al eje del árbol. Esto se conoce como un defase de 1800. 
La Ec. (14-13) muestra que si w es muy grande k se hace pequeño en com- 
paración con mw? y cuando w es infinita, v = — e. La flexión, entonces, es 
tal que la masa m gira, no alrededor del eje del árbol, sino de su propio 
centro de gravedad. El árbol gira alrededor de este centro de gravedad, a 
la distancia e de él y el funcionamiento es estable, 


Ne 
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Por consiguiente, es posible el funcionamiento suave y estable por encima 
de la velocidad crítica con el árbol en flexión. Puesto que en las proximi- 
dades de la velocidad crítica hay gran vibración y peligro de rotura, debe 
procurarse que dicha velocidad sea baja, cuando la de régimen sea alta. 
Esto se consigue haciendo que la constante k sea pequeña; es decir, el árbol 
debe hacerse muy esbelto. Una de las primeras aplicaciones importantes 
de este principio fue la introducción de árboles flexibles en el proyecto de 
turbinas de vapor. 


Ejemplo. El árbol de acero de la Fig. 14-4, es de 1 plg de diámetro, 18 plg de 
longitud y lleva en su centro un disco giratorio de 50 lb de peso. Los cojinetes 
son articulados, por lo que puede suponerse que el árbol está apoyado por sus 
extremos. Determínese la velocidad crítica del árbol. 


SoLución. La flexión es Ast = Wl*/48EI. Supongamos E = 30.000.000 
lb/plg?, I = 1d*/64 = z X 1*/g = 0,0491 plg*. Por lo tanto As: = (50 x 183)/(48 x 
Xx 30.000.000 x 0,0491) = 0,0041 plg. Sustituyendo en la ecuación (14-16) la 
velocidad crítica es 


1]/g  117]/322x 12 
E = = 48,7 
"e = Sa | An a | 0,0041 A 


La Ec. (14-11) daría una frecuencia natural para las vibraciones laterales 
de este mismo sistema de 48,7 cps. 

Mientras la flexión se hace teóricamente infinita sólo a la velocidad 
crítica, pueden darse las condiciones del funcionamiento indeseable dentro 
de un considerable margen de velocidades próximas a aquéllas. 


14-5. Vibraciones laterales debidas a varias masas giratorias. Cuando 
un árbol giratorio lleva varias masas o tiene una sección variable, la solu- 
ción matemática exacta para las velocidades críticas (ahora puede haber 
más de una) resulta bastante difícil. Se han desarrollado varios métodos 
para resolver problemas de este tipo. El método de Rayleigh, basado en 
un intercambio de energía dentro del sistema, da una solución aproximada 
para la menor de las frecuencias fundamentales. La energía potencial en 
la flexión máxima debe ser igual a la energía cinética del árbol cuando 
pasa por la posición de equilibrio. Se supone que la curva elástica bajo la 
carga estática es la misma que bajo la dinámica. También se supone que el 
peso del árbol es despreciable. Estas hipótesis son lo bastante aproximadas 
para la mayoría de las aplicaciones prácticas. 

Puesto que la energía potencial de cada masa es 1/¿Wx, la de'varias 
masas es 


E =%YW,2, + taWa +: +U9Wntn (14-17) 


La energía cinética de una sola masa es TW /9) Jo? y para varias masas . 
con movimiento armónico, 


1 Y, 


a+ > dos 33” 22 (14-18) 


Meda 10, 
Kise e tap 
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Igualando ambas energías y despejando primero w, y pasando luego a la 
frecuencia (f. = w/2.) tenemos, en cielos por segundo, 


1 g(Wixı + Waza + ++: + Waan) 
= | 14-19 
f 2x Wixi + Wati ++ Wuta i 


donde W,, W, etc., son las cargas, y %1, £a etc., son las deformaciones 
totales producidas por las cargas. Así, la frecuencia puede hallarse por medio 
de esta ecuación si se conocen las deformaciones totales de cada una de las 
cargas. La ecuación se escribe, a veces, en la forma 


1 1/g2:Wzx 
E 4 


1. Solución para un árbol de sección uniforme. Cuando el árbol es de 
diámetro uniforme, la deformación puede obtenerse analíticamente por el 
principio de superposición, según el cual, la deformación total producida 
por varios pesos, es igual a la originada por uno sólo, más las causadas en 
ese mismo punto por cada uno de los otros pesos actuando por separado. 
Este método es satisfactorio en todos los casos prácticos, si las deformacio- 
nes no son excesivamente grandes. La explicación de este método puede 
hacerse al mismo tiempo que se resuelve el siguiente ejemplo: 


Ejemplo. Un árbol de diámetro uniforme de 48 plg de longitud, apoyado 

por sus extremos, lleva dos poleas; una de 50 lb de peso situada a 12 plg del 

. extremo izquierdo y la otra que pesa 35 lb situada a 14 plg del extremo derecho. 

El árbol tiene un momento de inercia T = 0,25 plg* y un módulo de elasticidad. 

E = 30.000.000 lb/plg?. Se desea hallar la frecuencia natural más baja de este 
sistema, despreciando el peso del árbol. 


SoLución.* Las deformaciones estáticas debidas a cada polea se obtienen 
por las ecuaciones dadas en los libros de resistencia de materiales para la fle- 
xión debida a una carga concentrada, y son las siguientes: 


En-la carga de 50 lb, debida a ella misma, £a = 0,00830 plg 
En la carga de 50 Ib, debida a la otra carga, 24 = 0,00533 plg 
En la carga de 35 lb, debida a ella misma, 2, = 0,00733 plg 
En la carga de 35 Ib, debida a la otra carga, va = 0,00762 pig 


Las deformaciones totales en los puntos donde están ambas cargas son: 


Zso = La + xa = 0,00830 + 0,00533 = 0,01363 plg 
Lg = ve + xa = 0,00733 +- 0,00762 = 0,01495 plg 
1 Para la solución detallada de este problema y una gran variedad de otros 


problemas relativos a vibraciones de árboles, se aconseja al estudiante consultar 
el libro «Elements of Mechanical Vibration» por Freeberg y Kemler. 
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La frecuencia natural, por la ecuación (14-20) es, pues, 


A Wosots + Wa;tg5) _— 
Wios + Wasta? 
g(50 x 0,01363 +--35 x 0,01495) 
27 50(0,01363)? + 35(0,01495)2. 
= 26,3 cps ó 1.578 cpm 
Puesto que la velocidad crítica para un rotor es igual a la frecuencia natural 


de sus vibraciones laterales, el resultado anterior indica que no es aconsejable 
la velocidad de 1.578 rpm o parecida. 


1 
T= 5 


2. Solución para un árbol de sección variable. Cuando el árbol no es 
de sección uniforme, la deducción de una ecuación para la deformación resulta 
impracticable, debido a la falta de constancia del momento de inercia y 
del momento flexor, a lo largo del árbol. El procedimiento consiste en obte- 
ner primero la curva de deformación por medio de alguno de los conocidos 
métodos gráficos dados en los libros de resistencia de materiales. Después 
de conocidas las deformaciones, puede usarse 
la Ec. (14-20), como en el caso anterior, para 
determinar la menor frecuencia natural. HF -JH 

3. Solución para un árbol con carga reparti- 4 . 
da. Velocidades críticas superiores. Un árbol tal- 
puede tener tantas velocidades críticas como Fis, 14-5 
cargas lleve. La primera, o más baja, velocidad 
crítica tiene lugar cuando el árbol sufre simple curvatura, como en la figu- 
ra 14-4. Un árbol sin peso, con sólo una masa concentrada, puede flexar 
de uná forma solamente, como en la citada figura. Con dos masas hay dos 

posibilidades, como en la Fig. 14-5. Con 

(o) ) E tres masas hay tres formas de flexión, como 
1 E 4 en la Fig. 14-6, y así sucesivamente. Es 

evidente que la, rigidez es mayor para las 

flexiones de curvatura múltiple que para 
curvatura simple. Por consiguiente, para 
varias masas concentradas habrá una pri- 
mera, una segunda, una tercera, y quizá 
otras velocidades críticas, superiores a la 
i | | más baja. Un árbol que lleva una carga 


(0) 


repartida, como por ejemplo, su propio peso, 

puede flexar, teóricamente al menos, en 
Frc. 14-6 un número infinito de formas, y, por con- 

siguiente, puedę tener un número infinito 
de velocidades críticas. Corrientemente, la primera o más baja de las vēlo- 
cidades críticas es la de mayor importancia. 


VIBRACIONES DE TORSION EN ARBOLES 


Las ecuaciones obtenidas antes para las vibraciones laterales pueden 
Usarse para las de torsión si remplazamos las fuerzas por.pares, las masas 
por sus momentos de inercia, y los desplazamientos, las velocidades y las 
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aceleraciones lineales por las correspondientes magnitudes angulares. En 
ese caso, la ecuación del movimiento XT = Ia sustituye a la ecuación 
correspondiente XF = ma. 


14-6. Disco sencillo en el extremo de un árbol. Como ejemplo, supon- 
gamos que se desea hallar la frecuencia natural de vibración (u oscilación) 
del péndulo de torsión de la Fig. 14-7, que consiste 
en un disco rígidamente unido a una barra cilíndri- 
ca o árbol delgado de longitud L. Si se le da al 
disco un desplazamiento angular 0 desde su posi- 
ción de equilibrio y se le suelta, vibrará (oscilará) 
bajo la acción del par ejercido por la barra. Dentro 
del límite elástico, el' par es proporcional al des- 
plazamiento angular y de sentido opuesto al án- 
gulo 0. Aplicando la ecuación del movimiento 
ÆT = Ta, tenemos 


d20 
- I — = — k0 14-21 
Fira. 14-7 dt? ( ) 


donde k es la constante del muelle de torsión, es decir, el par necesario 
para producir un ángulo de torsión de un radián en la barra, e I es el mo- 
mento de inercia del disco. Esta ecuación indica que el movimiento es 
armónico simple, siendo, por lo tanto, de la misma forma, que la Ec. (14-1); 
por consiguiente, su solución será también de la misma forma. Podemos, 
pues, proceder como en el caso de dicha ecuación. En este caso particular 
en que se le da al disco un desplazamiento angular inicial 0, y se le suelta 
sin velocidad angular inicial, podemos escribir que 0 = 0, cos pt, siendo 0, 
la amplitud de las vibraciones en radianes, p la velocidad angular del vector 
giratorio en rad/seg, y t el tiempo en segundos. Resolviendo la Ec. (14-21) 
„obtenemos como solución particular para este caso, 


p= J= (14-22) 


El período de oscilación, en segundos, es 
T= A = 27 E (14-23) ` 


La constante de rigidez a torsión de una barra cilíndrica dada en lo libros 
de resistencia de materiales, es 


(14-24) 


donde d es el diámetro de la barra, G es el módulo de elasticidad transversal 
del material de la barra, L es la longitud de la barra en pulgadas, y 0 es el 
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ángulo de torsión en radianes. La frecuencia de las vibraciones, por lo 


tarto, es 
oP IE AEE l 
e 37 I 2nay 32IL (14-25) 


Ejemplo. El árbol de la hélice de un barco puede representarse por la 
combinación de barra y disco de la Fig. 14-7, debido al gran volante de que 
va provisto el árbol motor. Este árbol tiene un diámetro de 5 plg y una longitud 
de 40 plg. El momento de inercia de la hélice es de 1.000 Ib-plg-seg?. Despreciando 
el peso del árbol, ¿cuál es la frecuencia natural de este sistema simplificado? 
Supóngase que el módulo de elasticidad transversal del acero del árbol es 
12.000.000 1b/plg?. 


Sorución. De la ecuación (14-25) 


adi n x Bix 12 x 10° 
=z |r = 21,6 cps ó 1.296 
32IL -i 32 x 1.000 x 40 u kig 


Una aproximación como ésta da una frecuencia natural que indica la menor 
velocidad que sería crítica. 


14-7. Dos discos giratorios unidos por un árbol. El análisis anterior se 
basó en el supuesto de que uno de los extremos del árbol estaba fijo. Puede 
aplicarse al caso dado en el ejemplo anterior, en que el extremo que en 
la Fig. 14-7 era fijo, aquí está conectado a una masa giratoria muy grande, 
como en el caso del volante anterior. En tal caso, la masa gira a una velo- 
cidad que oscila periódicamente por encima y por debajo de la velocidad 
constante de la masa mayor y, por lo tanto, el efecto es el mismo que si 
esta última estuviese fija con respecto a la menor. 

Sin embargo, el caso más general es aquél en que ninguna de las dos 
masas arrastradas por el árbol es tan grande como para no ser afectada por 
la otra. Consideremos, por ejemplo, el caso 
de rotores de un gran motor y generador 
conectados por un árbol relativamente pe- 
queño de diámetro uniforme y longitud L, 
como muestra la Fig. 14-8. Siempre que 
la masa de un extremo tiende a torcer el 
árbol en un sentido, la del otro extremo 
tiende a torcerlo en sentido contrario, 
y viceversa. Cuando se produce vibra- 
ción, cada extremo oscila respecto a la 
posición media de rotación y con rela- Frc. 14-8 
ción al otro extremo. 

Como consecuencia de esta inversión de la torsión, hay una sección del 
árbol que no sufre torsión en ningún sentido, durante la rotación, sino 
que gira a velocidad constante. Esta sección puede ser considerada como 
el punto do empotramiento (llamado nodo o punto nodal) para las masas 
oscilantos de los extremos, Por consiguiente, el movimiento de cada disco 
puedo considorarso como ol de un péndulo de torsión en un árbol fijo al 
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punto nodal N. La posición de este punto puede determinarse, puesto que 
el período de oscilación de ambas masas es el mismo. Por la Ec. (14-25), 


la frecuencia es 
_17/%_ 11]/%, 
=> | L 2 | T, (14:26) 


donde k, y k, son las constantes de ambas partes, L, y La, del árbol y los 
momentos de inercia de los dos discos son J, e f,, respectivamente. Por 
lo tanto, 


Na cia (14-27) 


~ 
ŠA 


Sustituyendo los valores de k de la Ec. (14-24) en la (14-27), se obtienen 
L L L,L 

L—L L L+ 

Tomando el valor de LE, como longitud del árbol en la Ec. (14-24) y susti- 


tuyendo el valor resultante de k en la (14-25), la frecuencia de la vibración 
de torsión libre para el sistema de las dos masas de la Fig. 14-8, resulta ser 


_ 1 I% + I 
Í= 37 y LIL Uan) 


en que J es el momento polar de inercia de la sección recta del árbol res- 
pecto a su eje. 


de donde L, = (14-28) 


Ejemplo. Los siguientes datos fueron tomados de un esquema preliminar 
correspondiente al anteproyecto de una turbina de vapor para mover un gene- 
rador eléctrico a una velocidad de 1.800 rpm. El rotor de la turbina y el del 
generador están unidos: por un árbol de acero de 30 plg de longitud. El rotor 
de la turbina tiene un peso estimado en 500 lb y un radio de giro de 18 plg. 
El rotor del generador tiene un peso aproximado de 1.000 Ib y un radio de giro 
de 16 plg. Supóngase que Œ = 11.500.000 1b/plg?. ¿Es este anteproyecto satis- 
factorio desde el.punto de vista de las vibraciones? ¿Por qué? 

SoLucióN. El montaje de los rotores puede representarse por la Fig. 14-8. 
Despreciando el peso del árbol, tenemos 


500 x 18* 
= mk = 229 — 4201b-plg-seg? 
Ii = mk, 32,2 x 12 b-plg-seg 
o 
1.000 x 162 
I, = Mma = 2 > =6651b-plg-seg? 
a = Mata = TA p-8-208 


Por consiguiente, de la ecuación (14-29), 


j= 1 ]/JQU, + I) _ 1 ]/7m x 4 x 11.500.000 x (420 + 665) 
2n II, — 27 32 x 420 x 665 x 30 


= 30,7 vibraciones por segundo = 1.842 vibraciones por minuto 


El anteproyecto no sería satisfactorio porque la velocidad de funcionamiento 
estaría cerca de las condiciones de resonancia. 
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14-8. Vibraciones de torsión con masas múltiples. Del análisis prece- 
dente resulta evidente que un árbol con dos masas oscilantes tiene una 
sola frecuencia para las vibraciones de torsión. Con tres masas hay dos, 
con cuatro masas hay tres, y así sucesivamente. La determinación de las 
velocidades críticas para árboles con varias masas giratorias es de gran 
importancia en el proyecto de máquinas con cigiieñales de varios codos, 
tales como los de motores de combustión interna o bombas de varios 
cilindros, o con maquinaria que teriga múltiples discos giratorios, tales 
como turbinas de vapor o de gas, bombas centrífugas y compresores. 

Consideremos, por ejemplo, el caso de un motor con sus masas alter- 
nativas. El par transmitido al cigiieñal no es uniforme, y la parte de él 
variable puede tener frecuencias que se correspondan con las frecuencias 
naturales de vibración de torsión del sistema representado por el volante 
y las masas alternativas unidas al cigieñal. La velocidad a la cual se pre- 
senta la resonancia es una velocidad crítica del motor y pueden producirse 
grandes vibraciones forzadas. Cuando un gran motor fijo funciona en la zona 
de una velocidad crítica importante, el ruido resultante de la vibración 
de toda la estructura es muy desagradable. Puede hacerse que tales motores 
pasen rápidamente por las velocidades críticas hasta llegar a la velocidad 
normal de funcionamiento. En los motores marinos; en general, sus árboles 
se alargan mucho entre el motor y la hélice, lo que es particularmente sen- 
sible a la vibración de torsión. Muchos casos de avería de estos árboles 
pueden ser atribuidos a vibraciones forzadas. 

El problema relacionado con la resonancia puede aiiin cambiando 
la velocidad del motor o las dimensiones del árbol, para hacer la frecuencia 
natural de vibración del sistema diferente de la velocidad de funciona- 
miento. Si el motor debe funcionar en la zona de la velocidad crítica, la 
amplitud de las vibraciones puede reducirse introduciendo el amortigua- 
miento adẹcuado. Al proyectar, es conveniente evitar completamente una 
frecuencia del árbol que coincida con el número de impulsos motores, 
incluso vez y media o dos veces el número de impulsos. Por encima de 
tres veces el número de impulsos, no hay normalmente motivo de preocu- 
pación. Para evitar las velocidades críticas en una máquina, en general, 
la frecuencia natural de cada pieza debe ser considerablemente mayor que 
el número de impulsos que dicha pieza reciba durante el funcionamiento 
de la máquina. Esto sólo se puede demostrar analíticamente. 


14-9. Reducción a un sistema equivalente. En muchos de los casos 
mencionados en el artículo precedente, el árbol con todos sus codos, émbolos, 
volante y órganos motores es una estructura demasiado complicada para. 
intentar determinar exactamente su frecuencia natural de vibración de 
torsión. Es necesario en primer lugar, simplificar o «idealizar» la máquina, 
en cierto modo, remplazando los émbolos, etc., por discos equivalentes 
del mismo momento de inercia, y los codos del cigiieñal por piezas equiva- 
lentes de árbol recto de la misma flexibilidad a la torsión. En otras palabras, 
la máquina ha de reducirse a un sistema equivalente consistente en un 
árbol rocto de sección uniforme que lleve una serie de masas giratorias, 
como se muestra on la Hig. 14-9. 

Al reducir n un sistema equivalonto un árbol de varias secciones rectas 
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distintas, puede sustituirse siempre por un árbol equivalente de sección 
constante, notando solamente que una porción de un árbol de longitud L 

y diámetro d puede sustituirse, sin cambiar el ángulo de torsión, por una 
Porción de longitud Lo y diámetro d, siempre que [véase la Ec. (14-24)] 


Una parte irregular de un árbol, como un codo, por ejemplo, puede sus- 
tituirse por una longitud equivalente de árbol recto de sección constante, 
tal que la porción recta equivalente tenga la misma rigidez a la torsión 
que la parte sustituida. Una serie de fórmulas convenientes han sido desarro- 
lladas con este objeto, teniendo en cuenta el huelgo en los cojinetes, etc. 

Incluso después de reducir el sistema a otro equivalente simplificado, 
la resolución puede resultar bastante complicada. Se aplican métodos 
analíticos y gráficos aproximados para calcular las frecuencias naturales 
de vibración. A menudo se pueden obtener buenos resultados aproximados 
de la frecuencia natural inferior, agrupando las distintas masas giratorias para 
formar un sistema de dos masas. Por ejemplo, al hallar la frecuencia natural 
de vibración inferior en un motor diesel de ocho cilindros de un barco, 
el motor y su volante actúan prácticamente como un conjunto sólidamente 
unido que, con la hélice, puede suponerse que constituyen un sistema de 
dos masas, con la consiguiente simplificación. Hay numerosos trabajos 
sobre esta materia de las vibraciones de torsión de los árboles de los motores, 
en los que pueden encontrarse estudios detallados de estos problemas. 


Ejemplo. Un motor diesel de seis cilindros, cuatro tiempos, con volante, 
está acoplado directamente a la hélice de un barco, por medio de un árbol, 
como se muestra esquemáticamente en la Fig. 14-9. La velocidad del motor 


Cilindro N.° 


es de 100 rpm. El diámetro del árbol es de 12 plg, y su longitud de 150 pies. 
El momento de inercia compuesto de las masas de motor y volante es de 90.000 
lb-plg-seg* y el de la hélice de 24.000 Ib-plg-seg?. Se desea hallar la frecuencia 
natural inferior del sistema. 


SOLUCIÓN. Supongamos primero que los codos del cigiúeñal, los émbolos, 
el volante y la hélice se han reducido, por los métodos antes indicados, al sis- 
tema de masas giratorias mostrado en la Fig. 14-9, y que los momentos de 
inercia de los discos han sido calculados. La frecuencia natural inferior será 
el primer modo de vibración con un nodo. Para hallar esta frecuencia, se puede 
reducir el sistema de la Fig. 14-9 a otro de dos discos, como el mostrado en la 
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Fig. 14-8. En el primer modo de vibración con un nodo, el motor con su volante 
actúa prácticamente como un solo cuerpo (disco 2) y, con la hélice (disco 1), 
formará un sistema de dos masas en los extremos de un árbol, como en la 
Fig. 14-8. Este agrupamiento de varias masas giratorias representando el 
motor y su volante por una sola masa, con este objeto, es una aproximación, 
pero da un resultado bastante próximo al obtenido por un análisis exacto. 

Do la ecuación (14-29), la frecuencia natural de vibración es, pues, 


po 1]/TAL +I) _ 1 1/2036 x (2.000 F 90.000) x 12% 10% _ 
Va “a 24.000 x 90.000 x 180 x 12 
= 4,25 cps ó 255 cpm 
4 4 
dondo J=% = %X1% L 2036 pig y G= 12.000.000 psi 


36 32 


a7 j , 


CAPÍTULO 15 


FUERZAS GIROSCOPICAS 


Un giróscopo puede definirse como un cuerpo que gira a gran velocidad 
alrededor de un eje, llamado de giro, y es libre parcialmente de moverse 
en otras direcciones. Probablemente, el ejemplo más corriente sea el 
trompo. Las ruedas de una locomotora, cuando ruedan por una curva, 
el volante del motor de un coche, el inducido del motor de un coche 
eléctrico, la hélice de un avión, al dar una vuelta, son ejemplos en los que 
se presenta la acción giroscópica. En muchos casos las fuerzas que se des- 
arrollan como resultado de esta acción pueden ser de consideración, como 
por ejemplo, en el estabilizador de un vehículo monocarril, de un barco 
o de un aeroplano. Otra aplicación muy útil se halla en los instrumentos 
que sirven para mantener la dirección, de los cuales, el compás giroscópico 
es quizá el ejemplo más notable. Esta misma característica de un cuerpo 
giratorio, la de mantener la dirección en el espacio del eje de giro, se uti- 
liza cuando se le comunica una gran velocidad de rotación alrededor de 
su eje longitudinal a un proyectil al rayar el cañón del arma que lo lanza, 


15-1. Representación vectorial del movimiento angular. Al tratar de 
las características del giróscopo, es conveniente hacer uso de la represen- 
tación vectorial del movimiento angular. 

Sea la recta OA (Fig. 15-1) que gira a izquierdas, en el plano del papel, 
alrededor del centro O y que, en un instante determinado, su inclinación 
respecto a la recta fija OX es de 0 grados. Si al final de un corto intervalo 
de tiempo, la recta ha pasado a ocupar la posición OB, el ángulo 40 es el 
desplazamiento angular. El desplazamiento angular es una magnitud : 
vectorial, puesto que tiene intensidad y dirección. Para especificar comple- 
tamente un desplazamiento angular por medio de un vector, éste debe 
fijar (1) la dirección del eje de rotación en el espacio, (2) el valor del des- 
plazamiento angular y (3) el sentido del desplazamiento, es decir, a derechas 
(igual que las agujas del reloj) o a izquierdas (en sentido contrario a las 
agujas del reloj). Para fijar la dirección e intensidad puede dibujarse el 
vector en ángulo recto con el plano en el que tiene lugar el desplazamiento, 
es decir, a lo largo del eje de rotación, y su longitud puede tomarse de modo 
que represente el valor absoluto del desplazamiento angular, con arreglo 
a una escala conveniente. El sistema convencional de representar el sentido 
es utilizar la regla del tornillo de rosca a derechas; la punta de flecha señala, 
sobre el vector, en el mismo sentido en que se movería un tornillo de rosca 
a derechas, con relación a una tuerca fija, si sufriera un desplazamiento 
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angular del mismo sentido. De acuerdo con este convenio, el desplaza- 
miento angular 40 (Fig. 15-1) estaría representado por un vector perpen- 
dicular al plano del papel. La longitud del vector correspondería al valor 
absoluto de 40, a una escala conveniente, y la flecha señalaría hacia arriba, 
“puesto que el sentido es a derechas, visto desde debajo del papel. Esta 
representación puede verse en la Fig. 15-2, donde las líneas de la Fig. 15-1 
están mostradas en proyección isométrica, habiéndose incluido el vector 
tratado. 


A8 N 


Fig. 15-1 Fra. 15-2 


Velocidad angular es desplazamiento angular por unidad de tiempo. 
Tiene también intensidad y dirección y puede representarse por un vector, 
si se sigue el mismo convenio descrito para el desplazamiento angular. 
Del mismo modo la aceleración y la cantidad de movimiento angulares 
tienen intensidad y dirección y son, por lo tanto, magnitudes vectoriales. 
La acción giroscópica de un cuerpo giratorio cuyo plano de movimiento 
cambia de dirección (como por ejemplo, en el caso de la hélice de un avión 
al dar una curva) puede ser explicada por el principio de la aceleración 
angular o por el del momento angular. El método basado en el principio 
de la cantidad de movimiento angular está considerado como más conve- 
niente y será el que usaremos en este capítulo. 

La cantidad de movimiento de una partícula es el producto de su masa 
por su velocidad en cualquier instante; es decir, cantidad de movi- 
miento = mv. Al tener intensidad y dirección, la cantidad de movimiento 
es una magnitud vectorial. La cantidad de movimiento de una partícula 
recibe el apelativo de lineal, en contraste con el momento de la cantidad 
de movimiento que se denomina cantidad de movimiento angular. Un 
cuerpo de masa m, al girar, se comporta como si toda su masa estuviese 
concentrada en un anillo a una distancia k (radio de giro) del eje de rotación. 
Por consiguiente, la cantidad de movimiento angular, o momento angular, 
de un cuerpo giratorio alrededor de su eje de rotación es 


mo: k = mkw » k = mkw = Iw 


donde Z es el momento de inercia del cuerpo respecto a su eje de rotación 
y w es su velocidad angular. Si el cuerpo tiene forma de disco y gira a dere- 
chas alrededor del eje OX, visto desde la derecha (Fig. 15-3), el momento 
angular Zw ostá ropresontado por el vector OA. 


15-2, Pur giroscópico. Wn la Fig. 15-4 se muestra un disco que gira alre- 
dodor del ojo OX (llamado ojo de giro) y quo es libre de moverse en cualquier 
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dirección. El disco ofrecerá la misma resistencia a cualquier fuerza que 
intente producir traslación o a cualquier par cuyo eje sea el de giro, que si 
no estuviese girando. Sin embargo, si se aplica un momento o par para 
hacerle girar alrededor de cualquier otro eje, como el vertical O Y, por 
ejemplo, no girará alrededor de este eje vertical, sino de uno horizontal OZ 


"Fra. 15-3 Fia. 15-4 


perpendicular a los otros dos. Inversamente, si al disco se le hace girar 
alrededor del eje OZ, aparecerá un par respecto del eje OY, perpendicular 
a los otros dos. Este comportamiento, aparentemente contradictorio del 
disco giratorio, aunque está completamente de acuerdo con los principios 
fundamentales de la mecánica, se explica a continuación. 

Supongamos que, en un instante dado, este disco (Fig. 15-4), cuyo plano 
es perpendicular al del papel, gira a gran velocidad angular constante w 
y a derechas alrededor del eje OX (en el plano del papel), visto desde la 
derecha. Supongamos también que en ese mismo instante el eje de giro OX 
gira lentamente a izquierdas con velocidad angular constante wp alrededor 
de OZ perpendicular al plano del papel. Aplicando la regla del tornillo, 
el momento angular fc del disco, en la posición dibujada de trazo continuo, 
puede representarse por el vector OA y en la posición dibujada de trazos, 
«por el vector OB. El cambio de momento angular durante el tiempo Át, 
durante el cual el eje de giro se mueve el ángulo 40 está, pues, representado 
por el vector AB. En el límite, cuando 40 se hace muy pequeño (= d0) 
y el pequeño intervalo de tiempo requerido por el eje de giro para recorrer 
ese ángulo se convierte en di, la variación de momento angular es 


AB = OA dd = Iw d0 


La velocidad de cambio del momento angular, es decir, el cambio de mo- 
mento angular por unidad de tiempo en ese intervalo dt, es 


Iode 1 
== Loop 
En el límite, la dirección del vector AB, que representa (a escalas diferentes) 
el cambio y la velocidad de cambio del momento angular, es perpendicular 
a OA. Esto se ve más claramente en la Fig. 15-5, donde ambos vectores, 
Iw e Iw d0 y su resultante OC, se han dibujado a partir del mismo punto O. 
Pero se necesita siempre un par o momento para producir un cambio en 
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el momento angular de un cuerpo. El plano en que actúa es perpendicular 
al vector que representa el cambio de momento angular, y el sentido de 
rotación es tal que produciría el avance de un tornillo de rosca a derechas 
en el sentido de la flecha, sobre el vector 
que representa el cambio de momento 
angular. Por consiguiente debe actuar sobre 
el disco (Fig. 15-5) un par, en un plano 
perpendicular al vector OB (plano OX y 
OZ), con un sentido de rotación a dere- 
chas alrededor del eje OY, visto desde 
arriba. Nótese que, si el pulgar de la mano 
derecha se apunta en la dirección del cam- 
bio de momento angular (sobre OB), los 
demás dedos abrazarán el eje en el sentido y dirección adecuados para in- 
‘dicar el sentido y dirección del par o momento que hay que aplicar al disco 
` para que tenga lugar el cambio de momento angular dado. El valor del par 
es igual a la velocidad de cambio del momento angular. 


Fic. 15-5 


T = I00p 


Este es llamado par giroscópico. El cambio en la dirección del eje de giro 
del disco (eje OX) se llama movimiento de precesión. La velocidad angular wp 
mantenida por el par es llamada velocidad de precesión y el eje corres- 
pondiente (eje OZ) es llamado eje de precesión. El eje alrededor del cual 
actúa el par aplicado (eje OY) es llamado eje del par perturbador. Así pues, 
el disco, al girar alrededor del eje OX con velocidad angular œw se dice que 
tiene movimiento de precesión alrededor del eje OZ, cuando obra bajo 
la acción de un par cuyo momento es Twwp, respecto del eje OY. El vector Iw 
se llama vector giro, y el [ww vector par. La Fig. 15-6 es una proyección 
isométrica de la Fig. 15-5, para ayudar al lector. 

Refiriéndonos ahora a la Fig. 15-6, se verá que el sentido de rotación 
alrededor del eje de precesión, está de acuerdo con la regla siguiente: 
el sentido de la precesión es tal que tiende a llevar al vector giro hacia el vector 
par por el camino más corto posible; es decir, el eje de giro tiende a coincidir 
con el eje del par perturbador. 

Una característica importante del giróscopo ha de ser señalada ahora. 
Debido a su gran velocidad, el giróscopo posee una cierta «rigidez». Es 
decir, los movimientos de precesión no son rápidos si el par aplicado al 
eje de giro es pequeño. Debe tenerse en cuenta, también, que el: vector 
(Iœ d0) que representa el cambio de momento angular ha sido exagerado 
a propósito en los dibujos, pero en realidad es muy pequeño comparado 
con el del momento angular (Iœ). 

El estudio precedente será suficiente para explicar la principal propiedad 
del giróscopo y hará posible aplicarlo para resolver problemas relativos a 
la acción giroscópica. Para el análisis de las fuerzas presentes en un girós- 
copo, damos como referencia los libros sobre mecánica como el Analytical 
Mechanics for Hnginecra, por Seely y Ensign, o los escritos especialmente 
sobre giróngopon, 


4 


410 MECANICA DE MAQUINAS 


15-3. Algunos casos típicos de acción giroscópica. Ha sido establecido 
que siempre que el eje de giro de un cuerpo en rotación cambia de dirección, 
existe un par giroscópico. El par se aplica corrientemente a los cojinetes 
que soportan al árbol sobre el que gira el cuerpo. La reacción del árbol 
sobre cada cojinete es, desde luego, igual y opuesta a la acción del cojinete 


Fig. 15-7 


sobre el árbol. Por consiguiente, la precesión del eje de giro causa un par 
giroscópico de reacción (opuesto al par giroscópico aplicado) que actúa 
sobre el cuadro al que están unidos los cojinetes. Los ejemplos siguientes 
aclararán esto: 

1. Un experimento sencillo para demostrar la existencia de un par 
giroscópico y su comportamiento, de acuerdo con las reglas anteriores, 
puede realizarse sujetando una rueda de bicicleta (desmontada del cuadro, 
Fig. 15-7) con una mano en cada extremo del eje (horizontal) OX. Si la 
rueda gira en el plano vertical alrededor del eje OX, cualquier intento 
de girar dicho eje (y las manos) en el plano vertical, alrededor del eje 
«horizontal OZ hará que la rueda (y las manos) giren (tengan precesión) 
alrededor de un eje vertical OY perpendicular al eje de la rueda. El sentido 
de la precesión se determina del modo siguiente: 

Refiriéndonos de nuevo a la Fig. 15-7 y aplicando la regla del tornillo, 
se puede ver que, puesto que la rotación alrededor del eje OX es a dere- 
chas, vista desde la derecha, el vector momento angular OA debe estar 
dirigido según el eje OX, en el sentido indicado. El par ejercido con las 
manos es el par aplicado, o par giroscópico T,, y para la dirección de T; 
mostrada, el vector par OB señalará en sentido contrario al observador 
según el eje OZ, como se indica. La posición del vector momento angular 
resultante OC (después de un pequeño cambio) muestra que la ai 
debe ser a derechas alrededor del eje OY, visto desde arriba. 

2. Otro caso de interés es el que se ilustra en a en la Fig. 15-8. Si a 
un disco de peso W se le comunica una velocidad angular «w alrededor 
del eje OX y, entonces, uno de los extremos del eje se coloca en el poste 
vertical en O, el par, al tener un momento W L, hará que el disco (y el 
eje OX) gire (sufra precesión) con velocidad angular wp alrededor del eje 
del poste (eje O Y). Si el sentido de w es el representado en la Fig. 15-8, el 
sentido de la precesión alrededor del eje OY será a derechas, visto desde 
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arriba. Es necesario que el disco tenga precesión si tiene que crear una 
resistencia que se oponga al par W.L, para evitar que el disco caiga. Puesto 
que no hay cuerpos que puedan desarrollar o suministrar un par resistente, 


lo) (6) 
Fic. 15-8 


el disco gira (tiene precesión) en el plano horizontal, y así se crea, a partir 
de la inercia del disco, el par necesario para mantener horizontal al eje OX. 
Si no se permite la precesión, el disco cae inmediatamente. El procedi- 
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miento para determinar el sentido de precesión (sentido de wp), por aplica- 
ción de la regla establecida, se muestra en b en la Fig. 15-8. ` 
3. Oonsidoromos ahora ol caso do la Fig. 15-9, donde la rueda, mostrada 
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con sus cojinetes, gira a velocidad angular constante w alrededor de su eje 
OX, al mismo tiempo que rueda sobre el camino curvo (una precesión 
forzada alrededor del eje OY) con una velocidad angular constante cp. 
Como se muestra en la figura, el vector momento angular OA ( = Iw) es 
obligado a girar en el plano horizontal con el eje de giro OX hacia el eje OZ. 
El vector OB ( = Iw d0) que representa el cambio de momento angular 
tendrá que estar dirigido según el eje OZ, como se indica en la figura. 
El par T, ( = Iwwp), necesario para producir este cambio en el momento 
angular debe, pues, actuar en un plano perpendicular al vector par OB y, 
de acuerdo con la regla del tornillo, debe tener un sentido a derechas alre- 
dedor del eje del par perturbador, visto desde detrás de la rueda mientras 
ésta gira hacia adelante. Este es el par giroscópico y es el ejercido por los 
cojinetes sobre el eje de la rueda. Es evidente que el eje ejerce un par a 
izquierdas sobre los cojinetes y que la rueda doblaría a izquierdas (hacia el 
exterior de la curva) si no lo impidiese el par ejercido sobre los cojinetes. 


4. Un caso con algunos aspectos prácticos interesantes es el relacionado 
con el efecto giroscópico de la hélice de un aeroplano. Consideremos el caso 
en que el giro de la hélice es a izquierdas, visto desde el asiento del piloto, 
y que el avión está dando una vuelta a la derecha. En la Fig. 15-10, OX es 
el eje de giro de la hélice y, de acuerdo con la regla del tornillo, OA ( = Iw) 
es el vector momento angular. Puesto que el avión está girando a la derecha, 
hay una precesión forzada de la hélice a derechas alrededor del eje OY, 
visto desde arriba. El vector momento angular cambiará, por consiguiente, 
de dirección en un corto intervalo de tiempo desde OA hasta OC, de modo 
que el cambio de momento angular (Iw d0), y por lo tanto, el par aplicado, 
está representado por el vector OB. El plano del par aplicado es perpen- 
dicular a OB y, por consiguiente, vertical y su sentido es a derechas, visto 

desde la parte derecha del aeroplano. Este es el 
r par aplicado al «eje» de la hélice por los cojinetes 
del bastidor. El par de reacción del «eje» sobre 

_1 los cojinetes del bastidor es opuesto al par apli- 
/ cado y, por consiguiente, a izquierdas, visto 
desde el lado derecho del avión y, por lo tanto, 
tiende a levantar el morro y a hundir la cola 
del aparato. 

5. El funcionamiento de un tipo de estabiliza- 

„+ dor giroscópico usado para reducir el movimiento 
de los barcos se muestra en la Fig. 15-11. El apa- 
y rato consiste en un pesado rotor 1, que gira a 

Fic. 15-10 gran velocidad alrededor de un eje vertical O Y. 

Los cojinetes del rotor AA están montados en un 

marco 2 que está apoyado en los cojinetes B.B, de tal modo que el marco 
es capaz de girar alrededor de un eje OX transversal. Supongamos que el 
sentido de giro del rotor es a derechas, visto desde abajo, de modo que el 
vector momento angular OA (= Iw) se dirige hacia arriba, como se muestra 
en b en la figura. Si una ola golpea al barco, tendiendo a escorarlo hacia la 
derecha, visto desde atrás, comienza un movimiento de precesión que lleva 
a la parte superior del marco hacia adelante; es decir, se le da al rotor un 


precesión 


yA 
AS 


a 
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rápido movimiento de precesión a derechas, visto desde la derecha. El 
vector momento angular OA ( = Iw) está, pues, dirigido hacia adelante, 
y el vector OB ( = Iw d0), que representa el cambio de momento angular, 


Fra. 15-11 


debe estar dirigido hacia adelante según el eje OZ. Esto significa un par 
a derechas ejercido por los cojinetes BB sobre el marco del rotor, visto 
desde atrás, según el eje OZ. El marco del rotor ejerce, pues, un par a 
izquierdas sobre los cojinetes B.B y, por consiguiente, sobre el barco. Es 
así cómo la rápida precesión del rotor del giróscopo crea un par sobre el 
barco que se opone al par producido por la ola, de forma que contrarreste 
el balanceo. ; 

6. El compás giroscópico se proyectó para subsanar los defectos inhe- 


A 
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rentes al compás magnético. Las piezas principales de este instrumento, 
de interés aquí, se muestran en el esquema dela Fig. 15-12. El rotor que gira 
alrededor del eje OX, puede ser movido eléctricamente o por chorro de 
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aire. Los extremos de su eje se montan sobre los cojinetes B.B del anillo 2 
que está, a su vez, montado en los cojinetes CC de un anillo vertical 3 que, 
por su parte, se monta en los cojinetes DD del cuadro exterior o cuerpo 4. 
Con este montaje, el eje OX del rotor puede apuntar en cualquier dirección 
horizontal o inclinada, dentro de límites razonables de inclinación. O, por 
el contrario, puesto que corrientemente está horizontal, puede permanecer 
así y mantener una dirección dada en el espacio, mientras que, si va mon- 
tado en un aeroplano, por ejemplo, éste cabecea o escora. En realidad 
permanece así porque sus piezas están delicadamente equilibradas y los 
anillos giran fácilmente en sus cojinetes y aplican sólo pequeñas fuerzas 
que tiendan a hacer girar al eje. Como se hizo ver, esta es la condición de 
«rigidez» giroscópica. O sea, que el instrumento funciona siguiendo el 
principio de que un giróscopo no tomará rápidamente el movimiento de 
precesión si las fuerzas que sobre él actúan son pequeñas. No es exactamente 
«rígido », pero prácticamente es así. 

Hay elementos auxiliares, no mostrados en la figura, dispuestos para 
ajustes, por ejemplo, para compensar la rotación de la tierra y todo otro 
ajuste o puesta a punto necesario. 

Aunque este instrumento se usa como una brújula, no recibe ninguna 
influencia del campo magnético terrestre. Por ello, antes de que actúe 
como compás, debe ajustarse para que sus indicaciones sean las correctas, 
siendo su gran ventaja el no estar sujeto a las fluctuaciones inherentes a las 
brújulas magnéticas. No obstante está afectado por la rotación de la tierra. 
Supongamos, por ejemplo, que se halla en el polo Norte. No necesitará 
ninguna precesión para mantener el eje OX horizontal y conservará una 
dirección fija en el espacio, mientras la tierra gira bajo él. Para un obser- 
vador parecería que el eje OX giraba a una velocidad de 150 por hora. 
En el ecuador no habría tal efecto. Si el eje apuntaba en la dirección de 
un meridiano, no intentará núnca señalar a ningún otro sitio. Por eso, en el 
„ecuador, el instrumento no necesita ningún reajuste. En los Estados Unidos, 
a mitad de camino aproximadamente entre el polo y el ecuador, la velo- 
cidad con la que el eje OX parece cambiar de dirección varía con la latitud 
desde unos 7 a unos 11 grados por hora. Por consiguiente, si el compás 
giroscópico se reajusta cada 15 minutos, habrá que corregirlo en unos 
2 ó 3 grados; y, al revés que el compás magnético, será estable. 

7. La tierra como giróscopo. Estamos acostumbrados a imaginar al 
giróscopo como un cuerpo que gira a gran velocidad. Puesto que el efecto 
giroscópico es proporcional al producto Iœ, este efecto puede conseguirse 
con gran valor de œ y pequeño de I o al revés. En el primer caso está el 
trompo, y en el segundo la tierra. Aunque la velocidad lineal de un punto 
de la superficie terrestre en el ecuador es de unas 1.000 millas por hora, la 
velocidad angular de la tierra es relativamente pequeña; una vuelta cada 
24 horas. No obstante, su masa y su radio de giro son muy grandes, con lo 
cual también es muy grande su momento angular Iw. Resulta, pues, 
evidente que el cuerpo giratorio en que vivimos debe actuar del mismo 
modo que un trompo y tener un comportamiento similar. 

Se ha dicho que el hecho de ser la tierra un cuerpo giratorio es una de 
las razones más importantes y persistentes de muchos de los fenómenos 
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que suceden a nuestro alrededor. El ecuador forma un ángulo de 23,50 con 
la eclíptica, que es el plano de la órbita terrestre alrededor del sol. O, dicho 
de otro modo, el eje de giro de la tierra está siempre formando un ángulo 
de 23,50 con una perpendicular a la eclíptica. Este eje de giro apunta casi 
exactamente a la estrella polar, casi a distancia infinita. Pero debido a 
que la tierra no es perfectamente esférica, estando algo achatada por los 
polos, la atracción del sol y de la luna causa un lento movimiento cónico, 
o precesión del eje, cuyo período es de unos 26.000 años. Este fenómeno 
es conocido en astronomía como precesión de los equinoccios, así llamado 
porque se observa al sol cambiar su posición relativa con respecto a las 
estrellas en los equinoccios y solsticios. Los astrónomos y filósofos antiguos 
y los de la Edad Media conocían ya este fenómeno. Así, pues, estaban muy 
cerca del conocimiento actual de la rotación y la precesión de la tierra. 


EJEMPLOS 
Ejemplo 1. El radio del disco de la Fig. 15-8 es de 150 mm y su peso de 
4,536 kg. La distancia L es de 0,61 m. Si el disco gira alrededor del eje horizontal 


OX a 300 rpm, ¿con qué velocidad sufrirá precesión alrededor del eje verti- 
cal OY? 


SoLucIÓN. La velocidad angular de giro es 

w-= 2an = 21 X o = 31,416 rad/seg 
El par giroscópico es 

T = Iwwp = 4,536 x 0,61 = 2,77 kg-m 
El momento de inercia del disco es 


Ialma l 4586 
= g7” E E 


x 0,15? = 0,00521 [m]-m? 


La velocidad angular de precesión es, por lo tanto, 


T 2,77 
Op = = 2 = 16,8 rad/s 
? = -Io 0,00521 x 31,416 jeg 
E A x 60 = 160 rpm 
2% 27 


Ejemplo 2. El disco de la Fig. 15-9 es de 20 plg de diámetro y pesa 300 Ib. 
El eje del disco está montado sobre cojinetes separados una distancia de 12 plg. 
El disco está obligado a rodar sobre una curva de 10 pies de radio. La veloci- 
dad del centro del disco es de 20 pies por segundo. ¿Cuál es la fuerza sobre cada 
cojinete as a la acción giroscópica solamente y cuál es su dirección? 


SoLucióN. El momento de inercia del disco con respecto al eje OX es 


Fa a E se POr 10 
2 32,2. 12 


2 A 
7 ) = 3,24 slug-pie? 
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La velocidad angular del disco alrededor del eje de giro es 


Por consiguiente, el par giroscópico es 
T = Iwwp = 3,24 x 24 x 2 = 155,75 1b-pie 


Se ha determinado que el sentido de este par es el indicado'en la Fig 15-9b, 
de acuerdo con las reglas del Art. 15-2. Las fuerzas que constituyen el par giros- 
cópico son las que actúan sobre los cojinetes del eje y, por consiguiente, la fuerza 
de éste sobre el cojinete exterior está dirigida hacia abajo, y en el interior hacia 
arriba. Puesto que la distancia entre los centros de los cojinetes es de 12 plg, el 
valor de cada una de las fuerzas es de 155,75/1 = 155,75 lb. 


Ejemplo 3. La turbina de un avión a reacción gira a 8.000 rpm a izquier- 
das, visto desde atrás. El avión describé una curva ascendente a razón de 450 
en 5 segundos. El momento de inercia de los rotores es de 0,86 unidades másicas 
por m?. Hallar el par giroscópico y su efecto sobre el aeroplano. 


SOLUCIÓN: 


Iw = 0,86 x 


Sae x 27 = 720 [m]-m?-seg 
1 


n 
o= 7 X 57 0,157 rad/seg 


El par giroscópico es 
T = 720 x 0,157 = 113 kg-m 
Los cojinetes y los soportes del motor deben ser capaces de suministrar este 


par a los rotores. El par tiende a que el morro gire hacia la izquierda del piloto - 
y la cola hacia la derecha. 


U.T.N. 


Az v 
Enpo? 


APÉNDICE 


METODO APROXIMADO PARA TRAZAR PERFILES 
DE EVOLVENTE PARA ENGRANAJES 


Odontógrafo de Grant. El trazado de perfiles de dientes es un trabajo pesa- 
do y laborioso. Para fabricar las fresas para el tallado de ruedas dentadas se ne- 
cesita el perfil exacto; pero para hacer los modelos para ruedas fundidas y para 
representar los dientes en un dibujo, es suficiente normalmente una aproxima- 
ción. Las curvas de los dientes son, en todo caso, tan cortas que la forma ideal 
puede aproximarse mucho por arcos de círculo, y la mayoría de las construccio- 
nes aproximadas son métodos basados en el arco de círculo. Uno de los más co- 
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nocidos es el odontógrafo de evolvente de Grant, al que corzesponden la Fig. A-1 
y la Tabla A-1. La tabla se construyó para un juego de ruedas de evolvente in- 
tercambiables de ángulo de presión de 15%, pero puede usarse para dibujar los 
dientes de un sistema de evolvente Normal de 14 */¿%, cuyas proporciones se dan 
en el Cap. 4. 

El procedimiento de trazar dientes de evolvente por este método es el siguien- 
te: Se dibujan las circunferencias primitivas de cabeza y de base del modo co- 
rriente, como muestra la Fig. A-1 y se marca el paso de los dientes sobre la cir- 
cunferencia primitiva, señalando adecuadamente el espesor del diente y el ancho 
del hueco. A. continuación se dibuja la circunferencia básica B a una distancia 
radial de 1/60 del diámetro primitivo, por dentro de la circunferencia primi- 
tiva A. Esta distancia se designa por a en la figura y debe recordarse que la cir- 
cunferencia básica es el lugar geométrico de los centros de los radios b y c. 
Con el radio b de la cara (Tabla A-1) se dibuja la parte del perfil del diente que 
quedaxentre la circunferencia primitiva y la base. El resto del perfil entre la cir- 
cunferéncia básica y ol fondo so dibuja como una línea radial. La Tabla A-1 
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da los valores de b y c en función de un diametral pitch y un paso, simplemente 
por conveniencia. La distancia a, dada como 1/60 del diámetro primitivo es, 
sencillamente, un medio conveniente de dibujar una circunferencia básica que 
dé un ángulo de presión de aproximadamente 150, 

Los perfiles de los dientes de evolvente de cremallera son rectas inclinadas 
un ángulo de 15% con la vertical. Para evitar interferencias, la mitad exterior 
de la cabeza se dibuja por medio de un arco de círculo cuyo centro está en la, 
línea primitiva de la cremallera y cuyo radio es de 2,10 plg dividido por el dia- 
metral pitch, ó 0,67 veces el paso. 


APENDICE 


TABLA A-1. ODONTÓGRAFO DE EVOLVENTE DE GRANT 
A Dat Dividir por aR 
Dividir por el | Multiplicar por l diametral Multiplicar 
diametral pitch el paso pitch por el paso 
Dien- Di AO e 
tes | Radio | Radio lentes Radio|Radio Radio|Radio 
de la del de la| del | delaj] del 
cara | flanco cara |flanco| cara |flanco 
b c ` b c b c 
10 2,28 0,69 28 3,92 | 2,59 | 1,25 | 0,82 
11 2,40 0,83 0,76 0,27 29 3,99 | 2,67 | 1,27 | 0,85 
12 2,51 0,96 0,80 0,31 30 4,06 | 2,76 | 1,29 | 0,88 
13 2,62 1,09 0,83 0,34 31 4,13 | 2,85 | 1,31 | 0,91 
14 2,72 1,22 0,87 0,39 32 4,20 | 2,93 | 1,34 | 0,93 
15 2,82 1,34 0,90 0,43 33 4,27 | 3,01,| 1,36 | 0,96 
16 2,92 1,46 0,93 0,47 34 4,33 | 3,09 | 1,38 | 0,99 
17 3,02 1,58 0,96 0,50 35 4,39 | 3,16 | 1,39 | 1,01 
18 3,12 1,69 0,99 0,54 36 4,45 | 3,23 | 1,41 | 1,03 
19 3,22 1,79 1,03 0,57 37- 40 4,20 1,34. 
20 3,32 1,89 1,06 0,60 4l- 45 4,63 1,48 
. 21 3,41 1,98 1,09 0,63 46- 51 5,06 1,61 
22 3,49 2,06 1,11 0,66 52- 60 5,74 1,83 
23 3,57 2,15 1,13 0,69 6l- 70 6,52 2,07 
24 3,64 2,24 1,16 0,71 71- 90 7,72 2,46 
25 3,71 2,33 1,18 0,74 91-120 9,78 3,11 
26 3,78 2,42 '| 1,20 0,77 121-180 13,38 4,26 
27 3,85 2,50 1,23 0,80 181-360 21,62 6,88 / 


El alumno debe dibujar un perfil exacto a gran escala y superponerle un 
perfil aproximado para comparar. Es de señalar que, aunque el ángulo de 
presión en el odontógrafo de evolvente de Grant es de 150, la diferencia es tan 
pequeña, que este método aproximado puede ser usado para representar los 
dientes de un sistema de evolvente Normal en planos y que se usa corriente- 
mente con este objeto. 


PROBLEMAS 


En general, los problemas que se dan a continuación han sido previstos 
para su solución, a lápiz, en papel de dibujo, formato DIN ó UNE- 
A4 (210 x 297). Se recomienda papel blanco de buena calidad. La disposición 
general de una hoja se da en la Fig. P1-1. Sobre ella, como ejemplo, se ha 
resuelto el Prob. 1-1. En el planteamiento de cada problema se dan las escalas 
que deben ser utilizadas. Las posiciones de los mecanismos, diagramas, etc., se 
determinan por sus coordenadas X e Y, medidas tomando como origen la esquina 
inferior izquierda del papel. Por ejemplo, el punto 0,(150, 200), en la Fig. P1-1 
está situado a 150 mm del borde izquierdo del papel y a 200 del borde inferior. 
De igual forma, las coordenadas 0(30, 25) sitúan el punto 0 del diagrama de 
desplazamiento a 30 mm del borde izquierdo del papel y a 25 del inferior. 

Si se prefieren formatos de papel mayores, por ejemplo, A3(300 x 450) 
ó A2(420 x 590), pueden prepararse las hojas de forma que sirvan para dos o 
cuatro problemas respectivamente, o bien cambiar las escalas especificadas por 
otras, según se desee. 

Se puede tener una gran variedad de problemas por simple cambio de posi- 
ción del eslabón conductor o del conducido en los sistemas articulados o por 
cambio de especificación en los datos del problema o en las soluciones pedidas. 

En las páginas 484-487 se dan las soluciones de muchos de los problemas 
enunciados. i 

Capítulo 1. Introducción 


1-1. Dibujar el esquema del motor de gas de Atkinson (Figs. 1-15 y P1-1) 
y determinar las trayectorias de los puntos B y C. Construir el diagrama de 
desplazamiento del émbolo (eslabón 6) de acuerdo con el esquema general de 
la figura. Para escala y dimensiones, ver Prob. 8-9. Situación del mecanismo: 
0,(150, 200); para el diagrama de desplazamiento, o(30, 25). Longitud del dia- 
grama, 150 mm. Proporciones sugeridas: 3 mm para diámetro de los círculos 
que representan articulaciones giratorias y 6 X 5mm para el rectángulo que 
representa el elemento deslizante. 


1-2. De acuerdo con la Fig. 1-4, dibujar el esquema del mecanismo del 
cepillo a escala 1 : 6, con la manivela (eslabón 2) formando un ángulo de 30° con 
la horizontal. Tomando como posición de partida la del brazo oscilante (esla- 
bón 4) en su posición extrema derecha, dividir el círculo de la manivela en 
12 partes iguales, dando 150 mm de longitud al diagrama de desplazamiento 
del carro (eslabón 6) sobre el que se representará la variación de movimiento 
de dicho carro en un ciclo completo. Las especificaciones de dibujo, tales como 
numeración, rotulación, etc., se indican en la Fig. 2-26. Para dimensiones del 
mecanismo, ver el Prob. 8-20. Coordenadas: del mecanismo, O¿(115, 115); del 
diagrama de desplazamiento, o0(30, 12). 

1-3. En la Fig. 2-8 se representa el esquema del mecanismo de contra- 
manivela de retroceso rápido de una limadora o mortajadora. Este mecanismo 
está diseñado para proporcionar un movimiento lento a la herramienta de corte 
on la carrera descendente o carrora de trabajo y un retorno rápido de la herra- 
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mienta en la carrera ascendénte o carrera inútil. Dibujar el mecanismo a 
escala 1 : 4 con la manivela (eslabón 2) en la posición de la Fig. 2-8 (300 con la 
vertical). Datos: 0,0, = 67 mm; 0,4 = 143 mm; AB = 124 mm;0,B = 171 mm; 
O/C = 171 mm; BC = 248 mm; CD = 429 mm. 

Como punto de partida se tomará la posición extrema superior del carro 
(eslabón 6) y, dividiendo el círculo de manivela en 12 divisiones, igualmente 
espaciadas (puesto que la manivela tiene movimiento uniforme), dibujar el dia- 
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grama de desplazamiento. Longitud, 115 mm. Coordenadas; para el mecanismo, 
0;(165, 65); para el diagrama de desplazamiento, 0(20, —). 

1-4. En la Fig. P1-4, se ha dibujado el mecanismo de una bomba de ali- 
mentación de calderas de carrera variable. El movimiento es transmitido desde 
la manivela 0,4 a la articulación B sobre la barra de conexión CBD, cuyo 
extremo C lleva un patín con pivote, el cual puede moverse a lo largo de la 
pieza curva ranurada, eslabón 6. El radio de curvatura del ranurado o guía 
es igual a la longitud de la barra de conexión CBD, y la carrera de la bomba 
puede variar por giro del eslabón guía 6, alrededor del punto fijo E. La carrera 
puede variar desde 0 hasta un máximo de 100 mm, siendo la posición de la guía 
para la carrera máxima la representada en la figura. Dibujar el mecanismo a 
escala 1: 4. Coordenadas, 0,(165, 190). Se pide el diagrama de desplazamiento 


Elemento de Parte superior 
; del carril 


Objetos transportados 
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del émbolo (punto D). Dividir el círculo de manivela en 12 partes iguales, 
correspondientes a posiciones del punto A. Tomar como punto de partida 
del diagrama la posición inferior del émbolo. Coordenadas del origen, 0(30, 25). 
Longitud del diagrama de desplazamiento, 150 mm. 


1-5. En la Fig. P1-5 se muestra un modelo de mecanismo usado para el 
movimiento de materiales. El movimiento del mecanismo da lugar a un avance 
intermitente del material transportado. La característica fundamental del 
movimiento es que todos los puntos del elemento móvil de transporte, esla- 
bón 5, describen idénticas trayectorias. 

a. Dibujar el esquema del mecanismo representando solamente las partes 
designadas por letras en la figura. O,(100, 200). Escala 1: 1 para las dimen- 
siones dadas (que son proporcionales a las dimensiones reales). 0,4 = 35 mm, 
AB = 76 mm, 0,B = 84 mm, BC. = 36 mm, AC = 111 mm. 

b. Representar la trayectoria de un punto de C en el elemento de trans- 
porte. Punto de partida: Eslabón 2 en la posición señalada como posición cero. 
Encontrar las posiciones del punto O correspondientes a 24 posiciones de A 
sobre divisiones igualmente espaciadas de la circunferencia de la manivela. 


Cilindro 
432 mm. - hidráulico 


Bastidor 1 
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1-6. La Fig. P1-6 representa esquemáticamente el mecanismo de ajuste . 
de la placa frontal de empuje de un buldozer. Dibujar el esquema represen- 
tativo del mecanismo a escala 1 : 10, situando el punto B a (25, 75) en posición 
del papel apaisado. Determinar la posición del punto B cuando el pistón se ha 
movido (a) 100 mm y (b) 200 mm, dentro del cilindro hidráulico. 

1-7. El rotor de una turbina pequeña de gas tiene 150 mm de diámetro, 
girando a 30.000 r.p.m. Determinar la velocidad (en m/seg y km/hora), así 
como la aceleración normal (en m/seg*) de un punto periférico del rotor. 

1-8. Un avión a reacción realiza un viraje a lo largo de un arco de círculo 
a razón de 3 grados/seg, empleando un minuto en invertir su dirección, 
¿A cuántas g están sometidos el piloto y el avión, si las velocidades de éste 
son: (a) 500 millas/hora, (b) 1.000 millas/hora, (c) a 1.500 millas/hora? 

” El número de ges es la relación de la aceleración real del avión a la acele- 
ración de la gravedad. Determinar también, (d) los radios de los arcos a lo largo 
de los cuales se efectúan los virajes. 7 
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1-9. La carrera del émbolo de un motor de automóvil (ver Fig. 1-14) es 
de 100 mm. Determinar la velocidad de la muñequilla del cigiieñal (en m/seg y 
km/hora), así como la aceleración (en m/seg?), para una velocidad constante de 
régimen del motor de 3.000 r.p.m. 

1-10. El seguidor de una leva se mueve, en un cierto intervalo, a lo largo 
de una línea recta según la ecuación 


s = Bt? + Ot? 


El seguidor se mueve 1 cm en los primeros 0,1 segundos y 5 cm más (en 
total, 6 cm) al final de los 0,3 segundos. Se pide el camino recorrido, la velo- 
cidad y la aceleración del seguidor a los 0,2 segundos. 


Capítulo 2. Mecanismos articulados y uniones flexibles 


2-1. La Fig. P2-1 representa el esquema de un mecanismo de bomba de 
aire, diseñado para asegurar una carrera del émbolo igual a cuatro veces la lon- 
gitud de la manivela en lugar de dos veces, que es el caso normal en el sistema 


Fra. P2-1 ma 


biela-manivela, Representar las trayectorias de los puntos E y C y dibujar 
el diagrama cinomático (longitud = 115 mm) del émbolo (eslabón 5), para 
una rotación oomplota de la manivela (eslabón 2). 


4,24, PROBLEMAS’ 


En la figura se han representado las posiciones relativas de los eslabones, 
cuando el émbolo se encuentra en la posición extrema superior. Dibujar esta 
disposición del mecanismo para las dimensiones dadas, dividiendo, para la 


Fic. P2-2 


solución del problema, la circunferencia de la manivela en 12 partes iguales. 
Datos: AB = 25 mm, BC = BE = 29 mm, FE = 79 mm, DC = 120 mm. 
Escala natural. Coordenadas: para el meca- 
nismo, A(85, 65); para el diagrama cinemá- 
tico, 0(92,—). 

2-2. En la Fig. P2-2 se representa el 
mecanismo de accionamiento de una válvula 
de una máquina de vapor, equipada con 
distribución Corliss sin embrague. Esta parte 
de la distribución se representa en C en 
la Fig. 2-45. 

El movimiento angular, que imprime al 
eslabón 6 la varilla de mando 7 durante una 
rotación completa de la excéntrica, se indica 
en la figura, correspondiendo las divisiones 
angulares desiguales a divisiones angulares 
iguales del círculo de la excéntrica. La vál- 
vula de vapor gira el mismo ángulo que el 
eslabón 3, al cual está rígidamente unido. 

a. Determinar las posiciones angulares 
de 3, correspondientes a las posiciones an- 
gulares iguales de la excéntrica. 

b. Dibujar el diagrama cinemático de B 
(desplazamientos de la válvula) en la Figu- 
ra P2-2, correspondientes a las posiciones an- 
gulares iguales de la excéntrica, Fig. 2-45. 
(La correspondencia con las posiciones angu- 
lares de O.F, se muestra en la Fig. P2.2.) 


Fic. P2-3 
Datos: Dibujar el mecanismo con las dimensiones siguientes: 0,0 , == 162 mm; 


PROBLEMAS 425 


O¿A = 82 mm; O,B = 67 mm; BCO = 76 mm; AC = 44 mm; CD = 57 mm; 
O.D = 108 mm; DE = 143 mm; 0,£ = 152 mm y situadoen posición vertical. 

Nota. Si se resuelve el problema en papel, formato A4, deberá dibujarse 
el mecanismo a escala 2/3 respecto a las dimensiones dadas. La línea 0,04 
debe situarse paralelamente al borde más largo del papel. Coordenadas del 
mecanismo 0,(60, 170); para el diagrama cinemático, 0(20, 10); longitud del dia- 
grama = 200 mm. 

2-3. En la Fig. P2-3 se ha dibujado el esquema del mecanismo Whitworth 
de retroceso rápido de una máquina mortajadora. Se pide. 

. 4, Dibujar el esquema a escala 1 : 4 y un diagrama que represente los des- 
plazamientos del carro, correspondientes a desplazamientos angulares iguales 
del eslabón conductor 3. Tomar los desplazamientos del carro como ordenadas 
y los desplazamientos angulares iguales del eslabón 3, como abcisas. 

b. Determinar la razón de tiempos del mecanismo. Datos: 0,0, = 95 mm; 
O;A = 290 mm, formando un ángulo de 60° con la horizontal; 0,B = 102 mm; 
BC = 508 mm. Coordenadas: Mecanismo, Oy(155, 76), para el diagrama cine- 
mático 0(16, —). Longitud del diagrama cinemático = 150 mm. 


2-4. En la Fig. P2-4 se representa el esquema de la máquina de Andreau 
de carrera variable. Los círculos M y N representan las circunferencias primi- 
tivas de un par de engranajes Citroën (ver apartado 5-9 del texto), con engrane 
en P. Los eslabones 2 y 5 están rígidamente unidos a los engranajes M y N, 
respectivamente. Diámetro de M = 52 mm; diámetro de N = 105 mm. 


Fra. P2-4 Fia. P2-5 


(En el diseño do una máquina o en el estudio de su funcionamiento, par- 
ticularmente cuando los movimientos de sus elementos son tan complejos como 
en el caso presento, es esencial disponer do diagramas que representen la tra- 
yoctoria de varios puntos, así como las variaciones en la carrera del émbolo 
durante un elelo.) 
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Partiendo de la posición del elemento 0O¿C, tal como está dibujado (lo que 
corresponde a la posición más baja del émbolo, 7) y situándolo sucesivamente 
en 24 posiciones igualmente espaciadas (una revolución), representar la trayec- 
toria del punto B y dibujar el diagrama cinemático del émbolo (punto D). 
La longitud del diagrama cinemático será de 150 mm. La primera carrera 
ascendente del émbolo, corresponde a la carrera de escape. Indicar a lo largo del 
borde superior del diagrama las distancias que representan las carreras de escape, 
admisión, compresión y trabajo, de igual manera que en la Fig. 1-15. 

Coordenadas: Mecanismo 0,(100, 40). Diagrama cinemático, 0(60, —). Hacer 


el dibujo según las dimensiones dadas en la figura. (Opérese en dimensiones 
métricas.) 


2-5. En la Fig. P2-5 se da el esquema de la máquina Zoller de doble 
émbolo. Dibujar el mecanismo según las dimensiones dadas en la figura. Posi- 
ción de partida con la manivela 2 en la posición de la figura, esto es, con el 
émbolo 4 en su extremo superior. Dividir el círculo de manivela en 12 divisiones 
iguales y representar la trayectoria del punto B. Dibujar asimismo los diagra- 
mas cinemáticos de los dos émbolos © y D sobre la misma línea de base, para 
comparación. Situación del mecanismo, 0,(135, 45); diagrama cineméático, 
o(80, 80). 

Nota. Colocar la línea base del diagrama cinemático en posición vertical 
sobre el papel. Longitud 150 mm. (Opérese en dimensiones métricas.) 

2-6. El mecanismo articulado, esquematizado en la Fig. P2-6, es el de 
cucharón con engranajes Wellman, utilizado en las excavadoras. El esquema 
del cucharón (una mitad), en su posición cerrada, se ha dibujado en línea de 
puntos. Representar la trayectoria del borde de corte o ataque del cucharón 
(punto C), desde su posición cerrada, cuando el eslabón de accionamiento 2, forma 
un ángulo de 270 con la vertical que pasa por el punto O., hasta su posición 
extrema, después que 2 ha descrito un ángulo de 105%. Dibujar el mecanismo 
a escala 1:8. Situación del mecanismo, O,(90, 162). 


E Distancia 
æ horizontal entre 
g Jh 0, = 330 mm. 


e! 
rti de puntos + 
E del cucharón 3 
A d 
Fig. P2-6 Fic. P2-7 


2-7. Enla Fig. P2-7 se representa el esquema del mecanismo de línea recta 
de un interruptor de aceite. El punto O se mueve a lo largo de una línea recta, 
dentro de su campo de funcionamiento. 

a. Dibujar el mecanismo para las dimensiones dadas en la figura, 0,(12, 75), 
representando las trayectorias de los puntos A, B y O, utilizando desplaza- 
mientos aproximados de 25 mm para el punto B y partiendo de la posición 
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correspondiente a 0,4 formando un ángulo de 60% con la horizontal. Utilizar 
un sistema de numeración para indicar las posiciones intermedias de todos los 
puntos. Determinar la trayectoria completa del punto C, que es una curva 
cerrada. 

b. Indicar claramente, dibujando el mecanismo con línea punteada, las 
posiciones de punto muerto en el caso de ser 2 el eslabón conductor y cuando 
lo es el 4. 

2-8. Dibujar el mecanismo indicador de Crosby, Fig. P2-8, a escala 1,5 : 1 
(las coordenadas y dimensiones serán para este 
problema en pulgadas) O.(1 */,””, a); 0,0, = 5 s3 O 200M, 
O, A (vertical) = "5/14 OaD = "Ja; BD = “laa” i% 
BO =3*f4' AB = jg”. 

Tomando como punto de partida la posición 
extrema inferior del punto C, moverlo verticalmente 
según su trayectoria rectilínea y a intervalos de*/,””, 
dibujando la trayectoria correspondiente del pun- 
to D. Determinar el arco de círculo que pasará 


Fig. P2-8 Fra. P2-9 


por las diversas posiciones de D (aproximadamente) y así determinar la posición 
de O, y la longitud del eslabón 5. 


2-9. El mecanismo siguiente se utiliza en la cabeza de las máquinas de 
coser, actuando sobre la barra de la aguja. 

La Fig. P2-9 la representa esquemáticamente, mostrando la relación entre 
sus elementos y las dimensiones de los eslabones. El eslabón 2 es la manivela, 
que se supone que gira en el sentido de las agujas de un reloj a velocidad cons- 
tante. El 6 es la barra de la aguja, que se mueve vertical y alternativamente. 
Desde su posición extrema inferior, la barra de la aguja se mueve hacia arriba 
un corto trecho para crear un lazo en la hebra, transportada por la aguja, y 
desciende después a su posición extrema inferior para completar el punto. ` 
Después de completar el punto se mueve nuevamente la aguja hacia arriba 
y desciende finalmente a su posición inferior, con lo que se termina el ciclo. 
Es interesante observar que este movimiento completo de la aguja es realizado 
por la combinación de dos mecanismos simples de cuatro eslabones. 

a. Dibujar el mecanismo a escala doble, en la fase correspondiente a la 
Fig. P2-9,0,(50, 100), con la hoja de dibujo apaisada y el espacio para el título 
a la derecha. 

b. Dibujar el diagrama cinemático del punto D sobre la barra de la aguja, 
partiendo de la posición 3xtrema inferior de D y dividiendo el círculo de mani- 
vela on 18 partos iguales. 0(95, —). Longitud del diagrama cinemático, 150 mm. 

2-10. Wn la Fig. P2-10 se representa esquemáticamente una parte del 
moeandemo do una máquina de envolver. Dibujar el mecanismo con la disposi- 
ción y dimensiones dadoa on la figura, 0,(465, 180). El punto Æ está en su posi- 
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ción extrema derecha cuando la manivela, eslabón 2, está en la posición de la 
figura. Tomando esta posición de 2 como posición cero y dividiendo en 12 partes 
iguales el círculo de manivela, dibujar el diagrama cinemático del punto E 
para una revolución de la manivela. Longitud del diagrama de desplazamiento 
150 mm; origen, punto o(32, 50). 


E 


Fic. P2-10 


2-11. La Fig. P8-3 representa esquemáticamente el mecanismo de una 
prensa de palanca. El eslabón 2 es el conductor y el 8 el último eslabón con- 
ducido. Dibujar el mecanismo a escala 1:8 : O,(150, 190). 

Partiendo con el pilón (eslabón 8) en su posición extrema inferior y divi- 
diendo el círculo de manivela en 24 partes iguales, dibujar el diagrama cine- 
mático del pilón. Longitud del diagrama 150 mm, con origen en el punto 
0(30, 20). 

2-12. Un par de conos de poleas de tres pasos une dos ejes, conductor 
y conducido (separados 42 cm), por medio de una correa cruzada. El eje con- 
ductor gira a 275 r.p.m. y la polea más pequeña del cono conductor es de 
12 cm de diámetro. El eje conducido debe tener las velocidades siguientes: 
175, 225 y 300 r.p.m. 

a. Determinar el diámetro de todas las poleas de ambos conos. 

b. Determinar la longitud de correa necesaria. 


2-13. Resolver el problema precedente suponiendo que sé utiliza una 
correa abierta en lugar de cruzada. 


2-14. En una máquina mortajadora provista de transmisión por correa, 
el eje conductor A, cuya velocidad es de 200 r.p.m. se une al eje conducido B, 
por medio de un par de conos de cuatro poleas y una correa cruzada. La distan- 
cia entre ejes es igual a 96 cm, y la polea mayor del cono del eje conductor 
tiene un diámetro de 15 cm. Las velocidades máxima y mínima del eje con- 
ducido son 544 y 68 r.p.m, respectivamente, debiendo estar las velocidades 
intermedias en razón geométrica. Calcular la longitud de correa necesaria, 
así como los diámetros de todas las poleas de ambos conos. 


2-15. Resolver el problema anterior con correa abierta en vez de cruzada. 


2-16. En un polipasto similar al dibujado en la Fig. 2-67, el bloque superior 
tiene dos poleas y el inferior tres. Dibujar el mecanismo en la forma esquemática 
de la Fig. 2-68, determinando la ventaja mecánica. 
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2-17. En un mecanismo diferencial elevador de cadenas, similar al repre- 
sentado en la Fig. 2-69, el bloque superior está constituido por dos poleas, una 
con 22 alvéolos para cadena y otra de 20, caladas sobre el mismo eje. El bloque 
inferior o bloque del gancho tiene una polea de 21 alvéolos. 

a. ¿Cuál es la ventaja mecánica de este diferencial? 

b. Sila cadena corre sobre la polea superior a la velocidad de 0,25 m/seg. 
¿A qué velocidad subirá el peso? 

2-18. En la Fig. P2-18 se esquematiza el mecanismo básico de una máquina 
de escribir portátil. Dibujar el mecanismo a escala 1: 1 con las dimensiones 
“dadas. O4(190, 130). Para que la letra (el tipo) golpee el rodillo, la palanca 6 
debe girar 90% en sentido de las agujas del reloj. Determinar y rotular en el di- 
bujo la distancia que el punto B debe moverse sobre el teclado. 


82,5 mm.— ——— 82,5 mm. 


Fic. P2-18 


2-19. En la Fig 2-31 del Cap. 2 se representa una bomba de palas desli- 
zantes, que se mueven dentro de unas ranuras del rotor. Si se supone que 
los dos círculos que representan el rotor y el interior del estator, sobre el que 
ajustan las palas, tienen diámetros de 100 y 125 mm, respectivamente, y, 
siendo la distancia entre centros de ambos círculos de 12 mm, dibujar la curva 
de desplazamiento radial (a lo largo de su ranura) de una pala deslizante al 
girar el rotor. Utilizar un mínimo de 12 posiciones angulares del rotor. Elegir 
como posición inicial aquélla en que la paleta está completamente metida en 
su ranura. Centro del rotor (108, 178). Hacer el dibujo a escala natural. Línea 
base para la curva, 150 mm; realzar las ordenadas al doble. 

2-20. Diseñar y dibujar, a escala de propia elección, pantógrafos que reduz- 
can el tamaño de letra (a) a un cuarto del tamaño natural y (b) a un décimo. 
Nótese que los pantógrafos ajustables utilizados en las máquinas de grabar, 
permiten una gran flexibilidad en la elección de tamaños de letra, sin necesidad 
de tener una gran variedad de tamaños patrón. Esquematizar el diseño de uno 
de tales pantógrafos ajustables. 

2-21. En la Fig. 2-49 del Cap. 2 se representa un regulador centrífugo de 
bolas. Se supone que tal regulador está unido y gira con el eje de una turbina 
de vapor que gira a 3.600 r.p.m. El c.d.g. de cada peso está a 60 mm de dis- 
tancia del eje. 

a. Determinar la velocidad en metros por segundo y la aceleración en 
metros por segundo del c. d. g. de cada peso, dibujando en un esquema sus 
direcciones. 

b. Determinar la fuerza centrífuga de una bola que pesa 500 gr. Mostrar 
la dirección de la fuerza. 

2-22. Rosolver el problema análogo siguiente utilizando unidades inglesas. 
So trata do un regulador centrífugo del tipo representado en la Fig. 2-50, 
utilizado on una máquina de vapor, cuya velocidad de giro es de 350 r.p.m. 
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A esta velocidad, el centro de gravedad del peso W está situado a la distancia 
radial de r = 1?*/, pies. Determinar la velocidad en pies por segundo y la 
aceleración en pies por segundo por segundo del c.d. g. del peso, dibujando 
en un esquema sus direcciones. Determinar también la fuerza centrífuga por 
libra del peso W. [Recordar que F = (W/32,2) 4A]. 


Capítulo 3. Levas 


3-1. Dibujar una leva que ha de transmitir un movimiento armónico 
a un seguidor de rodillo, de la siguiente forma: Sube 25 mm en tanto que la 
leva gira 120 grados; queda en reposo durante 60 gra- 
dos; baja 25.mm en los 90 grados siguientes y queda en 
reposo los 90 grados restantes. La posición inicial del 
empujador con relación al eje del árbol de levas y otros 
detalles en relación con la disposición general se mues- 
tran en la Fig. P3-1. Las coordenadas del eje son 
(108, 120). 

3-2. Resolver el mismo Prob. 3-1, dotando al se- 
guidor de un movimiento parabólico. Coordenadas de 
la curva base 0(125, —); longitud = 75 mm. 

3-3. Idem, con movimiento rectilíneo modificado. 
Coordenadas de la curva base, 0(125,—); longitud = 
= 75 mm. 


3-4. Idem, pero con la trayectoria del empujador 
en una línea vertical desplazada 15 mm a la izquierda 
Fic. P3-1 de la línea vertical que pasa por el eje de la leva. 


3-5. Con los mismos datos que en el Prob. 3-1, ex- 

cepto respecto al diámetro del eje = 12,7 mm; diámetro del cubo = 25,4 mm; 
chavetero 3,17 x 1,58 mm; distancia entre los ejes del rodillo del empujador y 
de la leva = 25,4 mm; recorrido del seguidor = 19 mm. 

a. Dibujar la leva, señalando en el dibujo la circunferencia primitiva 
y determinando el ángulo máximo de presión (Fig. 3-9). Coordenadas del eje 
de la leva (135, 125). 

b. Dibujar el diagrama cinemático del seguidor, señalando los ángulos 
de presión (Fig. 3-9). Las coordenadas del diagrama cinemático son, 0(45, 20). 
(Este diagrama se dibuja verticalmente sobre el papel.) 

3-6. a. Construir el perfil de una leva para trans- 
mitir movimiento armónico a un seguidor de cara plana 
de la siguiente forma: Sube 25 mm para un giro de 90% de 
la leva; queda en reposo otros 909; baja 25 mm durante 
los siguientes 900 y vuelve a quedar en reposo los 900 
restantes. 

b. Determinar la longitud que requiere la cara del 
seguidor, añadiéndole después 3 mm a cada extremo. 

En la Fig. P3-6 se da ulterior información en rela- 
ción con la disposición general. Las coordenadas de los 
ejes de la leva son los siguientes, (108, 120). 


3-7. Igual que el Prob. 3-6, excepto por la na- 
turaleza del movimiento del seguidor, que ha de ser 
parabólico. ` Fic. P3-6 


3-8. Igual que el Prob. 3-6, excepto que la cara del seguidor de la Fig. P3-6 
ha de girarse en el sentido de las agujas del reloj 15% alrededor de su punto de 
intersección con la línea vertical de centros. 


Chavetero 6 X 3 mm. 


Chavetero 6 X 3 mm. 
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3-9. a. Dibujar el esquema de una leva que ha de transmitir movimiento 
rectilíneo modificado a un seguidor de cara plana (Fig. P3-6), de la siguiente ma- 
nera: Sube 1'” mientras la leva gira 900, queda en reposo los 90% siguientes; 
baja 1°’ en los 90° siguientes y queda en reposo los restantes. 

b. Determinar la longitud requerida por la cara del seguidor y añadirle 
1/8” a cada extremo. Las coordenadas del eje de la leva son (4 */,*”, 5 */,*”). 
Longitud del diagrama cinemético 6°’, o(1 1/4”, 1 1/,1”). Radio de curvatura 
del movimiento rectilíneo modificado = 1/,””. 


3-10. Una leva simple para un generador de impulsos, tiene que transmitir 
movimiento a un seguidor de rodillo en dirección radial, de acuerdo con las 
especificaciones siguientes: sube 6 mm en los primeros 90°, baja 6 mm en los 
909 siguientes y permanece en reposo los 180% restantes. La curva base de mo- 
vimiento del seguidor es parabólica tanto en la subida como en la bajada. 
El ángulo de presión máxima es de 20%, El factor de leva para este ángulo de 
presión es- 5,5. El diámetro del rodillo del seguidor es de 20 mm. 

a. Dibujar la curva parabólica de subida del seguidor a escala cuatro 
veces la natural, O(38, 216). Se recomienda dividir la línea base en 10 partes 
iguales. 

b. Dibujar el perfil de leva, partiendo como posición inicial de la más 
baja del seguidor. Coordenadas del eje de la leva (115, 95). Escala, cuatro veces 
la natural. 


19 mm.: 
12 mm. Jig; 


Fra. P3-11 


8-11. El seguidor de rodillo de la Fig. P3-11 está montado en el extremo 
de un brazo que tiene su eje de giro en A. Construir el perfil de la leva que ha 
de transmitir movimiento al seguidor de acuerdo con las siguientes especifi- 
cacionon: curva baso, movimiento armónico; sube 15% cuando la leva gira 1209; 
reposo durante 1500; descenso 150, durante los últimos 900, La posición extrema, 
inforlor del segnidor y demás datos nocesarios sobre la disposición general se 
dan en la figura, Coordenadas del ojo do la leva (108, 115). 
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3-12. Igual que el Prob. 3-11, excepto que los períodos de subida, bajada 
y reposo son iguales, los tres, a 1200, 

3-13. El seguidor de cara plana de la figura P3-13, debe moverse de acuerdo 
con las siguientes especificaciones: curva base, movimiento armónico. Subida, 
150 durante el giro de leva de 1209; reposo, los 900 siguientes; baja, 150 los 900 
siguientes; reposo durante los últimos 600., 

a. Determinar el perfil de leva necesario. 

b. Determinar los límites de contacto a lo largo de la cara del seguidor. 
La posición inferior del seguidor y demás datos pueden verse en la figura. 
Las coordenadas del eje de la leva son (108, 125). 


Nota. La posición inicial del 
brazo superior está a 7 1/2 
grados a la izquierda del 

eje vertical por A 


3-14. Igual que el problema anterior, salvo que los períodos de subida, 
bajada y reposo son de 1200, 

3-15. ¡Determinar la forma de la canal guía de una leva cilíndrica que ha 
de proporcionar su movimiento al brazo oscilante, alrededor del eje 4A, de 
acuerdo con la siguiente ley: En el primer tercio de vuelta de la leva, el brazo 
sale 15% con movimiento armónico. Queda en reposo durante */¿ de vuelta. 
Retrocede 15% con movimiento armónico durante el siguiente tercio de vuelta 
de la leva. El rodillo es de 15 mm de diámetro en su parte más ancha y 9,5 mm de 
longitud, y de tal forma que proporcione contacto de rodadura pura. Las 
coordenadas del eje de leva son (160, 75). Para el diagrama cinemático, esto es, 
para el desarrollo de la superficie cilíndrica, que se situará paralelo al borde 
izquierdo de la hoja de dibujo, o(60, 6). 

3-16. En el mecanismo de la Fig. 3-25, la cara del seguidor está en su 
posición extrema inferior, que es de 25 mm por encima del eje de la leva. El 
seguidor ha de tener un movimiento vertical de 32 mm, mientras que la leva 
gira, a izquierdas, 45% con velocidad uniforme. Las posiciones del seguidor, 
correspondientes a posiciones angulares iguales de la leva, han de ser 3 mm, 
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ll mm, 21 mm y 32 mm, respectivamente, por encima de su posición inicial. 
Determinar el perfil de trabajo de la leva y dibujar el esquema completo de la 
leva y el seguidor a una escala adecuada. Coordenadas del eje de la leva (70, 110). 


Fra. P3-15 


3-17. Las dimensiones del mecanismo de levas de un molino de pisones 
o bocarte, similar al mostrado en la Fig. 3-26, son las siguientes: diámetro del 
árbol de levas, 130 mm; diámetro del cubo, 300 mm. El eje del pisón está 
a 130 mm del eje del árbol de levas; la placa elevadora está a 400 mm del eje 
del árbol de levas cuando ocupa su posición extrema superior, siendo su caída 
de 225 mm hasta su posición extrema inferior. El diámetro de la placa elevadora 
es de 225 mm y su altura 265 mm. El diámetro del eje del pisón 
es de 75 mm, y la superficie de contacto de la leva, 50 mm, sobrepasando 
6 mm del frente del eje del pisón. Dibujar la leva y el seguidor a escala 1 : 4. 
Las coordenadas del eje del árbol de levas son (108, 105). La leva gira, en sen- 
tido contrario a las agujas del reloj, a la velocidad de 55 r.p.m. 

a. Suponiendo 24 intervalos de tiempo por revolución y que el pisón 
sube con movimiento uniforme, quedando en reposo durante */¿ de un intervalo 
de tiempo, después de caer a su posición extrema inferior, construir el diagrama 
cinemático del movimiento del seguidor en un ciclo completo, sobre una línea 
base de 150 mm. Coordenadas, o(30, 6). 

b. Determinar el perfil de leva preciso. 

3-18. Un seguidor de leva ha de caer 76,2 mm desde su posición extrema 
superior a la extrema inferior con movimiento armónico simple, durante 900 de 
rotación de la leva. Si la aceleración máxima permisible del seguidor es de 
150,4 om/sog*, ¿cuáles son las máximas r.p.m. permisibles de la leva? 

3-10, Una lova gira a 100 r.p.m. Si el seguidor se levanta 2%’, con movi- 
miento uniformomento acelerado y decelerado a 120”'/seg?, ¿cuántos grados de 
la lova son prooisos para dicho movimiento? 
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3-20. En un diagrama cinemático existe una elevación de 25,4 mm, con 
movimiento armónico simple, para un ángulo de leva de 120%. La leva gira a 
600 r.p.m. Determinar la velocidad y la aceleración para ángulos de leva de 
600 y 800. 

3-21. La caída de un seguidor de leva tiene lugar en tres fases: Aceleración 
constante, 12,7 mm; velocidad constante, 38,1 mm; y deceleración constan- 
te, 25,4 mm. La velocidad admisible es de 1,52 m/seg. La velocidad de la leva 
es de 300 r.p.m. 

a. ¿Cuántos grados de leva requiere cada fase? 

b. ¿Cuál es el valor de las aceleraciones y doceleraciones ? 


3-22. Dado el diagrama cinemático de un seguidor de leva, en el que una 
parte del movimiento de dicho seguidor tiene lugar de acuerdo con la ecua- 
ción x = Oo + Ot + Cot? + Ot’, 

a. Calcular la velocidad de cambio de la aceleración. 

b. Modificar la ecuación de tal forma que dicha velocidad de cambio sea cero 
dentro del intervalo. Dibujar un diagrama aceleraciones-tiempos. ¿Se anula ne- 
cesariamente esta velocidad de cambio en los extremos del intervalo ? 

3-23. En determinado proyecto, la carga de choque del seguidor, originada 
por la velocidad de cambio de la aceleración ha de mantenerse dentro de límites 
razonables, haciendo que el diagrama, velocidad de la aceleración-tiempo, sea 
parábolico y simétrico como en la Fig. P3-23. La parte de curva entre A y B 
viene dada por la ecuación d*x/dt3 = cé2, 

a. Determinar las ecuaciones de la aceleración, velocidad y desplazamiento. 

b. ¿Cómo pueden evaluarse las constantes de forma que el diagrama cine- 
mático pueda dibujarse y ser construido el perfil de leva necesario ? 


Velocidad 
de la 
aceleración 
gx ? 
dt? 
0 Tiempo 
Fre. P3-23 


Capítulo 4. Ruedas dentadas. Engranajes rectos 


4-1. Una rueda de evolvente con dientes de 141/, grados (sistema de. 
evolvente profunda) tiene un diametral pitch de 1 y un diámetro de la circun- 
ferencia primitiva de 12%’. Eje de la rueda, o(110, 15). 

Empleando el método utilizado en la Fig. 4-13, Art. 4-10, dibujar a tamaño 
natural, un diente completo. (Las proporciones del diente estarán de acuerdo 
con el Art. 4-26.) 

4-2. Diseñar los dientes de una pareja de ruedas de forma que cumplan 
las especificaciones siguientes: Dientes de evolvente profunda de 14*/, grados 
(Ver Art. 4-26 para proporciones del diente). Diametral pitch = 2*/,; diámetro 
de la circunferencia primitiva del piñón = 6°’; diámetro de la circunferencia 
primitiva de la rueda = 12,800’; juego = 0. El piñón es el conductor y su sen- 
tido de rotación es el de las agujas de un reloj. Ejes del piñón (120, 12) (Ref. 
Art. 4-14). i 

a. Dibujar sólo cuatro o cinco dientes de cada rueda, con un par de 
dientes en contacto en el punto primitivo. 


PROBLEMAS 435 


b. Indicar sobre el dibujo: (1) Angulos de aproximación, ap y ag; (2) ángulos 
de alejamiento fp, fg; (3) línea de acción; (4) trayectoria del contacto en la 
evolvente (indicarlo con línea gruesa); y (5) ángulo de presión, 0. 

c. Comprobar si existe interferencia en los dientes y, si la hay, indicarlo 
en la forma mostrada en la Fig. 4-19. 

d. Si el extremo del diente que interfiere ha de modificarse para hacerse 
cicloidal, de forma*que engrane con el flanco radial del otro diente, ¿cuál debe 
ser el diámetro del círculo utilizado como generador de la cicloide ? 


4-3. Igual que el Prob. 4-2, excepto que las coordenadas del piñón son 
(110, 250). 


4-4. Igual que el Prob. 4-2, excepto que las coordenadas del piñón son 
(110, 250), y la rotación del piñón es en sentido contrario a las agujas del reloj. 


4-5. Igual que el Prob. 4-2, excepto que la rotación del piñón es en sentido 
contrario a las agujas del reloj. 


4-6. Planteamiento idéntico que el del Prob. 4-2, con la excepción de que 
el diámetro de la circunferencia primitiva es de 127’. 


4-7. Igual que el Prob. 4-6, con la excepción de que la rotación del piñón 
es en sentido contrario a las agujas del reloj. 


4-8. Un piñón de evolvente de 12 dientes, con dentado de 14 */, grados 
de evolvente profunda y 1 1/, de diametral pitch, engrana con una cremallera. 
Ejes del piñón, 0(25, 140). El piñón es motriz y gira en sentido de las agujas 
del reloj. La cremallera se mueve verticalmente en la hoja de dibujo. Hacer 
el dibujo a escala natural. 

a. Dibujar un par de dientes en contacto en el punto primitivo y los das 
pares de dientes adyacentes, uno a cada lado del punto primitivo. Utilizar 
el método del odontógrafo” de Grant, dado en el Apéndice, para el dibujo de los 
perfiles. 

b. Dibujar la circunferencia base del piñón y las circunferencias primitivas. 

c. Dibujar la línea de acción del contacto evolvente-evolvente con línea 
gruesa y flechas en los extremos. 

d. Indicar la interferencia, rayando la parte de diente que habría que 
eliminar para evitar la interferencia. 

e. Indicar el nuevo ángulo mínimo de presión necesario, si es preciso eli- 
minar la interferencia por aumento del ángulo de presión. 

f. Indicar los ángulos de aproximación y salida para el piñón, en el contacto 
de evolvente. ¿Cuál será el ángulo de acción para la cremallera ? 

- y. Determinar la relación de contacto del piñón para el contacto de evol- 
vente. 


4-9. Igual que el Prob. 4-8, excepto que se empleará dentado Normal 
corregido de evolvente corta de 200 y. que el eje del piñón está situado en 
(210, 140). La cremallera se mueve verticalmente en la parte izquierda del 
papel. Nota. El método del odontógrafo de Grant, dado en el apéndice, 
no es aplicable a los dientes de 20°. Se sugiere que se dibuje un perfil cicloidal 
verdadero y una plantilla para su uso en el dibujo de los perfiles pedidos. 


4-10. Igual que el Prob. 4-9, excepto que el piñón tiene 16 dientes. 


4-11. En el Art. 2-18 del texto se ha dado un plano y una descripción de 
una soplante. En la Fig. P4-11 se dan algunas dimensiones generales de dicha 
soplanto. Trazar los porfiles cicloidales de los rotores o impulsores. Ver Art. 4-18. 
El diámetro de la cireunforencia generadora es */, del de la circunferencia 
primitiva (en el caso de tres lóbulos, soría 1/,). Puede observarse que con las 
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curvas completas, los impulsores actúan como un par de dientes que engranan 
en el caso de engranajes cicloidales. Sin embargo, sólo puede ser acción real de 
engrane (en el sentido de acción motriz efectiva) en ciertas partes del recorrido. 

El mantenimiento de la adecuada rodadura se asegura por un par externo 
de ruedas iguales cuyas circunferen- 
cias primitivas se indican en la figura. Eje 
del impulsor inferior (110, 100). Escala, 
natural. 


4-12. Planteamiento idéntico que el 
del Prob. 4-11 con la excepción de que los 
impulsores han de tener perfiles de evol- 
vente y el diámetro de las circunferencias 
primitivas de las ruedas es de 4”. 
El ángulo de presión es de 35%. Tomar 
como punto de partida para la construc- 
ción la posición del eje longitudinal del 
impulsor inferior a 45% en el segundo cua- 
drante. Los extremos de los impulsores 
se redondean con un arco de círculo, cuyo 
radio es de 1 */;3, de pulgada y cuyo cen- 
tro está situado sobre la circunferencia 

Fia. P4-11 primitiva. El mismo arco, con centro en 

la circunferencia primitiva, servirá para 

la unión de las curvas evolventes de los dos lóbulos dentro del círculo base. 
Eje del impulsor inferior (110, 75). Escala natural. 


Capítulo 5. Tipos de engranajes y métodos de fabricación 


5-1. Diseñar un par de ruedas cónicas que cumplan los siguientes. 
requisitos: dientes de 14 */, grados, sistema compuesto. (Para proporciones, 
ver Art. 4-26.) El ángulo entre los dos ejes es de 75%; relación de velocidades, 
2: l; diametral pitch = 4; diámetro de la circunferencia primitiva de la 
rueda = 8”; longitud de cara = 1 */,””. Trazar, por lo menos, dos dientes sobre 
el cono posterior desarrollado de cada rueda y dibujar una sección, similar 
a la de la Fig. 5-4. Tómense para los ejes, cubos, etc., proporciones similares a las 
de la Fig. 5-4 citada. Los ejes del piñón y de la rueda se cortan en el punto 
(115, 50) (posición del papel, apaisado). Eje de simetría de la rueda, vertical. 


5-2. Igual que el Prob. 5-1, pero los dientes se ajustarán al sistema Gleason 
para engranajes cónicos (Art. 5-15). 

5-3 a 5-7. Dibujar en sección una pareja de ruedas cónicas de dientes 
rectos, que cumplan los siguientes requisitos (tomar los datos de la tabla adjunta): 


Dentado normal Gleason; ángulo de los ejes, 4 = ; número de dientes del 
piñón, B = ; número de dientes de la rueda, O = ; diametral pitch, D = 
Los ejes del piñón y de la rueda se cortan en (E = ,F =  )(hoja apaisada). 


Representar los conos primitivos y los posteriores por medio de líneas 
llenas y de puntos. Dibujar, por lo menos, dos dientes sobre el cono posterior 
desarrollado de cada rueda. Los perfiles de evolvente de los dientes serán 
aproximados, usándose los siguientes radios, con centros en los círculos de base. 


Para el piñón, Œ = ; para la rueda, H = 
Para el trazado se utilizarán las proporciones siguientes: longitud de cara, 
I = ¡eje del piñón, J = ; eje (agujero) de la rueda, K = ; altura del cubo 


del piñón, L = ; ídem de la rueda, M = ; en el chavetero se alojará una 
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chaveta cuadrada, cuyos lados son un cuarto del diámetro del eje (agujero) 
de la rueda; el diámetro del cubo es doble del del agujero en todos los casos. 

Tabular en.el dibujo los siguientes datos para el piñón y la rueda: Número 
de dientes, paso, alturas de cabeza y de base, espesor, número generador de 
dientes. 


Prob. A |B|C|D| E |F|G..H| ITJIK| LIM 
5-3 |900| 16 | 321 4 (4/, 3 | a (19, 1/112/112/,2 |2/, 
5-4 |900| 14124 | 4 (4/1 3 | he | 7e] 1/4 1/1 12/,)1/, | 1%, 
5-5 |900| 14 26 | 4 (4/1 3 | %/ | he, Iji] P/ 12/1/17, 
5-6 |900| 14/28 | 4 |j] 3 | he | he] 1/4 14/4] 1/2] 1, | 12, 
5-7 |900| 14 130 | 4 (4 | 3 | */u | “fa | P/ 2/4 2/11/11 


Todas las dimensiones se dan en pulgadas. 


5-8. Dibujar, de forma similar a la mostrada en la Fig. 5-19, un engranaje 
de rueda-tornillo sinfín, con una relación de velocidades de 18: 1. El tornillo 
es a derechas de doble roscado y con un paso lineal de */, de pulgada. 

El agujero del tornillo es de 1 ?/,”” y el de la rueda, 1 */,'”. Para propor- 
ciones ver Art. 5-16, utilizando como guía para el trazado del cubo, radios, 
llantas, etc., la Fig. 5-19. Las coordenadas del eje de la rueda son (115, 40). 

Nota: El dibujo de la Fig. 5-19 está de acuerdo con las Normas de la Ame- 
rican Gear Manufacture's Association (Art. 5-16). 


5-9. Igual que el Prob. 5-8, excepto que el tornillo es de rosca simple y la 
razón de velocidades es 36: 1. 


5-10. El objeto de este problema es hacer una comparación de las formas 
de dientes de los sistemas de 14 */, grados compuesto, Fellows de diente-corto 
y Gleason, para engranajes cónicos (altura desigual), utilizando los datos 
siguientes y haciendo los dibujos a escala 1/2. 

Sistema compuesto 14 */, grados: diámetro circunferencia primitiva = 4 pul- 
gadas; diametral pitch = 4; perfil del' diente exterior del círculo base, apro- 
ximado con un arco de ?/,”” de radio, con centro en la circunferencia base; 
radio del filete = */,,””; eje (coordenadas) de la rueda (38,50) (Arts. 4-23 
y 4-26). 

Sistema Fellows de diente corto: diámetro de la circunferencia primi- 
tiva = 4 pulgadas; diametral pitch = */;; perfil del diente, de evolvente, apro- 
ximado por un arco de */,”” de radio, con centro en la circunferencia base; 
radio del filete = */,,””; eje de la rueda (104, 50) (Arts. 4-24 y 4-26). 

Sistema Gleason para engranajes cónicos: diámetro del círculo primitivo del 
piñón = 4 pulgadas; diametral pitch = 4; altura de cabeza = 0,3375''; altura 
de base = 0,2095'”; espesor del diente = 0,4424*”; el perfil de evolvente del 
diente, aproximado por un arco de ?/,”” de radio, con centro en la circunferencia 
base; radio del filete */,,””; eje de la rueda (178, 50) (Art. 5-15). 

Trazar un diente de cada uno de los sistemas 14 */, grados, compuesto, 
Fellows y Gleason, indicando en cada uno las dimensiones en pulgadas, alturas 
de cabeza y do baso y espesor del diente. Indicar también los ángulos de presión 
en grados, 

Capítulo 0. Mecanismos de movimiento intermitente 


6-1. Dibujar un engranaje intermitente similar al representado en la 
Fig. 6-4, on el que an verifique que el conducido dé un cuarto de vuelta 
por cada vuolta completa del conductor. Distancia entro centros, 100 mm. 
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Coordenadas del eje del conducido (110, 90). El eje del conductor está situado 
en la línea vertical dé simetría que pasa por el eje conducido. 

6-2. Trazar un par de ruedas, combinación en cruz de Malta, en la que 
la conducida dé un sexto de vuelta por cada vuelta del conductor. Distancia 
entre centros = 100 mm. Eje del conducido (110, 90), cuando está directamente 
bajo la rueda conductora. 


6-3. En una placa circular es preciso realizar en la periferia 17 escotaduras, 
exactamente espaciadas. Describir detalladamente el método a seguir para 
realizar este trabajo con una fresadora, utilizando el divisor répresentado en 
la Fig. 6-7. 

6-4. Dibujar a una escala cuádruple de la utilizada en la figura el esquema 
del mecanismo utilizado en el accionamiento de un embrague a fricción (Fig. 6-19) 
e indicar las posiciones de todos los eslabones, en sus posiciones extremas. 
Con el papel en posición apaisada, la intersección del eje de simetría del árbol 
con el eje del cono está en (30, 20). i 


Capítulo 7. Trenes de mecanismos 


7-1. Dado el tren de engranajes representado en la Fig. P7-1 y con los 
datos siguientes: Rueda 4, 20 dientes; rueda B, 12 dientes, diametral piteh, 10; 
piñón D, diámetro de la circunferencia primitiva, igual a 13/,”” y diametral 
pitch, 8; rueda E, 30 dientes; tornillo F de triple rosca a derechas; rueda del 
tornillo G, 45 dientes; rueda H, 15 dientes y diametral pitch, 6, determinar: 

a. ¿Cuántas revoluciones de la rueda 4, en la dirección indicada por la 
flecha, son necesarias para mover la cremallera K una distancia de 1 pulgada? 

b. ¿En qué dirección se moverá la cremallera ? 


Fla P7-1 pr” Frc. P7-2 


7-2. En la Fig. P7-2 se ha representado un tren de mecanismos a través 
del cual se comunica potencia a las herramientas de corte de una talladora de 
engranajes cónicos. a es la polea motriz; b y c son dos ruedas de un juego de 
ruedas de cambio, con objeto de variar la velocidad; el elemento f es una placa 
manivela, unida a la rueda e; g es una cremallera, que engrana con el piñón k 
por un extremo, articulado por el otro en un perno ajustable en la placa manivela. 
El perno ajustable proporciona la posibilidad de variar la longitud de la carrera 
de la herramienta. La herramienta de corte va soportada en una deslizadera 
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recíproca a la que se une la cremallera k. Datos: La polea motriz gira a 
500 r.p.m.; el perno en la placa manivela está dispuesto para un recorridó de 
63,5 mm; rueda b, 24 dientes y diametral pitch, 8; rueda c, 56 dientes y diame- 
tral pitch, 8; rueda d, 15 dientes y diametral pitch, 8; rueda e, 100 dientes. y 
diametral pitch, 8; rueda h, 25 dientes y diametral pitch, 6; rueda j, 25 dientes 
y diametral pitch, 6. 

a. ¿Cuántas carreras por minuto da la herramienta? 

b. ¿Cuál es la velocidad media de corte en m/min? 

c. Si la herramienta ha de dar 50 cortes por minuto, determinar el par de 
ruedas necesarias en b y en c. 


* 7-3. Un motor que gira a 1.800 r.p.m. mueve un transportador, por inter- 
medio de una caja de,engranajes reductora de dos pasos, representada en la 


A == 
f 


Nu 


Fic. P7-3 


a. Determinar la reducción total del motor al transportador. 

b. Calcular las r.p.m. a. que gira el eje del transportador. 

c. ¿Giran los ejes del motor y del transportador en el mismo sentido? 

Datos: A es el eje del motor; B, el del transportador; rueda a, 12 dientes; 
rueda b, 24 dientes; rueda c, 60 dientes; rueda e, 14 dientes; rueda f, 18 dierites; 
rueda g, 50 dientes. 


7-4. a. En un mecanismo elevador triple como el de la Fig. 7-14, calcular 
el número de vueltas que son precisas en la rueda manual a para que la rueda 
elevadora g dé una vuelta. 

b. ¿Cuántos motros ha de recorrer la cadena elevadora para que el peso W 
se lovante 1 motro? 

Datos: Rueda b, 13 dientes; rueda c, 31 dientes; rueda d, 12 dientes; 
rueda o, 40 dientes, Didinotro circunferencia primitiva de la rueda de acciona- 
miento manual = 260 min. Idom, de rueda elevadora = 80 mm, 
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7-5. En la Fig. P7-5 se ha representado-un buen ejemplo de tren diferen- 
cial de engranajes. El conductor (eslabón 2) se compone de un gje y de la rueda a, 
a él calada. Los angranajes planetarios b y c, aclopados solidarios, constituyen 
el eslabón 3. El 4 está formado por la rueda d y el eje en el que va calada. El 
cubo que lleva los planetarios b y c constituyen el eslabón 5. El movimiento 
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del eje conducido (eslabón 4), es el resultante, no solamente del movimiento 
continuo del eje motriz (eslabón 2), sino también del continuo o intermitente 
del eslabón 5, que se mueve a través del manguito dibnjado a la izquierda de 
la figura. 


a al puente 
trasero 


Fig. P7-6. 


Todos los engranajes tienen el mismo paso y los números correspondientes 
de dientes se representan por las letras a, b, c, d. Determinar la velocidad angu- 
lar n, del conducido, en función de las velocidades nz y n, de los conductores. 


7-6. En la Fig. P7-6 se ha dibujado esquemáticamente la disposición de 
los engranajes de la antigua trasmisión Ford (modelo T). 
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a. En baja velocidad la rueda f debe mantenerse estacionaria. En este caso 
determina el número de vueltas de la rueda d (y por tanto del eje que va al puente 
trasero) para cada vuelta del primario e. 

b. Para la marcha atrás es preciso que g se mantenga estacionaria. En tal 
caso determinar el número de vueltas de d por cada vuelta de e. 

c. Para alta- velocidad (directa) (una vuelta de d por una de e), ¿cómo 
trabaja el mecanismo ? 


7-7. El tren de engranajes dibujado en la Fig. P7-7 incluye un tren plane- 
tario de engranajes cónicos, en la forma utilizada algunas veces en mecanismos 
divisores y diferenciales de máquinas herramientas. La transmisión se verifica 
desde a y b, a través del tren planetario, a d. 

Datos: Rueda a, 60 dientes, diametral pitch 12; rueda b, 60 dientes, diame- 
tral pitch 12; rueda c, 52 dientes, diametral pitch 8; rueda d, 26 dientes, diame- 
tral pitch 8; rueda f, 24 dientes, diametral pitch 8; rueda g, 20 dientes, diame- 
tral pitch 8. 

a. Sia y b giran en el mismo sentido a la misma velocidad, ¿cuántas revo- 
luciones da d para una revolución de a? 

b. Si a y b giran en sentido contrario a la misma velocidad, ¿cuál será la 
velocidad de d? 

c. Si b se mantiene fija, ¿cuántas revoluciones dará d para una de a? 

d. Sia da 50 r.p.m., y b, 25 r.p.m. en el mismo sentido, ¿cuáles serán 
las r.p.m. de d? 


Fig. P7-7 


7-8. En la Fig. P7-8 se ha dibujado un tren planetario de alimentación 
de un útil para interiores. Tales trenes son alguna vez utilizados en tornos para 
el roscado do roscas interiores. La pieza que ha de ser taladrada o roscada está 
sujeta al banco del torno, concéntrica con el útil montado entre centros. El 
útil gira con ol plato del torno y mueve su propio tren de alimentación. El 
útil e y ol ongranajo fijo a que está unido al contrapunto, son concéntricos con 
ol ojo del torno, Los engranajes b y c giran on un eje, situado en una orejeta del 
útil. El engranaje d extá calado al husillo do alimentación s, que está en un 
canal horizontal del útil y pasa n través do una orejeta roscada en la cabeza 
portuherramientes. La dirección y magnitud de la alimentación do la caboza 
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portaherramientas a lo largo del útil para cada revolución de éste depende de 
la dirección y número de revoluciones del husillo de alimentación respecto a la 
barra. Suponiendo que el útil gira hacia adelante y que el husillo conductor 
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Contrapunto 


Fra. P7-8 
tiene 8 hilos (a derechas) por pulgada, determinar el número de dientes de las 
ruedas a y b para roscar 6 hilos internos, a derechas, por pulgada. Las 
ruedas c y d tienen 24 dientes. La relación de la distancia n a la m + n 
es de 3 a 7. 


7-9. La Fig. P7-9 representa el tren planetario de reducción, del eje del 
motor al de la hélice, en un motor de avión de nueve cilindros y 1.250 HP. El 
eje motor es solidario de la rueda interior c y mueve a los piñones b (en 
número de 25) que giran alrededor de la rueda fija (rueda solar) a. Los piñones 
b tienen su eje en un disco d, que es solidario:con el eje de la hélice. Los números 
de dientes son: a = 113; b = 15; c = 143. Las r.p.m. del motor son 2.500. 
Calcular el número de revoluciones del eje de la hélice. 

Nota: Las letras que representan el número de dientes de cada rueda 
deben utilizarse en forma tabular para hallar la expresión de la relación de 
velocidades. Los valores numéricos se sustituirán sólo al final. 


al puente 
trasero 


A Del motor 
Eje ¡ y transmisión 
del motor Eje de la 


Fia. P7-9 Fra. P7-10 
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7-10. La Fig P7-10 representa el tren planetario de engranajes en un 
overdrive de un automóvil, situado entre la transmisión y el puente trasero. 
El eje de la transmisión nueve al eje a, que lleva los piñones planetarios (hay 3). 
La rueda c es estacionaria y la rueda d es solidaria del eje secundario d. El 
número de dientes es b = 12 y c = 18. Determinar el número de dientes de la 

rueda d y la relación de velocidades entre a y d. 


7-11. Supongamos que el macanismo de la Fig. P7-11 se estudia como una 
posible parte de una máquina calculadora. El número de dientes de cada rueda 
se ha escrito sobre la figura. Las rotaciones de entrada a los ejes de B y A han 
de multiplicarse por ciertas constantes, los productos sumados y el resultado 
ha de salir como rotación del eje G, de tal forma que 06 = k,0g + k:04. 

a. Si todos los engranajes tienen el mismo paso, ¿cuál debe ser el número 
de dientes en la rueda G? 

b. Determinar k, y ka. 

c. Si B gira a 80 r.p.m., en sentido de las agujas del reloj (más), mirando 
desde la izquierda, y A gira a 100 r.p.m., en sentido contrario a las agujas del 
reloj (menos), ¿cuáles serán las r.p.m. (valor y sentido) de la rueda G? 

d. ¿Cómo puede cambiarse k, a ( —-3), conservando los mismos números 
de dientes? Sugerencia: Hacer a GQ rueda de dentado exterior. 


Fic. P7-11 


Capítulo 8. Velocidades en las: máquinas 


8-1. Dibujar el mecanismo del interruptor de aceite (Fig. P2-7) con las 
dimensiones dadas en dicha figura, Oa(16, 64). Suponiendo que el eslabón 2 gira 
en sentido de las agujas del reloj, en el momento que se considera, y que la 
velocidad de A se representa por un vector de 63,5 mm, dibujar el polígono 
de velocidades del mecanismo. o(90, 75). 


8-2. En el mecanismo del carro portaherramienta de una máquina talla- 
dora de engranajes cónicos (Fig. P8-2), el eslabón 2 es un elemento giratorio 
que imparte un movimiento alternativo a una corredera solidaria del eslabón 6. 
La corredera soporta un cabezal ajustable portaherramientas. Dibujar el meca- 
nismo a eseala 1/2. 0(75, 140). Suponiendo que el movimiento de 2 es en sen- 
tido contrarlo a las agujas del reloj y representando la velocidad del punto A 
por un veetor de 03,5 mm do longitud, dibujar el polígono de velocidades. 
a(18, 78). 
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444, 
8-3. La Fig. P8-3, representa el esquema del mecanismo de una prensa 


de palanca. El eslabón 2 es el motriz y el 8, el último conducido. Dibujar el 
mecanismo a escala 1/8, con 0,4 formando un ángulo de 30° con la horizontal; 


—-—158,1 mm. 


E 
E 
= 
D 


Fig. P8-2 


0.(150, 190)). Si la velocidad de A se representa por un vector de 38,1 mm, de- 
terminar la longitud del vector que Ao la velocidad de F, por medio 


del polígono de velocidades. 


Fic. P8-3 
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8-4. Dibujar el mecanismo de contramanivela de retroceso rápido (Fig. 2-8) 
con las dimensiones y escalas dados en el Prob. 1-3. 0,(80, 95). 

La velocidad angular del eslabón 2 es de 50 r.p.m. en sentido contrario a las 
agujas del reloj. Por medio del polígono de velocidades, determinar la velocidad 
del carro (eslabón 6). La escala de velocidades es de 1 cm = 12 cm/seg. 
o(140, 180). 


8-5. Dibujar el esquema del mecanismo del motor de gas de Atkinson, 
dado en la Fig. 1-15, a escala 1/8, y aplicando la ley de los tres centros, deter- 
minar los centros instantáneos. Para dimensiones, ver Prob. 8-9; 0,(150, 180). 


8-6. Determinar todos los centros instantáneos del mecanismo de cepillo 
del Prob. 8-20. En este caso la manivela (eslabón 2) ha de formar un ángulo 
de 15% con una línea horizontal, trazada por O, hacia la derecha. 


8-7. Hallar todos los centros instantáneos del mecanismo de contra- 
manivela mostrado en la Fig. 2-8. Dibujar el mecanismo a la escala y con las 
dimensiones dadas en el Prob. 1-3. Coordenadas de O4, (110, 110). 


8-8. En la Fig. P2-3 se representa el mecanismo de retroceso rápido 
Whitworth de una mortajadora. Dibujar este mecanismo con las dimensiones 
y escala dadas en el Prob. 2-3 y determinar los centros instantáneos. 0O:(150, 90). 


8-9. Dado el esquema de la Fig. 1-15 dibujarlo a escala 1*/, pulgada=1 pie. 
Datos: 0,4 = 10% O,B = 123/,"'; AB = 243/,; AC = 258/11; BO = 33/41”; 
CD = 291/,''; 0,E = 26*/,'" OE = 31/,”; 0486, T/a). 

a. Hallar todos lo centros instantáneos. 

b. Dibujar el polígono de velocidades. Se supone que la velocidad de A es 
igual a 330 pies/min. Coordenadas, o(5 */,, 1 */,). 

c. Comprobar la velocidad de D, según se determina en b, utilizando los 
centros 12,26 y 16. 

d. Igual que en c, pero utilizando los centros 12, 25 y 15. 

e. Igual que c, pero utilizando el método de las componentes ortogonales. 


8-10. Determinar todos los centros instantáneos del mecanismo a que se 
refiere el Prob. 8-20. En este caso la manivela (eslabón 2), forma un ángulo 
de 15° con la horizontal por O,, en el primer cuadrante. 0.75, 115). La rueda 
2 gira a la velocidad uniforme de 22 r.p.m. en sentido contrario a las agujas 
del relo?. Dibujar el esquema del mecanismo a escala 1/6. Escala de velocida- 
des, 1 cm = 8,5 m/min. 

Determinar todos los centros instantáneos. 
Determinar Vc, utilizando el centro 25. 

Idem, 26. 

Idem, utilizando el polígono de velocidades. o0(150, 50). 
e. Idem, por las componentes ortogonales. 


> 2 


8-11. Determinar los centros instantáneos del mecanismo de un cepillo 
al que se refiere el Prob. 8-20. En este caso, la manivela (eslabón 2) forma un 
ángulo de 15% con la horizontal en el segundo cuadrante. Ox(75, 115). La rueda 
2 tiene una velocidad uniforme de 22 r.p.m. Dibujar el esquema a escala 1: 6. 
Nota: Escala de velocidades, 1 cm = 8,5 m/min, 


a. ¡Determinar todos los centros instantáneos. 

b. Determinar Vc, utilizando el centro 25. 

0 Determinar Ve, utilizando el centro 26. 

d, Dotermalnar Ve, por medio del polígono de velocidades. o(150, 50). 
e Determinar Ve, utilizando las componentes ortogonales. 
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8-12. Dibujar el engranaje de la válvula de Corliss, de acuerdo con las 
dimensiones y escala, dadas en el Prob. 2-2. O,(60, 200). 


a. Determinar todos los centros instantáneos. 

b. Si la velocidad del punto E en el eslabón 6 se representa. por un vector 
de 100 mm de longitud, determinar la longitud del vector que representa la 
velocidad del punto B del eslabón 3. 

c. Comprobar la velocidad encontrada en b, por medio del polígono de 
Velocidades. o(25, 100). i 

d. Comprobarla asimismo, utilizando las componentes ortogonales o una 
combinación de éste y otros métodos. 


8-13. Dibujár el mecanismo de contramanivela a la escala y dimensiones 
dadas en el Prob. 1-3. O,(110, 110). 


a. Determinar todos los centros instantáneos. 

b. Si la manivela 2, gira a 50 r.p.m. en sentido contrario a las agujas del 
reloj, determinar la velocidad del carro, 6, utilizando el polígono de velocidades. 
Escala 1 cm = 12 cm/seg. o(140, 190). 

c. Comprobar la velocidad del carro, determinada en b, utilizando el 
centro 26. 

d. Comprobar también la velocidad por las componentes ortogonales. 


8-14. Sea el mecanismo de retroceso rápido de una mortajadora (Fig. P2-3). 
Dibujar el esquema del mecanismo con las dimensiones y escala dados en el 
Prob. 2-3. 0,(152, 89). 


a. Determinar todos los centros instantáneos. 

b. Si el eslabón 3, eslabón conductor, gira a la velocidad uniforme 
de 84 r.p.m. y la escala de velocidades es de 1 cm = 18 m/seg, determinar la 
velocidad de C, por medio de los centros instantáneos, utilizándose: (1) los 
centros 13, 36 y 16; (2) los 13, 37 y 17. 

c. Comprobar los resultados anteriores, utilizando el polígono de veloci- 
dades. o(64, 64). 

d. Comprobarlos asimismo con las componentes ortogonales, ` 


» 


8-15. La Fig. P2-10 representa el esquema del mecanismo de una máquina 
de envolver. Dibujar el mecanismo con la configuración y dimensiones dadas 
en la figura. O,(45, 190). . 


a. Sila velocidad de A se representa por un vector V4 de 2””, determinar, 
por medio de polígono de velocidades, la velocidad de Æ. o(100, 75). 

b. Determinar todos los centros instantáneos del mecanismo y comprobar 
la velocidad Vg hallada en a, utilizando el método de los centros instantáneos. 

c. Comprobar Vg por las componentes ortogonales o por una combina- 
ción de éste y otros métodos. 


S-16. En la Fig. P8-16 se muestra el esquema del mecanismo de desco- 
nexión de un interruptor de aceite. La posición del eslabón 2 es de 15% a partir 
de la posición de cerrado. La trayectoria del punto E, sobre el eslabón 5, es 
aproximadamente recta dentro del intervalo de funcionamiento. Dibujar el 
mecanismo a escala natural con las dimensiones dadas. O¿(25, 50). 


a. Supuesto que el vector velocidad V4 es de 25,4 mm de longitud, deter- 
minar Vg por medio del polígono de velocidades. 

b. Encontrar todos los centros instantáneos. 

c. Igual que a, utilizando el método de los centros instantáneos. 

d. Comprobar Vg por las componentes ortogonales. 


Y 
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8-17. Un motor de gasolina de 6 cilindros funciona a 2.500 rpm. La lon- 
gitud de la manivela (codo del cigieñal) es de 53,97 mm; la longitud de la 
biela, 205,37 mm. Debe representarse el motor esquemáticamente, con el eje 
del cilindro en posición horizontal. Dibujar el mecanismo a tamaño natural, 
con la manivela a 45% después del punto muerto superior y el émbolo a la 
izquierda. Rotación, a derechas. O,(108, 190) (ver Fig. 9-10 del texto). 


a. Dibujar el polígono de velocidades, suponiendo el vector oa igual en 
longitud a la manivela O,A en el dibujo del mecanismo. 

b. Con el polo o en O, y oa coincidiendo con 0,4, superponer el polígono 
de velocidades al dibujo del mecanismo. Se observará que el segmento formado 
por la intersección de la biela (prolongada) con la vertical por O,, representa la 
velocidad del émbolo B. 

c. Utilizando el método anterior, determinar los vectores que representan 
la velocidad del émbolo para una revolución del cigieñal. Punto de partida, 
con el émbolo en el punto muerto superior, haciendo la determinación para 
cada 150 de giro de la manivela. 

d. Con los vectores anteriores, construir un diagrama velocidades-tiempos 
para el émbolo, tomando una línea base de longitud 150 mm. o0(38, 40). 

e. Determinar la escala de velocidades. 


Nota. Presentar los cálculos para Va y para la escala de velocidades. 


8-18. Sea el mecanismo de retroceso rápido de una mortajadora, dibujado 
con las mismas dimensiones y escala que en el Prob. 2-3. El eslabón 3 gira a la 
velocidad uniforme de 80 r.p.m. Ox(70, 75). 


a. Construir un diagrama velocidad-desplazamiento sobre el camino del 
carro (eslabón 6). Nota. Escala de velocidades 1 cm = 30 cm/seg. Punto de 
partida, con el carro en la posición extrema superior, determinando la velo- 
cidad para 12 posiciones de la manivela igualmente espaciadas. 

b. Construir un diagrama velocidades-tiempos sobre una línea base de 
120 mm de longitud. 0(150, 100). Línea base, en posición vertical. 


5 
8:19, Dibujar el mecanismo de contramanivela con las dimensiones y 
exvala dadas en el Prob, 1-3, 0,(60, 70). 
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a. Construir el diagrama espacios-velocidades de la corredera (eslabón 6), 
utilizando su trayectoria como línea base. La manivela (eslabón 2) tiene una velo- 
cidad media de 50 r.p.m. Escala de velocidades, 1 cm = 19,2 cm/seg. Tomar como 
punto de partida la posición extrema superior, haciendo las determinaciones de 
velocidades correspondientes a 12 posiciones igualmente espaciadas de la mani- 
vela. Pueden asimismo tomarse posiciones intermedias, si se considera oportuno. 

b. Construir el diagrama velocidades-tiempos sobre una línea de 150 mm de 
longitud. o(140, 50). Posición del diagrama, vertical. 


8-20. En el mecanismo del cepillo de la Fig. 1-4, el engranaje 2 tiene 
una velocidad uniforme de 22 r.p.m. en sentido contrario a las agujas del reloj. 
Dibujar el esquema del mecanismo a escala 1/6. 0,4 = 133 mm; 0,B = 710 mm; 
BC.= 150 mm; 0,0, = 375 mm; distancia desde O, a la trayectoria de 
C, 310 mm; 0114, 165). En la figura, 0,4 forma un ángulo de 30° con la hori- 
zontal en el segundo cuadrante. 

a. Construir un diagrama velocidades-espacios, con la trayectoria del 
carro O como línea base. Con objeto de simplificar las determinaciones de velo- 
cidades, véase la construcción descrita en el Art. 8-14. 

Nota. Escala de velocidades, 1 cm = 8,4 m/seg. 

Posición inicial: Con el carro en la posición extrema derecha, determinar 
las velocidades correspondientes a 12 posiciones igualmente espaciadas de la 
manivela. 

b. Construir el diagrama velocidades-tiempos sobre una línea base de 
150 mm de longitud. 0(32, 75). 


8-21. Un piñón de 12 dientes gira, en el sentido de las agujas del reloj, 
a 500 r.p.m., engranando con una rueda de 32 dientes. Los dientes son de diame- 
tral pitch 4 y del sistema de evolvente 14*/, grados. Determinar la velocidad de 
deslizamiento entre un par de dientes engranados en el último punto de contacto, 
por el método de las velocidades relativas. Utilizar un procedimiento gráfico. 
Escala de velocidades, 1 cm = 36 m/seg. Nota. No es preciso dibujar perfec- 
tamente el perfil del diente. Eje del piñón, (115, 50). 


8-22. Igual que el Prob. 7-9, pero resolviéndolo por análisis gráfico'de 
velocidades. Como los engranajes tienen todos el mismo paso (engranan), los 
diámetros son proporcionales a los números de dientes. Por tanto, se podrá 
dibujar a escala una vista lateral (desde la derecha) para resolverlo. Comprobar 
la solución con la obtenida por el método tabular utilizado para la solución del 
citado Prob. 7-9. 

8-23. Resolver el Prob. 7-6 por el método de análisis gráfico de velocida- 
des. Todos los dientes son del mismo paso; por tanto, los diámetros de los engra- 
najes son proporcionales a los números de dientes. Comprobar las soluciones 
con las obtenidas por los métodos descritos en el Cap. 7. 


, 8-24. Resolver el Prob. 2-17b por análisis gráfico de velocidades, compro- 
bando el resultado con los obtenidos por los otros métodos descritos en el 
Cap. 2. Para hacer el dibujo a escala, nótese que los diámetros de las poleas 
son proporcionales al número de alvéolos para las cadenas. 


8-25. Dibujar el dispositivo de la Fig. 1-11 a escala natural, utilizando las 
dimensiones siguientes: AD = 6”, AB = 1”, BC = 6”, CD = 3””. El esla- 
bón 2 forma un ángulo de 45% con la horizontal. Si la velocidad angular del 
eslabón 2 es de 300 r.p.m., en sentido de las agujas del reloj, determinar: (a) la 
velocidad de deslizamiento entre 3 y 4, en el punto B; y (b) la velocidad angular 
del eslabón 4. Resolverlo, por lo menos, por dos métodos distintos, con objeto 
de comparar los resultados. (c) ¿Puede el eslabón AB dar revoluciones com- 
pletas? (d) Mostrar las posiciones extremas que puede ocupar la línea BD. 
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8-26. Dibujar el mecanismo de leva de la Fig. P3-6 a escala natural. 
Se supone la leva diseñada de forma que el contacto con la cara plana del 
seguidor esté situado a 19,05 mm a la izquierda del eje de simetría, para la 
posición que se considera. La leva es un arco circular de 50,8 mm de diámetro, 
dentro del pequeño intervalo que se estudia, con centro por debajo del seguidor. 
Para una velocidad de la leva de 180 r.p.m. en sentido de las agujas del reloj, 
determinar, por lo menos por dos métodos, (a) la velocidad del seguidor y, (b) ve- 
locidad de deslizamiento entre leva y seguidor. 


8-27. Dibujar el mecanismo de leva de la Fig. P3-1 a escala natural. 
Se supone que la leva hace contacto con el rodillo del seguidor sobre una línea 
que forma un ángulo de 30° con una línea radial dibujada en el rodillo y que 
pasa por el punto más bajo de éste. El radio de curvatura del perfil de la leva, 
en este instante, está sobre la línea de 30% y el centro de curvatura, a una dis- 
tancia de 50,8 mm (encima y a la derecha) del centro del rodillo. La velocidad 
de la leva es de 180 r.p.m. en sentido de las agujas del reloj. Determinar, por lo 
menos por dos métodos, (a) la-velocidad del vástago del seguidor y (b) su veloci- 
dad angular. 


8-28. En el mecanismo de elevación de la Fig. P10-9, el cuerpo que contiene 
la carga tiene movimiento angular, en el sentido de las agujas del reloj, a la 
velocidad de 45% en 15 segundos para la posición dada. Dibujar el mecanismo 
a escala 1/25, O 4(150, 100). Determinar la velocidad del punto de aplicación, P, 
de la fuerza que actúa, F. Escala recomendada de velocidades, 1 em = 3 cm/seg. 

Notas. a. Al dibujar una línea a, o desde, un centro instantáneo no situado 
en el papel, el triángulo formado por dos puntos del sistema articulado y el 
centro instantáneo puede dibujarse a escala suficientemente pequeña para 
caber en la hoja, y las direcciones de las otras líneas desde el centro instantáneo 
hacia puntos particulares del sistema pueden obtenerse de las imágenes trazadas 
en el dibujo a escala menor. 

b. No debe pasarse por alto la posibilidad de que algunos problemas 
puedan ser resueltos a la ¿nversa, esto es, suponer un vector de longitud deter- 
minada para la velocidad en un punto cualquiera, desde el que parezca más 
sencillo encontrar las velocidades en cualquier otro punto del sistema. Después, 
calcular la escala de velocidades a partir del movimiento dado y longitud del 
vector obtenido en la solución. 

c. Finalmente, es muy útil ser capaz de considerar el uso de combinaciones 
de los métodos de análisis de velocidades, discutidos en el texto, mejor que 
utilizar siempre un método único. 


8-29. Dibujar el mecanismo de la máquina de coser de la Fig. P2-9 a 
escála 2: 1, siendo las coordenadas del punto 0;(100, 100). Utilizando dos 
métodos, determinar la velocidad en la barra de la aguja (6) en la posición 
mostrada, si la velocidad es de 480 ciclos por minuto. Se supone que la manivela 
motriz 2 gira a velocidad constante. Se recomienda la siguiente escala de velo- 
cidades: 1 cm = 30 cm/seg. 


8-30. La Fig. P8-30 representa una tobera estacionaria mandando gas 
caliente al álabe de una turbina de gas, que gira a 6.000 r.p.m. El gas a la salida 
de la tobera, tiene una velocidad Vg de 289,5 m/seg, y el álabe, de 253 m/seg. 
Con objeto de que el gas entre suavemente en el álabe, la velocidad del gas con 
rolación al úlaboe dobo sor tangente a la entrada del álabe, formando un ángulo, 
en sentido contrario a las agujas del reloj, con la vertical, de 10%, como se ve 
on la figura, 

a Determinar ol ángulo 0 adecuado que ha de formar la tobera, y la velo- 
cidad dol gas oon relación al labo, 
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En los álabes de reacción, la velocidad del gas, con relación al álabe aumenta 
cuando el gas atraviesa la tobera. Como se ve en la figura, el ángulo de salida 
del álabe es de 20% con la horizontal, siendo deseable que el gas deje el álabe 
de tal forma que su velocidad absoluta forme un ángulo de 10% con la vertical 
en sentido de las agujas del reloj. 

b. Determinar la velocidad absoluta de salida y la relativa con relación 
al álabe. 

c. ¿Cuál es el radio del álabe en la sección para la que estos diagramas de 
velocidades se han construido? Dibujar los polígonos de velocidades con polos 
en (114, 165) y (108, 100). 


Va en la salita 
de la tobera—289,6 m/seg. 


Tober, 


| Alabe 
A = 053 3 m/seg 


— Dirección de Vas 
a su entrada en el álabe . 


20° 


Dirección de Vaz 
a la salida | 

l-70° 

Dirección de Vo 
a la salida 
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Capítulo 9. Aceleraciones en las máquinas 


9-1. La mesa de una fresadora alternativa movida hidráulicamente está 
dispuesta para trabajar con una carrera de 19 mm, realizando 200 ciclos com- 
pletos por minuto. Excepto durante un período muy corto en cada extremo de 
la carrera, la mesa se mueve con una velocidad uniforme de 20,3 cm/seg. Supo- 
niendo que durante el período de retroceso la mesa se acelera uniformemente, 
¿cuál es el valor de la aceleración en m/seg*? 


9-2. En un instante dado una polea de 30 cm gira a la velocidad de 
600 r.p.m., aumentando dicha velocidad a razón del 1 % por revolución. 

a. Determinar la velocidad y la aceleración angulares de la polea en 
radianes por segundo y radianes por segundo por segundo, respectivamente. 

b. Determinar la magnitud y dirección de la aceleración de un punto en 
la cara de la polea. 

c. Determinar el valor de la aceleración de un punto en la parte recta de 
la correa a una distancia de 20 cm del punto de tangencia de la correa y la 
polea. Despreciar el espesor de la correa. 

d. Determinar la aceleración de este punto con relación al punto de la 
polea, con el cual estuvo previamente en contacto. 

9-3. Un mecanismo de cuatro eslabones, similar al de la Fig. 2-1, ha de 
dibujarse a escala natural con las siguientes dimensiones: eslabón 2 (0,4), 
51 mm, formando un ángulo de 60° con la horizontal. Coordenadas de 0,(50, 150). 
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Distancia, 0,0, = 113 mm. Eslabón 4(0,B), situado «en posición vertical, 
63,5 mm. 

a. Dibujar el polígono de velocidades. La velocidad angular del eslabón 2, 
es @, = 60 radianes/seg (sentido agujas del reloj). Escala de velocidades, 
1 cm = 60 cm/seg. Coordenadas de o0(25, 112). 

b. Dibujar el polígono de aceleraciones. La aceleración angular del esla- 
bón 2, es as = 900 radianes /seg* (sentido agujas del reloj). Escala de acelera- 
ciones, 1 cm = 24 m/seg?. 0(178, 127). 

c. ¿Cuál es la velocidad de B en m/seg? 

¿Cuál es la aceleración de B en m/seg?? 

9-4. Dibujar el mecanismo de cuatro eslabones de la Fig. P9-4, aescala 1 : 4, 
con las dimensiones dadas en la figura. O.(60, 150). La velocidad angular del 
eslabón 2 es w, = 25 radianes/seg (sentido de las agujas del reloj) y la acelera- 
ción angular a, = 180 radianes /seg* (sentido, agujas del reloj). 

a. Dibujar el polígono de velocidades; escala 1 cm = 24 cm/seg. 0(25, 112). 

b. Dibujar el polígono de aceleraciones; escala, 1 em = 5 m/seg?. o(160, 130). 

c. Determinar la aceleración de C en m/seg?. 


Fic. P9-4 Fic. P9-5 


9-5. Dado el mecanismo de la Fig. P9-5, con las dimensiones en ella dadas, 
dibujar el polígono de aceleraciones, utilizando el método analítico explicado 
en el Art. 9-5. La velocidad angular y la aceleración angular del eslabón 2 
son, respectivamente, @, = 40 radianes/seg, y a, = 400 radianes/seg?, ambas 
en el sentido contrario a las agujas del reloj. 

Escalas: Para el mecanismo, 1:1, 0,(57, 180). Polígono de velocidades, 
lcm = 30 cm/seg; 0(196, 65). 

Polígono de aceleraciones, 1 cm = 12 m/seg?; 0(75, 100). 

¿Cuál es la aceleración del punto B? 

9-6. Igual que el Prob. 9-5, excepto el método de solución, que ha de ser 
el gráfico, según lo expuesto en el 9-8. En este caso, debe determinarse la escala 
de velocidades por las condiciones del problema. 

9-7. Dibujar un mecanismo de cuatro eslabones con las dimensiones siguien- 
tes, utilizando una escala 1: 4; O,(50, 200); O,(180, 127). El eslabón 2(0,4) 
forma un ángulo de 45° con la horizontal en el segundo cuadrante. El esla- 
bón 8(4.B) os de 508 mm de longitud y el 4(0,B), de 343 mm. La velocidad 
y la aceloración angulares del eslabón 2 son, respectivamente, œ, = 60 radia- 
nos/seg, y a = 000 radianos/sog*, ambos en el sentido de las agujas del reloj. 
El eslabón 2(0,4) en de 100 mm de longitud. 

a, Dibujar el polígono do volocidades; oscalá, 1 cm = 120 cm/seg. 
e(75, 130). l 
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b. Dibujar el polígono de aceleraciones; escala, 1 cm = 36 m/seg?. 


9-8. En el mecanismo Roberts de la Fig. P9-8, la trayectoria del punto C es 
una línea recta. Dibujarlo a escala dos veces y media, con respecto a las dimen- 
siones dadas en la figura. O.(40, 165). La 
velocidad angular del eslabón 2 es œ, = 
= 20 radianes /seg, y la aceleración angu- 
lar es a, = 100 radianes/seg*, ambos en el 
sentido de las agujas del reloj. 

a. Dibujar el polígono de velocidades. 
0(125, 125). Escala, 1 em = 15 cm/seg. 

b. Dibujar el polígono de aceleracio- 
nes. 0(114, 114). Escala, 1 cm=2,4 m/seg?. 


f C d 9-9. Dibujar el mecanismo de un in- 

k——s m.— terruptor de aceite con las dimensiones 

Fra. P9-8 dadas en la Fig. P2-7, con el eslabón 2 

formando un ángulo de 45% con la hori- 

zontal. 0,(13, 89). Escala, 1: 1. La velocidad angular y la aceleración del esla- 

bón 2 son, respectivamente, œ, = 18 radianes/seg y a. = 160 radianes/seg?, 

ambos en sentido de las agujas del reloj. 

a. Dibujar el polígono de velocidades o(140, 152). Escala, 1 cm = 30 cm/seg. 

b. Dibujar el polígono de aceleraciones, utilizando el método analítico del 
Art. 9-5. 0(108, 152). Escala, 1 cm = 6 m/seg?. 


9-10. Igual que el Prob. 9.9, excepto que para la determinación del polí- 
gono de aceleraciones habrá de utilizarse el método gráfico del Art. 9-8. Las 
escalas de espacios y velocidades son las mismas que en el 9-9. Polígono de 
aceleraciones, 0(108, 127). 


9-11. La Fig. P8-3 representa esquemáticamente el mecanismo de una 
prensa de palanca. El eslabón 2 es el conductor y el 8 el conducido. Dibujar el 
mecanismo a escala 1: 8. O(150, 190). La ma- 
nivela 0,4 gira con velocidad uniforme, siendo W? o 
Va = 0,38 m/seg. A 

a. Utilizando el polígono de velocidades, 
determinar la velocidad del punto F en el 
carro en m/seg. La escala para el polígono de 
velocidades es 1 cm = 12 cm/seg. o0(150, 30). 

b. Utilizando el método gráfico del Ar- 
tículo 9-8 para el polígono de aceleraciones, 
determinar la aceleración del punto F en 
m/seg?. 0(75, 75). i 

9-12. Dibujar el mecanismo de control de 
la Fig. P9-12 con las dimensiones dadas. 
04(72/,11,8%/,1”). Escala, 3” = 1 pie. La ve- 
lòcidad y la aceleración angulares del esla- 
bón 2 son, respectivamente, œ, = 15 rad/seg 
y a, = 100 radianes/seg?, ambas a izquierdas. 3 

a. Dibujar el polígono de velocidades. Fic. P9-12 
0(2 8/4, 3 */,/”). Escala 1” = 10 pies/seg. 

b: Dibujar el polígono de aceleraciones. o(1,6). Escala, 1"*=100 pies/seg?. 

c. ¿Cuál es el valor numérico de la aceleración del punto C? 


9-13. En el mecanismo de un interruptor de circuito, representado en la 
Fig. P9-13, el punto C se mueve en una línea recta vertical. Dibujar el meca- 
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nismo a escala 1 : 2 y utilizando las dimensiones dadas en la figura. O,(40, 190). 
El eslabón 4 está en posición vertical. La velocidad y aceleración angulares de 2 
son, respectivamente, w, = 45 rad/seg y a, = 300 rad/seg?, ambas a derechas. 

a. Dibujar el polígono de velocidades. 
Escala, 1 cm = 1,2 m/seg. 0(165, 230). De- ç 
terminar la velocidad de C en metros por 
segundo. 

b. Dibujar el polígono de aceleracio- 
nes, utilizando el método analítico, como Do 
en el Art. 9-5. Escala, 1 em = 500 m/seg? PE 7202 
o(100, 130). í 

c. Dibujar el polígono de acelera- 
ciones, utilizando el método gráfico (ver 
Art. 9-8). (La escala deberá calcularse.) 
o(190, 100). : 

Nota. Disponer en la hoja de dibujo, 
en forma limpia y ordenada, todos los 
cálculos necesarios para la solución de 
este problema. 


9-14. El mecanismo de contramanivela de la Fig. 2-8 ha de dibujarse con 
las dimensiones dadas en el Prob. 1-3, con el eslabón 2 formando un ángulo 
de 30% con la vertical, en el cuarto cuadrante. Escala, 1: 4. O,(70, 100). La 
velocidad angular uniforme del eslabón 2 es w, = 50 r.p.m., a izquierdas. 

a. Dibujar el polígono de velocidades. Escala, 1 cm = 15 m/seg. 0(130, 215). 

b. Dibujar el polígono de aceleraciones. Escala 1 cm = 60 em/seg?. 
o(150, 100). 

c. ¿Cuál es la velocidad del trineo, eslabón 6, en m/seg? ¿Cuál la acelera- 
ción en m/seg?? 

d. Suponiendo que para las escalas de espacios y velocidades se mantienen 
los mismos valores que en el método analítico anterior, dibujar el polígono de 
aceleraciones por el método gráfico del Art. 9-8. 0(150, 25). 


9-15. Utilizando las dimensiones dadas, dibujar el mecanismo de línea 
recta de Watt (Fig. P9-15) a escala 1 : 2. O,(38, 197). La velocidad y aceleración 
angulares del eslabón 2 son, respectivamente, œ, = 60 rad/seg y a, = 900 ra- 
dianes/seg*, a derechas. 

a. Dibujar el polígono de velocidades. Escala, 1 cm = 1,2 m/seg. o(50, 150). 

b. Dibujar el polígono de aceleraciones. Escala, 1 cm = 72 m/seg?. 
o(150, 75). 

c. Determinar la aceleración del punto C en m/seg?. 


Frec. P9-13 


Fra, Pig Fra, P9-16 


9-16. La Fig. PRIA vepronente el mecanismo de linen recta de Scott- 
Ruasoll, Dibujar el mecaniamo a las dimenalones dadas y a ima escala 1: 1. 


a 
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0.(180, 150). Si la velocidad angular del eslabón 2 es w, = 40 rad/seg y su acele- 
ración angular esa, = 400 rad/seg?, determinar: 

a. El polígono de velocidades. Escala, 1 cm = 0,5 m/seg. 0(30, 30). 

b. El polígono de aceleraciones. Escala, 1 cm = 20 m/seg?. 0(95, 120). 


9-17. La Fig. P2-6 representa: el mecanismo motriz dé la cuchara con 
engranajes de Wellman. En el eslabón 3, según se muestra en el esquema de la 
cuchara excavadora, el punto C representa el borde de ataque o corte de la cu- 
chara. El mecanismo se dibùjará a escala 1 : 8, con el eslabón 2 a 45% con respecto 
a la vertical por O,, en el cuarto cuadrante. O,(65, 150). La velocidad angular 
de 2 es w, = 40 rad/seg, a derechas y la aceleración angular az = 400 rad/seg?, 
a izquierdas. 

a. Dibujar el polígono de velocidades. Escala, 1 cm = 3 m/seg. o(190, 75). 

b. Dibujar el polígono de aceleraciones. Escala, 1 cm = 60 m/seg?. 
o(140, 120). 


9-18. En el mecanismo del carro portaherramientas de la Fig. P8-2, el 
eslabón 2 es el elemento conductor que acciona un bloque herramienta alter- 
nativo unido al elemento deslizante, que recibe su movimiento a través del 
eslabón oscilante 4. Dibujar el mecanismo a las dimensiones dadas, con el 
eslabón 2 en la posición a 45% mostrada. Escala, 1: 2. Oz (150, 180). 

La velocidad angular del eslabón 2 es w, = 96 rad/seg, y la aceleración an- 
gular, a, = 2.400 rad/seg?, ambos a izquierdas. 

a Dibujar el polígono de velocidades. Escala, 1 cm = 50 cm/seg. 0(25, 90). 

b. Dibujar el polígono de aceleraciones. Escala, 1 cm = 25 m/seg?. 0(108, 90). 


9-19. El mecanismo de la Fig. P2-9 se utiliza en las cabezas de las máquinas 
de coser, para mover la barra porta-agujas. El eslabón 2 es la manivela motriz, 
que se supondrá gira a derechas a la velocidad uniforme de 36 rad/seg. El esla- 
bón 6 representa la barra de la aguja, que se mueve alternativamente en sentido 
vertical. Las dimensiones son las dadas en la figura. 

a. Dibujar el mecanismo en la fase representada a escala doble. O, (50, 150). 

b. Dibujar el polígono de velocidades. Escala de velocidades: 1 cm = 10 cen- 
tímetros/seg. o(140, 150). 

c. Dibujar el polígono de aceleraciones. Escala 1 cm = 5m/seg?. 0(150, 80). 


9-20. Dibujar el mecanismo de la Fig. P9-5 a escala 1: 4, utilizando las 
dimensiones siguientes, en lugar de las dadas en la figura, 0,4 = 152,4 mm; 
AB = 609,6 mm; BO, = 228,6 mm; 0,0, = 584,2 mm. Alargar el eslabón 4 
hasta un punto C, al otro lado de O,, 114,3 mm. Los centros de gravedad 
Gas Qa y G están en el punto medio de los eslabones 2, 3 y 4, respectivamente. 
O,¿A debe dibujarse formando un ángulo de 30° con la horizontal en el primer 
cuadrante. 0,(25, 200). 

a. Dibujar el polígono completo de velocidades. w, = 20 rad /seg, a derechas. 
Escala de velocidades: 1 em = 50 cm/seg. o(100, 90). ¿ 

b. ¡Cuál es la velocidad del punto C en metros por segundo? 

c. Dibujar el polígono de aceleraciones completo. œ, = 20 rad/seg, a dere- 
chas; a, = 150 rad /seg?, a derechas. Escala de aceleraciones, 1 cm = 10 m/seg?. 

d. ¿Cuál es la aceleración del punto Č en metros/seg?? 


9-21. Los datos siguientes son aplicables 'a un motor en estrella de avión 
de cinco cilindros, representado en la Fig. P9-21. Velocidad = 2.200 r.p.m. 
(uniforme); diámetro de los cilindros = 114 mm; carrera == 140 mm. Lon- 
gitud de las bielas A,B,, A¿B,, etc. = 225 mm. Los ejes de articulación A, 
As etc., están igualmente espaciados sobre una circunferencia de 100 mm de 
diámetro. 
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Fra. P9-21 


a. Dibujar el mecanismo a escala 1 : 4, en la forma representada en la figura. 

.b. Dibujar el polígono de velo- 

cidades. Escala, 1 cm = 4 m/seg. 
o(75, 90). 

c. Dibujar el polígono de acelera- 
ciones. Escala, 1 cm = 500 m/seg?. 
o(115, 100). Rotular los polígonos, dar 
todas las escalas y escribir todos los 
cálculos necesarios en el espacio dispo- 
nible en la hoja de dibujo. 


9-22. En la Fig. P9-22 está repre- 
sentado un motor de avión en V, de 
12 cilindros. Velocidad = 2.000 r.p.m. 
(uniforme); 0,4 = 76,2 mm; AB = 
= 257,2 mm; AO = 85,7 mm; BC = 
= 233,4 mm; OD = 196,8 mm. 

`a. Dibujar el mecanismo a escala 
l cm = 2,5 om. 0,(57, 150). Manivola 
0,4 en posición horizontal (como on 
la figura). 

b. Dibujar el polígono de veloci- Fia. P0-22 i 
dados, Escala, 10m = 3,0 m/sog. 0(105, 230). Dotorminar la volocidad de cada 
émbolo en i/ag. 
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c. Dibujar el polígono de aceleraciones. Escala 1 em = 360 m/seg?. Deter- 
minar la aceleración de cada émbolo en m/seg?. Calcular la aceleración angular 
del eslabón 3 en sentido y magnitud. 


9-23. Un motor de gasolina gira a una velocidad de 2.800 r.p.m. Longitud de 
manivela, OA = 69,8 mm (giro a derechas). Longitud de la biela, A.B = 279,4 mm. 
a. Dibujar el mecanismo a escala 1: 2, con la manivela a 30° antes del 
punto muerto inferior y construir los polígonos de velocidades y aceleraciones 

. por medio de la construcción de Ritterhaus. O,(150, 190). 

b. Determinar las escalas de velocidades y aceleraciones. 

c. Construir los polígonos de velocidades y aceleraciones, utilizando las 
escalas determinadas en b y el método gráfico del Art. 9-8. Comparar tales 
polígonos con los obtenidos en a. Polígono de velocidades. 0(57, 50). Polígono 
de aceleraciones. 0(165, 38). Volver a dibujar el mecanismo para el apartado c. 
0.(150, 70). 


9-24. Un motor de gasolina de 6 cilindros funciona a 2.500 r.p.m. Longitud 
de manivela O,A = 54 mm. Longitud de biela = 206,4 mm. El motor debe 
dibujarse esquemáticamente con el eje de los cilindros horizontal. Dibujar el 
mecanismo a escala natural, con la manivela a 45% después del punto muerto 
superior y el émbolo a la izquierda. Giro, a derechas. 0,(108, 190) (ver Fig 9-16 
del texto). 

a. Utilizando la construcción de Ritterhaus, determinar los vectores que 
representan la aceleración del émbolo para una revolución del cigieñal. Punto 
de partida, con el émbolo en el punto muerto superior, haciéndose la determi- 
nación de 15 en 15 grados. (Para las posiciones 0 y 1800, utilizar la Ec. 9-33.) 

b. Con los vectores determinados en a, construir un diagrama acelera- 
ciones-tiempos del émbolo, sobre una línea base de 150 mm de longitud. 
o(4.0, 80). 

c. Determinar la escala de aceleraciones. Nota. Preséntense los cálculos 
para V4, A4, escala de velocidades y escala de aceleraciones; igualmente Ag en 
las posiciones de manivela a 0 y 1800, 


9-25. Un motor de gasolina de 6 cilindros funciona a la velocidad constante 
«de 2.500 r.p.m. Longitud de manivela 0,4 = 2*/5,% longitud de biela, 
AB = 8?/4'*. El motor debe representarse con el eje de los cilindros horizontal. 
Dibujar el mécanismo a escala natural, con la manivela a 45° después del punto 
muerto superior y el émbolo a la izquierda. Rotación, a derechas. 0O,(4*/,, 71/2) 
(ver Fig. 9-16). 

Diagrama de desplazamientos: a. Utilizando los datos anteriores y el 
método sugerido en la Fig. 2-15, trazar la curva de desplazamientos-tiempos, 
sobre una línea base de 6°’ de longitud, representativa del tiempo invertido en 
una revolución del cigúeñal. o(1*/,, 3*/,). Empezar con el émbolo en el punto 
muerto superior, haciendo la determinación para posiciones de manivela espa- 
ciadas de 15 en 15 grados. Dividir las ordenadas por 2 al llevarlas al gráfico. 

Diagrama de velocidades: b. Dibujar el polígono de velocidades, supo- 
niendo al vector oa igual en longitud a la manivela 0,4 en el dibujo del meca- 
nismo. 0(6 1/2, 4 1/2)» 

c. Con el polo o en O, y oa coincidiendo con 0, A, superponer el polígono de 
velocidades sobre el dibujo del mecanismo. Se observará que el segmento deter- 
minado por la intersección de la biela (prolongada) con la vertical que pasa, 
por O,, representa la velocidad del émbolo B. 

d. Utilizando el método anterior, determinar los vectores que representan 
la velocidad del émbolo en una revolución del cigúeñal. Punto de partida, con el 
émbolo en el punto muerto superior. (Determinación do 15 on 15 grados.) 
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e. Con los vectores encontrados, construir un diagrama velocidades- 
tiempos para el émbolo, sobre la misma línea base que en a. 

f. Determinar la escala de velocidades. Nota. Presentar los cálculos para 
hallar Va y la escala de velocidades. 

Diagrama de aceleraciones: g. Determinar los vectores que representan la 
aceleración del émbolo en una vuelta del cigúeñal, utilizando la construcción 
de Ritterhaus. Empezar con el émbolo 
en el punto muerto superior, siguiendo 
la determinación de 15 en 15 grados de 
giro. [En las posiciones 0 y 1800, utili- 
zar la Ec. (9-33).] 

h. Con los vectores encontrados, 
construir un” diagrama aceleraciones- 
tiempos del émbolo, sobre la misma línea 
base de a. 

2. Determinar la escala de acele- 
raciones. Nota. Presentar los cálculos 
de Va, 44, escala de velocidades, escala 
de aceleraciones; igualmente Ag para 
las posiciones 0 y 1800, 


9-26. El volante de un motor (Figu- 
ra P9-26) gira con una velocidad angular 
w, = 30 rad/seg y una aceleración an- 
gular a, = 20 rad/seg? El peso del 
regulador se mueve hacia afuera con Fia. P9-26 
relación al volante con una velocidad 
uniforme de 3 m/seg. Calcular la aceleración de GQ, c.d.g. del peso regulador. 

Calcular todos los componentes de la aceleración y determinar gráficamente 
la resultante. Nota. Aplicar la ley de Coriolis. 


9-27. La rueda A de una cruz de Malta, dibujada en la Fig. P9-27 gira a 
la velocidad uniforme de 100 r.p.m. Determinar la aceleración angular de B 
para 0 = 60%. Nota. Utilizar la ley de Coriolis. 


E TES 


| a —_A / 


Fra, P9-28 
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9-28. El rodete de una bomba centrífuga (Fig. P9-28) gira con una velo- 
_Cidad angular uniforme de 30 rad/seg. Utilizando las dimensiones dadas en 
la figura, calcular la aceleración de una partícula de agua P, que se mueve con 
una velocidad a lo largo del álabe de 6,10 m/seg y una aceleración de 30,5 m /seg?. 
Calcular todas las componentes de la aceleración y determinar gráficamente la 
resultante. Nota. Aplicar la ley de Coriolis. 


9-29. El eslabón conductor 3 del mecanismo de retroceso rápido Whirt- 
worth (Fig. P2-3) gira a una velocidad uniforme de 80 r.p.m. Dibujar el meca- 
nismo a escala 1: 4 con las dimensiones dadas en el Prob. 2-3. Por aplicación 
de la ley de Coriolis, determinar la aceleración del émbolo (eslabón 6). 


9-30. La barra, eslabón 2, en la Fig. P9-30, gira alrededor de O, con una 

velocidad angular de 2 rad/seg (a derechas) y una aceleración angular de 

5 rad/seg? (a derechas). Al mismo tiem- 

8 po, la barra, eslabón 3, que pivota en 2, 

gira con una velocidad angular cons- 

tante, relativa al eslabón 2, de 3 rad /seg 

907 (a derechas). 

Oz 9 915 mm a. Por medio del polígono de acele- 

A oo A raciones, determinar la aceleración de B, 

r y cuando AB es perpendicular a 0,4. Es- 

Fic. P9-30 cala de dibujo, 1 : 8. 0,(30, 190). Escala 

polígono de velocidades, 1 cm = 40 cm/seg. 0(30, 165). Escala polígono de ace- 
leraciones, 1 cm = 1 m/seg?. 0(190, 165). 

b. Comprobar el resultado obtenido en a por la ley de Coriolis. Utilizando 

el mismo polo 0, superponer esta solución a la primera, dibujando con líneas 

más delgadas para contraste. 


305 mm. 3 


9-31. Enel Prob. 7-1, suponer que la rueda A gira a 1.400 r.p.m., aumen- 
tando su velocidad a razón de 2 rpm por 
revolución. Calcular la velocidad y acele- 
ración de la cremallera K. 


9-32. Igual que el Prob. 8:26, pero 
suponiendo que las r.p.m. de la leva son 
constantes, determinar la velocidad y ace- 
leración del seguidor. 


9-33. En el Prob. 8-27, suponer que 
la velocidad en rpm de la leva es cons- 
tante, determinando, bajo tal supuesto, 
la aceleración y la velocidad del seguidor. 

9-34. (Con idéntica figura que la es- 
pecificada en el Prob. 8-25.) La velocidad 
angular de la manivela 2 es constante y 
de 300 rpm, a derechas. Determinar la 
aceleración angular del eslabón 4, utili- 
zando la ley de Coriolis y comprobarla 
por medio del análisis del eslabón equi-, 
valente. Calcular también la aceleración 
de resbalamiento entre los eslabones 3 Fia. P9-35 
y 4 en el punto B. 


9-35. Dibujar el esquema del mecanismo de la Fig. P9-35 a escala mitad. 
Situar O, en (100, 90). Las dimensiones esenciales son: O¿A = 216 mm, 0,B = 
152,4 mm, AB = 89 mm. En el instante considerado, la velocidad del punto 13 
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a lo largo de la trayectoria curva hacia la derecha y arriba, es de 1,37 m/seg. 
Esta magnitud no cambia. Determinar la velocidad y la aceleración del eslabón 2, 
y también la velocidad y aceleración de resbalamiento entre 2 y 3 en el punto B. 
Para escala de velocidades se sugiere (para la solución gráfica) 1 cm = 25 cm/seg. 
Polígono de aceleraciones. 0(155, 40). 


9-36. Dibujar el esquema del mecanismo de la Fig. P9-36, situando O, en 
(100, 125). Dimensiones esenciales: 40, = 406,4 mm; 0,C = 495, 3 mm; 
CB = 292,1 mm. Una pieza de la máquina, no representada, mueve al eslabón 2 
a derechas, comunicando al punto A una velocidad de 1,525 m/seg. La velo- 
cidad aumenta a razón de 1,830 m/seg* en el instante considerado. Calcular 
la velocidad y aceleración del elemento deslizante 3, así como la velocidad de 
resbalamiento entre los elementos 2 y 3 en B. Escala recomendada 
l1 om = 25 cm/seg. Polígono de aceleraciones, o(150, 40). 


Fic. P9-36 


9-37. Un avión experimental vuela a 300 de latitud norte, con rumbo 
sur, a 2.000 mph exactamente a lo largo de una línea norte-sur. Teniendo en 
cuenta la velocidad angular de la Tierra alrededor de su eje, determinar la 
aceleración del avión debida al efecto Coriolis. ¿Qué fuerza produce esta ace- 
leración ? 

Capítulo 10. Estática de máquinas 


10-1. En el mecanismo de un motor de gas Atkinson, Fig. 1-15 (ver 
Prob. 8-9 para dimensiones), la fuerza sobre el émbolo (eslabón 6) está repre- 
sentada por un vector de 50,8 mm de longitud dirigido hacia la derecha. Por 
medio del polígono de fuerzas, determinar la longitud del vector que representa 
la fuerza tangencial en el eje del codo de manivela A. Escala de dibujo 1: 8. 
0.160, 185). Origen del vector P en el polígono de fuerzas, (40, 150). El roza- 
miento puede despreciarse. Nota. Operar en unidades métricas. 


10-2. Dibujar el mecanismo de contramanivela de la Fig. 2-8 con las 
dimonsiones dadas on ol Prob. 1-3, con la manivela (eslabón 2) formando un 
ángulo do 309 con la vorbical en ol cuarto cuadrante y con rotación a izquierdas. 
Escala 1: 4, 0,(80, 100), La ruoda quo muovo a 0,4 tione su eje en O, y un 
diámetro de 420 mm, El piñón tiono un diámotro de 140 mm, estando su eje 
on uña Hanen horizontal hacian la doreuha de O, El ángulo de presión es de 
14 1/, grados. 
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Si la fuerza P en el carro se representa por un vector de 51 mm, determinar 
la longitud del vector que representa la fuerza normal en los dientes del piñón 
conductor. Origen del vector Q en el polígono de fuerzas, (185, 190). Despreciar 
el rozamiento. Nota. Dibujar el polígono de fuerzas completo, con todas las 
fuerzas rotuladas convenientemente. 


10-3. Dibujar el mecanismo de un interruptor de aceite (Fig. P2-7) con las 
dimensiones dadas. O,A forma un ángulo de 45% con la horizontal. 0,(12, 65). 
Escala 1: 1. Suponiendo que el vector Q ( =50,8 mm) dirigido hacia arriba, 
representa la resistencia en C, determinar la longitud del vector P que repre- 
senta la fuerza aplicada en dirección horizontal en A. Origen del vector Q en el 
polígono de fuerzas (150, 50). Despreciar el rozamiento. 


10-4. La Fig. P8-3 representa el esquema del mecanismo de una prensa 
de palanca. El eslabón 2 es :el conductor y el 8, el último eslabón conducido. 
Dibujar el mecanismo a escala 1: 8. 0,(150, 190). Por medio del polígono de 


fuerzas, determinar el vector F3 (que representa la fuerza tangencial que actúa 
en A) necesario para vencer la resistencia conocida Q que actúa sobre el carro 
en F. La fuerza Q está representada por un vector de 50,8 mm de longitud, 
con origen en (90, 40). 


10-5. En la Fig. P1-4 se representa una bomba de alimentación de caldera, 
de carrera variable. Dibujar el mecanismo con la manivela 0,A a 600, a derechas, 
después de la posición mostrada en la figura. 0O,(180, 220). Escala 1: 4. La 
presión total hacia abajo del líquido sobre el émbolo es 1.020 kg, representada 
por el vector Q. Origen del vector Q en el polígono de fuerzas, (150, 75). Escala, 
de fuerzas, 1 cm = 200 kg. (Despreciar rozamiento.) 


10-6. Para el mecanismo de máquina de vapor mostrado en la Fig. 10-2, 
se dan los datos siguientes: Fuerza en el émbolo = 3.400 kg. Longitud de 
manivela = 150 mm. Longitud de biela = 760 mm. Diámetro de los cojinetes 
del cigiieñal = 127 mm. Diámetro de los cojinetes de muñequilla del codo del 
cigúieñal = 90 mm. Diámetro de los cojinetes del bulón = 40 mm. 

Utilizando los métodos de los Arts. 10-3 y 10-9 determinar, para la posición 
a 60% mostrada en la figura (escala 1 : 5), lo siguiente: 

» A. El esfuerzo de giro To, sin tener en cuenta el rozamiento. 

b. El esfuerzo de giro T, teniendo en cuenta el rozamiento. Seleccionar los 
coeficientes de rozamiento del Art. 10-6 (4). 

c. El rendimiento del mecanismo en la posición representada. 

Nota. A causa del pequeño tamaño de las circunferencias de rozamiento, 
es conveniente trabajar con un dibujo a escala natural para resolver (b). 


10-7. La figura P10-7 representa un mecanismo de cierre de apertura 
rápida de tipo de punto muerto. Los ejes fijos se indican por rayado. El dispo- 
sitivo se representa en posición bloqueada, bajo la carga Q con el pestillo contra 
el tetón de parada. Si no hubiera rozamiento, la fuerza de apertura P sería 0. 
Si la carga Q se representa por un vector de 3*/,”” de longitud, con el origen 
en (31/,, 7 1/4), determinar el vector que representa la magnitud de la fuerza 
de apertura P. El coeficiente de rozamiento de deslizamiento se supone que 
es 0,25. 

Este es un valor máximo razonable obtenible por lubricación (superficial). 
Nótese que durante la operación de apertura solamente se mueven el pestillo 
y el rodillo. Las. únicas resistencias de rozamiento a considerar son las del 
cojinete del pestillo y del rodillo. 


10-8. La Fig. P10-8 representa un mecanismo de cierre de apertura rápida 
de tipo de palanca. Los ejes fijos se indican por rayado, Si la carga Q se repre- 
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FiG. P10-7 


senta por un vector de 2 */, plg de longitud, determinar la longitud del vector P, 
que representa la fuerza de apertura, primero sin rozamiento [origen del vector 
Q(3, 8 */2)]; y después con rozamiento [origen del vector (Q(4!/,, 9)]. El coefi- 
ciente de rozamiento de deslizamiento se supone igual a 0,25. 


Fic. Pi0-8 


10-9. Kn la Fig. 1*10-9 so roprosenta un mecanismo elevador de un camión 
volquete. El mevanismo completo ostá formado por dos iguales uno a cada lado 
del ouerpo, pore son una sola fuerza actuante F. G indica el c.d.g. de la carga, 
y F, la fuerza que actúa sobre ol ojo 2, que obra también sobre el mecanismo 
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del otro lado. Dibujar el mecanismo en la posición representada, a escala 1 : 25, 
04(150, 100). Para el análisis de fuerzas, utilizar una escala de 1 cm = 500 kg. 

Determinar (a) la fuerza actuante F, y (b) las fuerzas sobre el bastidor 
en A y B. (En el análisis considerar el eje P como un elemento separado.) 
No deben tenerse en cuenta los rozamientos y aceleraciones. Empezar el polí- 
gono de fuerzas con el origen del vector carga en (80, 230). 


Carga total=4.300 Kg. 


Fia. P10-9 


Capítulo 11. Fuerzas de inercia 


11-1. En este problema se pide un análisis de fuerzas de inercia en el meca- 
nismo de cuatro eslabones de la Fig. 11-8. El eslabón 2 forma un ángulo de 600 
con la horizontal, œw, = 24 rad/seg, y a, = 240 rad/seg?, a derechas. Los 
datos son, por lo demás, los proporcionados en el Art. 11-6. Dibujar el esquema 
del mecanismo a escala 1 : 4 y utilizando las dimensiones de la figura. O,(45, 100). 
Para hacer este análisis, se sugiere el siguiente procedimiento: (a) Dibujar el 
polígono de velocidades (escala, 1 cm = 2,4 m/seg). 0(150, 220). (b) Dibujar el 
polígono de aceleraciones (escala, 1 cm = 24 m/seg?). 0(75, 240). (c) Determinar 
las fuerzas de inercia y dibujar el polígono de fuerzas con el origen de F, en 
(65, 25). Escala, 1 cm = 7 kg. Todas las fuerzas de inercia y reacciones deben 
estar representadas en magnitud, dirección y línea de acción, y todos los cálculos 
necesarios se colocarán en la parte inferior derecha de la hoja. Utilicese el sis- 
tema terrestre europeo. 


11-2. Se pide un análisis de fuerzas de inercia del mecanismo de cuatro 
eslabones de la Fig. P11-2. Dibujar el mecanismo esquemáticamente a la 
escala de 37’ = 1, pie, utilizando las dimensiones dadas en la figura. Oy(1*/», 7), 
O¿(7*],, 4). Para hacer el análisis se sugiere el siguiente procedimiento: 

a. Dibujar el polígono de velocidades (escala, 1'” = 10 pies /seg). 0(1*/,, 8*/;). 

b. Dibujar el polígono de aceleraciones (escala, 1'”= 300 pies/seg*). 
offa 5?/4). 
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c. Determinar las fuerzas de inercia, y dibujar el polígono de fuerzas de 
inercia, con el origen del vector F, en (7 t/a, 3). Escala, 1/“= 75 1b. Todas las 
fuerzas de inercia y reacciones han de llevarse a la figura en magnitud, dirección 
y línea de acción, colocando los cálculos necesarios en el espacio disponible 


en la hoja. 
Nota. El par motor se aplica en el eje O,. 


we = 60 rad. /seg 
a2=0 

024 =4" (Peso = 1 lb) 
AB =:24" (Peso = 6 lb) 
ae (Peso = 6 lb) 


048 =1 
BC=8" 
026, =2" 
463 =12" 
Oa G4 =12" 


J2 = 0,0004 slug pie? 

Tz = Ja =0,0515 slug pie? 
W =1lb 

W3 = Wa =6 lb 


Fic. P11-2 


11-3. En este problema se pide un análisis de fuerzas de inercia del meca- 
nismo de cuatro eslabones mostrado en la Fig. P11-3. 

Dibujar el mecanismo esquemáticamente a escala 1 : 4, utilizando las dimen- 
siones dadas en la figura. Ox(50, 200), 0,(175, 125). Para realizar el análisis pedi- 
do, se sugiere el siguiente procedimiento: 

a. Dibujar el polígono de velocidades (escala, 1 cm = 1,2 m/seg). o(25, 90). 

b. Idem el polígono de aceleraciones (escala, 1 cm = 36 m/seg?). o(25, 170). 


we = 60 rad./seg. 

X= 0 

02 A =101,6 mm. (peso 0,908 Kg.) 
A8 =508 mm. (2,837 Kg.) 

048 =343 mm. (peso, 3,632 Kg.) 
0262 =50,8 mm. 

A6G3=254 mm. 

0464 =171 mm. 

Lo =0,001085 Kg. m.? 

Z3= 0,01993 Kg. m? 
74=0,03189 Kg. m? 

Ww,=0,908 Kg. 

W3=2,837 Kg. 

W¿=3,632 Kg. 


Fic. P11-3 


c. Detorminar las fuerzas de inercia y dibujar el polígono con el origen del 
vector F, en (210, 95). Escala, 1 cm = 13,5 kg. Todas las fuerzas de inercia 
y reaccionos han do llovarse sobre la figura en magnitud, dirección y línea de 
acción, indicándoso los cálculos necesarios en el espacio disponible en la hoja. 

Nota. El par motor se aplica en el eje O,. i 

ll-4, Los dalos siguiontos so aplican al motor de avión, en estrella y 

de oinco ollindros de la Fig. P9-21, R.p.m. = 2.200. Cilindro = 115 mm. Carre. 
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ra = 140 mm. Longitud de la biela maestra, 4,B, = 275 mm. Longitud de las 
bielas 4¿B,, A¿Bg, ote. = 225 mm. Los puntos A;,, Ás, etc., están igualmente 
espaciados sobre un círculo de 100 mm de diámetro. Peso del émbolo, 
1 = 1,750 kg. Peso de los émbolos 2, 3, 4 y 5= 1,600 kg. Peso de contra- 
peso = 4,140 kg. Estos pesos incluyen los pesos de las bielas, que se han dis- 
tribuido entre los ejes del codo del cigúeñal y de los bulones en la forma usual 
(ver Art. 12-13). 

a. Dibujar el mecanismo a escala 1: 4 con la misma configuración que en 
la figura (codo 0,4;,, a 459). O (115, 160). 

b. Dibujar el polígono de velocidades (escala 1 cm = 3,6 m/seg). 

c. Idem, aceleraciones (1 cm = 480 m/seg?). 

d. Tabular las velocidades, aceleraciones y fuerzas de inercia de los cinco 
embolos y contrapesos. 

e. Por medio del polígono de fuerzas de inercia, determinar la magnitud 
y dirección del desequilibrio para esta configuración del mecanismo. Origen del 
vector de la fuerza de inercia F, (190, 90). Escala de fuerzas, 1 cm = 180 kg. 


11-5. Un motor de gasolina de 6 cilindros gira a una velocidad uniforme 
de 2.500 r.p.m. Longitud de manivela, 0,4 = 2*/, plg. Longitud de biela 
AB = 8 1/, plg. Distancia desde A al c.d.g., G de la biela = 1 *?/,, plg; peso 
del émbolo = 1,94 lb; peso de la biela = 1,75 1b; peso equivalente desequili- 
brado de manivela al radio del codo del cigúeñal = 3,25 lb; tiempo para 68 osci- 
laciones completas (ida y vuelta constituyen una oscilación completa) de la 
biela alrededor del eje del bulón, 60 segundos. 

a. Hacer un análisis de fuerzas de inercia del mecanismo, cuando la mani- 
vela (codo del cigúeñal) está a 60% después del punto muerto superior. Rotación 
a derechas. Hay que determinar todas las fuerzas de inercia y reacciones, como 
en el Art. 11-6. Procedimiento: Utilizar dos hojas. En la hoja 1, dibujar el 
mecanismo con el eje del motor horizontal, poniendo sobre él todas las dimen- 
siones, pesos, etc. Escala, */, plg = 1 plg. 0,(8, 7), émbolo a la izquierda. Todos los 
cálculos necesarios deberán ponerse en esta hoja. Sobre la hoja 2, hacer otro 
dibujo del mecanismo, indicando en él las fuerzas de inercia fa, fs y fa con mag- 
nitud, dirección y línea de acción. Escala de dibujo, */, plg = 1 plg. 0x8, 7), 

„émbolo a la izquierda. Situar los diversos polígonos en las hojas en la forma 
siguiente: polígono de velocidades, o(*/,, 3), escala, 1 plg = 30 pies /seg; polígono 
de aceleraciones, 0(*/,, 6), 1 plg = 5.700 pies /seg?; polígono de fuerzas de inercia, 
origen del vector fa(7, 1 */,), escala, 1 plg = 300 lb. 

b. Hacer un análisis de fuerzas estáticas del mecanismo. La fuerza del gas 
en el émbolo en esta posición es de 750 lb. Origen del vector 3 ,, (*/2, 1*/2). 
Escala, 1 plg = 300 Ib. 

c. Por combinación de las fuerzas de inercia y las fuerzas estáticas, deter- 
minar las magnitudes y direcciones de las siguientes fuerzas totales: fuerza en 
el bulón, fuerza en el cigúeñal; fuerza en la muñequilla; esfuerzo de giro. 

11-6. Igual que el Prob. 11-5, pero resolviéndolo para otra posición del 
cigieñal. 

11-7. Un motor de gasolina de 6 cilindros, gira a una velocidad uniforme 
de 2.500 r.p.m. Longitud de manivela (codo del cigüeñal) 0,4 = 2 */, plg. Longi- 
tud de biela, AB = 8 ?/, plg. Distancia desde A al c.d.g. de la biela = 1 13/, , plg. 
Peso del émbolo = 1,94 lb. Peso de la biela = 1,75 lb. Peso equivalente desequi.- 
librado de manivela en radio del codo = 3,25 lb; tiempo para 68 oscilaciones 
completas alrededor del eje del bulón, 60 seg. Nota. Los datos anteriores y 
lo que se pide en este problema, son iguales que en el Prob. 11-5. El procedi- 
miento lleva consigo la sustitución de un sistema cinéticamente equivalente 
por la biela. 
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a. Hacer un análisis de fuerzas de inercia del mecanismo cuando la mani- 
vela (codo) está a 60° después del punto muerto superior. Rotación, a derechas. 
Todas las fuerzas de inercia y reacciones se determinarán como en el Art. 11-9. 
Procedimiento: utilizar dos hojas. En la hoja 1, dibujar el mecanismo con el 
eje horizontal, poniendo sobre el dibujo todas las dimensiones, pesos, etcétera. 
Escala, */, plg = 1 plg, 0:(8, 7), émbolo a la izquierda. Poner todos los cálculos 
necesarios en esta hoja. En la hoja 2, hacer otro dibujo del mecanismo, indi- 
cando en él las fuerzas de inercia fa, fe, fp y fa en magnitud, dirección y línea de 
acción. Escala de dibujo, */, pig = 1 plg, 08, 7), émbolo a la izquierda. Situar 
los diversos polígonos en la hoja en la forma siguiente: Velocidad y aceleraciones 
(utilizar la construcción de Ritterhaus); polígono de fuerzas de inercia, origen 
del vector f, (7, 1*/,); escala, 1 plg = 300 Ib. 

b. Análisis de fuerzas estáticas del mecanismo. La fuerza del émbolo 
debida a la presión del gas es de 750 lb. Origen del vector 5 4, (*/,, 5). Escala, 
1 plg = 300 lb. 

c. Por combinación de las fuerzas de inercia y de las estáticas, determinar 
las magnitudes y direcciones de las siguientes fuerzas totales: fuerza en el eje 
del bulón; fuerza en el cigiieñal; fuerza en la muñequilla del codo del cigúeñal; 
esfuerzo de giro. 


11-8. Igual que el Prob. 11-7, pero resolviéndolo para otra posición del 
cigúeñal. 

41-9. Un motor de gasolina de 6 cilindros gira a velocidad de 2.500 r.p.m. 
Longitud de manivela, 0,4 = 2 */, plg. Longitud de biela, AB = 8?/, plg. Dis- 
tancia desde A al c. d. g. de la biela = 1 **/, sz peso del émbolo = 1,94 lb; peso 
de la biela = 1,75 lb. La manivela está equilibrada. Tiempo necesario para 
68 oscilaciones completas de la biela, 60 seg. Nota. Los datos anteriores y 
lo que se pide, son los mismos que en los Probs. 11-5 y 11-7. En este caso, la 
manivela está equilibrada. El polígono de fuerzas de inercia se superpondrá a 
la construcción de Ritterhaus en un dibujo ampliado del mecanismo. 

a. Hacer un análisis de fuerzas de inercia del mecanismo, con la manivela 
(codo) a 60°, después del punto muerto superior. Rotación, a derechas. Este 
análisis será análogo al del Art. 11-10, en que el polígono de fuerzas de inercia 
se superpone a la construcción de Ritterhaus. Procedimiento: Utilizar dos hojas. 
En la hoja 1, dibujar el mecanismo con el eje del motor horizontal y poniendo 
todas las dimensiones, pesos, étc. Escala, */, plg = 1 plg. O,(8, 7), émbolo a la 
izquierda. Escribir todos los cálculos necesarios sobre esta hoja. En la hoja 2, 
dibujar otra vez el mecanismo a tamaño doble del natural. Con la manivela 
a 600 después del punto muerto superior. Eje del motor horizontal. Giro, a 
derechas. 0,(6 */,, 4 ?/,); émbolo a la izquierda. Determinar las fuerzas de inercia 
y las reacciones por medio del polígono de fuerzas superpuesto a la construcción 
de Ritterhaus. Escala de fuerzas, 1 plg = 300 lb. 

b. Análisis de fuerzas estáticas del mecanismo. La fuerza sobre el émbolo 
por la presión del gas es de 750 lb. El origen del vector 3 , está en A, sobre el 
mecanismo. Escala, 1 plg = 300 lb. i 

c. Combinando las fuerzas de inercia y las estáticas, determinar las magni- 
tudes y direcciones de las siguientes fuerzas totales: sobre el eje del bulón; 
sobre el cigueñal; sobre la muñequilla del codo; esfuerzo de giro. 


11-10. Igual que el Prob. 11-9, pero resolviéndolo para otra posición del 
cigúeñal. 


11-11, æ. Utilizando los datos y métodos del Prob. 11-9, representar un 
diagrama de fuerzas do inorcia del émbolo, sobro una línea base de 6 plg de 
longitud, sltnada a 0 */, ple del bordo inforior de la hoja. Partir de la posición 
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cero de la manivela, cuando el émbolo está en el extremo izquierdo, haciendo 
las determinaciones de 30 en 300 de la manivela, durante una revolución com- 
pleta. Para las posiciones extremas (0, 6 y 12) utilizar el método. analítico del 
Art. 11-15. Escala, 1 plg = 300 lb. 

b. Sobre una línea base de 6 plg de longitud situada a 2 */, plg del borde 
inferior de la hoja, dibujar un diagrama representativo de la variación del esfuer- 
zo de giro en la muñequilla del codo durante una revolución. (Nota: Estos dia- 
gramas son similares a los de las Figs. 13-4 y 13-6.) Procedimiento: Utilizar dos 
hojas. En una se dibuja el mecanismo con el émbolo a la izquierda. O,(45/,, 51/4). 
Escala, 1 1/: plg = 1 plg. Dibujar el mecanismo para las posiciones del codo 
1,3,5,8 y 10 y determinar las fuerzas de inercia y las reacciones para estas 
posiciones por medio del polígono de fuerzas superpuesto en la construcción de 
Ritterhaus. Escala de fuerzas, 1 plg = 300 lb. (Debe observarse que las magni- 
tudes de las fuerzas de inercia para las posiciones del codo 11, 9, 7, 4 y 2 serán 
las mismas que para las 1, 3, 5, 8 y 10, respectivamente.) 


11-12. Además de los diagramas representados en el Prob. 11- 1, puede 
construirse otro diagrama como el descrito en el Cap. 13. 


11-13. La leva representada en la Fig. 3-1 gira a una velocidad de 180 r.p.m. 
y el seguidor de rodillo tiene su desplazamiento máximo de 50 mm, cuando la 
leva gira a derechas un ángulo de 1200, El seguidor vuelve a su posición inicial 
en los siguientes 120% de giro de la leva y permanece en reposo los restantes 1200 
del ciclo. El seguidor tiene movimiento armónico y su peso total es de 2,270 ki- 
logramos. 

a. Sobre una línea horizontal base, de una longitud de 150 milímetros, 
0(40, 190), construir el diagrama de desplazamientos del seguidor para una 
revolución de la leva. Empezar con el seguidor en su posición inferior. (Utilizar 
8 divisiones, cada 120°.) 

b. Sobre una línea horizontal base, de 150 mm de longitud, que representa 
el tiempo invertido en una revolución de la leva, construir el diagrama de fuerzas 
de inercia del seguidor. 0(30, 125). Escala, 1 cm = 2 kg. 

c. Sobre la misma línea base que (b) y con la misma escala, construir el 
diagrama representativo del peso del seguidor. 

d. Un muelle, con un factor de 0,530 kg/cm, colocado con una carga inicial 
“de 160 g, es suficiente para mantener al seguidor en contacto con la leva en todo 
momento. Sobre la misma línea base y con la misma escala que en (b) construir 
el diagrama representativo de la fuerza ejercida por el muelle. 

e. Construir el diagrama de fuerzas de inercia y pesos combinados del 
seguidor. 

Jf. Construir el diagrama representativo de la fuerza total ejercida por el 
seguidor contra la leva. 

g. Señalar sobre la línea base horizontal, en el diagrama de fuerzas de 
inercia y en el diagrama de desplazamientos, el punto en el cual el seguidor 
dejaría la leva por efecto de su aceleración si no se utilizara el muelle. 

Nota. En los diagramas de fuerza anteriores, representar en ordenadas, 
por debajo de la línea base, las fuerzas verticales del seguidor contra la leva 
y en ordenadas por encima de la línea base, las fuerzas verticales del seguidor 
desde la leva. Despreciar el rozamiento. En la Fig. 11-14 del texto se ve otro 
procedimiento de representar estos diagramas. 


11-14. Una leva, similar a la dibujada en la Fig. 3-9, gira a una velocidad 
de 360 r.p.m., empujando al seguidor en dirección vertical. Este se eleva 
38 mm, con movimiento armónico simple, durante 180% de giro de la leva, s0 
estaciona durante 300 y retrocede 38 mm a su posición inicial, durante los ron- 
tantes 1500 de rotación de la leva. El peso total del seguidor es de 2,270 kg. 
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a. Sobre una línea base horizontal de 150 mm de longitud, construir el 
diagrama de desplazamiento del seguidor para una revolución completa de la 
leva. Dividir la línea base en 24 partes iguales y partir de la posición más baja 
del seguidor. 0(30, 200). 

' b. Sobre una línea base horizontal de 150 mm de longitud, 0(30, 130), 
construir el diagrama de fuerzas de inercia del seguidor. Escala, 1 cm = 2 ki- 
logramos. 

c. En la misma línea base y a la misma escala que en (b), construir el dia- 
grama representativo del peso del seguidor. 

d. Un muelle de factor 1,8 kg/cm, montado con carga inicial cero, es uti- 
lizado para mantener el contacto leva-seguidor en todo momento. Sobre la 
misma línea base y la misma escala que en (b), construir el diagrama represen- 
tativo de la fuerza ejercida por el muelle. 

e. Construir el diagrama combinado de fuerzas de inercia y peso del 
seguidor. 

f. * Construir el diagrama representativo de la fuerza total del seguidor 
contra la leva. 

g. Indicar sobre el diagrama de desplazamiento la posición en la cual el 
seguidor dejaría la leva, a causa de su aceleración, si no existiera el muelle. 

h. ¿Cuál es la componente total vertical de la fuerza del seguidor contra 
la leva? (1) al comienzo del movimiento ascendente del seguidor; (2) al final 
del movimiento ascendente; (3) durante el período estacionario; (4) al comienzo 
del movimiento descendente; (5) al final del movimiento descendente. 

Nota. En los diagramas anteriores de fuerzas, tomar como ordenadas por 
debajo de la línea base las componentes verticales de las fuerzas del seguidor 
contra la leva, y por encima, las componentes verticales de las fuerzas del 
seguidor originadas en la leva. Despreciar el rozamiento. 


11-15. La velocidad de un compresor de amoníaco es controlada por un 
regulador de bolas del tipo representado en la Fig. P11-15. El peso de la carga 
central es W, = 33,566 kg, y el de cada bola, 4,082 kg. En la figura se ha dibu- 
jado el regulador en su posición más baja (r.p.m. = 0). Dibujarlo a escala 1 : 4. 
0,(100, 230). 

a. Para esta posición del regulador (posición inferior) determinar la velo- 
cidad (rpm) para la cual empezará a actuar. 


lo5,254 
Fra. P11-15 Fic. P11-16 


db. La velocidad normal de funcionamiento del compresor tiene lugar 
cuando el poro contral se olova una altura do 63,5 mm. Determinar la velo- 
cidad del regulador para esta posición. 


468 PROBLEMAS 


Nota. Utilizar el método gráfico para resolverlo y mostrar los diagramas 
y cálculos necesarios. Escala para los polígonos de fuerzas 1 em = 3,5 kg. 


11-16. En la Fig. P11-16 se ha dibujado el regulador de control por muelle 
de una turbina de vapor de 100 kw. El regulador está montado sobre el eje 
de la turbina. Por la fuerza centrífuga los dos pesos W, actúan sobre el muelle 
y manguito en la forma mostrada en la figura. El peso de cada uno de los dos 
pesos giratorios es de W, = 0,068 kg. La velocidad normal de la turbina es 
3.600 r.p.m., siendo tolerable una variación total de 2,5 % en dicha velocidad. 
El desplazamiento del manguito necesario para esta regulación es de 3,175 milí- 
metros (la mitad a cada lado de la posición correspondiente a la velocidad de 
régimen). La posición dibujada en la figura es la correspondiente a la velocidad 
más baja permisible. Se pide la carga inicial y final del muelle y su constante 
de proporcionalidad. Nota. Utilizar el método analítico para la solución y 
dibujar los diagramas y cálculos precisos. Será suficiente suponer para todas 
las posiciones que los brazos de los momentos de las fuerzas alrededor del 
punto de pivotamiento del eslabón 2 son iguales a los valores dados en la figura 
para la posición correspondiente a la velocidad más baja. 

Nota. En el análisis de la acción del regulador existen siempre problemas 
fundamentales de fuerzas de inercia. El análisis de fuerzas en el caso de tipo 
de bolas, ilustrado en las Figs. 2-48 y 2-49, es sencillo, como se ve en las solu- 
ciones de los Probs. 11-15 y 11-16. Aquí es necesario únicamente dibujar los 
diagramas con las fuerzas que se establecen como resultado de la acción cen- 
trífuga de las bolas y resolver el problema, sea analítica o gráficamente, según 
el método más conveniente en cada caso. En el caso del regulador axil 
(Fig. 2-50) y del regulador de inercia (Fig. 2-51) el análisis es en cierto modo, 
más conveniente. En la Fig. 2-50, por ejemplo, cuando w es constante, tenemos 
solamente que equilibrar el momento de la fuerza centrífuga Fr = mrw? con 
el momento de la fuerza del muelle S. Sin embargo, cuando el volante recibe 
una aceleración angular a, el peso W ejerce en G, además de la fuerza Fr, una 
fuerza tangencial Fr = mra. Al mismo tiempo, si se considera la masa del 
brazo 3, que soporta el peso, la totalidad de la masa tiene un par de inercia, 
T = —Ja, relativamente pequeño, con respecto al centro de la masa. Estos 
efectos secundarios son, sin embargo, relativamente pequeños y pueden ser 
despreciados, siendo, por tanto, considerado únicamente el efecto de la fuerza 
centrífuga. El análisis de fuerzas se reduce entonces al problema elemental de 
considerar el momento con relación al pivote O; de la fuerza centrífuga, actuando 
en oposición al momento de la fuerza del muelle. El Prob. 9-26 requiere un típico 
análisis de aceleración. Una situación parecida se presenta en el caso del regu- 
lador de inercia (Fig. 2-51). Aquí el par de inercia T = — Ia es grande. Las 
fuerzas Fr = mrw? y Fr = mra son relativamente pequeñas. Un análisis muy 
completo de las fuerzas que actúan en un regulador de eje del tipo de inercia 
puede encontrarse en textos tales como Analytical Mechanics for Engineers, 
3.2 edición, 1941, de Seely y Ensign. 


11-17. Un avión experimental vuela a 600 de latitud norte en dirección 
al norte a 2.000 millas por hora según una línea norte-sur. El avión se mueve 
por consiguiente a lo largo de una trayectoria que tiene una velocidad angular. 
Determinar la magnitud y dirección (dibujar un esquema) de la fuerza que actúa 
sobre el avión, por cada 1.000 kg de su masa, a causa de la componente de ace- 
leración de Coriolis. 


11-18. Suponiendo que un avión realiza un viraje según un arco circular 
horizontal, de tal forma que la inversión completa de dirección le lleva 1 minuto, 
determinar el número de ges (cociente de su aceleración por la de la gravedad), 
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cuando el avión vuela a las velocidades de 500, 1.000 y 2.000 millas/hora. 
Repetir el problema suponiendo que el viraje lo realiza en, 1/, minuto. 


11-19. La caja de un ascensor y su carga pesan 1.814 kg. El cable es de 
19,05 mm y tiene una carga de rotura de 15,238 Tm. 

a. Con un factor de seguridad de 4, respecto a la carga de rotura, calcular 
el número mínimo de segundos en los que es permisible parar el ascensor desde 
una velocidad de descenso de 2,54 m/seg. Suponer que la deceleración es 
constante. 

b. Repetir el problema con un factor de seguridad de 8. 

c. Si la deceleración no es constante, pero la parada se hace en el mismo 
número de segundos, la fuerza máxima en el cable, ¿será mayor o menor? 
Justificar la contestación. 


11-20. El cangilón de una draga y su carga pesan 907 kg. El cable de ele- 
vación es de 12,7 mm de diámetro y tiene una carga de rotura de 8,596 Tm. 
¿Cuál es la máxima aceleración vertical que puede darse a la carga sin romper 
el cablo? ¿Cuántas ges representa? 


`11-21. Una pieza de una máquina ha de fabricarse de acero y con la forma 
de una biela. Se hace un modelo de madera a tamaño nàtural, determinándose 
el c.d.g., que resulta estar a 5 plg de un extremo. Se realiza un experimento 
en el que el modelo se hace pivotar sobre el filo de una cuchilla a 4 plg del centro 
de gravedad, permitiendo que oscile como un péndulo de pequeño arco. La 
frecuencia de las oscilaciones medida es de 0,97 por segundo. El modelo de 
madera pesa 2 lb y está hecho de madera de una densidad de 35 lb/pie*. El 
peso específico del acero es de 489 lb /pie?. Determinar el momento de inercia de 
la pieza de acero con relación a su c.d.g. Indicar también cómo podría haber 
sido encontrado, en forma experimental, dicho c.d.g. 


11-22. Un volante, cuyo peso es de 500 lb. está soportado en el borde de 
una cuchilla por el lado interior de la llanta y a una distancia de 1 */, pies del 
centro. Haciéndole oscilar como péndulo de pequeño arco y midiendo el período, 
resulta ser de 2,22 seg. Determinar el momento de inercia del volante con 
relación a su centro. 


11-23. Un empaque de 18,160 kg de peso es transportado por gravedad 
por una rampa en una fábrica, yendo a parar a una sección horizontal, golpeando 
contra un tope con muelle a una velocidad de 3,05 m/seg. Si el contenido del 
empaque se dañara cuando la aceleración excede de 3 g, determinar la constante 
del muelle adecuado para esta finalidad y el número de centímetros que dicho 
muelle ha de comprimirse. 


11-24. En una máquina, un bloque de acero de 0,454 kg de peso es forzado 
a oscilar, con movimiento armónico simple, a lo largo de una deslizadera radial 
en una mesa giratoria. El movimiento total del bloque a lo largo de la desliza- 
dera es de 152,4 mm, con el centro a un radio de 0,305 m. Cada ciclo del-movi- 
miento armónico tiene lugar en media revolución de la mesa. La mesa gira a 
una velocidad constante de 1.200 r.p.m., a derechas, con ayuda de un volante muy 
pesado. Calcular y dibujar en un esquema (a) la fuerza lateral sobre el bloque 
(perpendicular al radio) en el punto medio y en los extremos de la carrera; 
(b) la fuerza que el elemento de conexión debe ejercer sobre el bloque, a lo largo 
de la deslizadera radial en el punto medio y en los extremos de la carrera. 


11-23. Si la rotación de la Tierra alrededor de su eje se pudiera acelerar 
hasta que los hombros y las máquinas en el ecuador fueran ingrávidos, ¿qué 
duración tendría cl día? (Un viaje alrededor del mundo es de unas 25,000 millas.) 
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å Capitulo 12. Equilibrado de máquinas 


12-1. Tres masas M,, M, y My (Fig. P12-1la), que giran en los planos trans- 
versales 1, 2 y 3, han de ser equilibradas por adición de dos masas giratorias. 
El plano 3 ha sido elegido como plano de una de las masas mo’, y RP, como el 
plano de la otra masa, mo. 


1 15 4 4 300 
2 30 4 —4 1500 
3 15 5 8 2700 
Suponer Suponer 
0” 20 8 
Suponer 
RP, . 30 
(b) 
Fra. P12-1 


s 


Determinar por el método gráfico los valores de my, y Mo” y las longitudes y 
direcciones de los rádios correspondientes para el equilibrado dinámico. La. 
tabla de la Fig. P12-1b da los valores de las masas en slugs, las longitudes en 
pies, las direcciones de sus radios y sus distancias en pies desde el plano de 
referencia o. Escala de dibujo */, plg = 1 pie. Elevación final del eje, o(2 */z, 8). 
Escala del polígono de mRa, 1 plg = 300 unidades. Escala del polígono 
mR, 1 plg = 50unidades. Nota. Para los valores de los momentos y fuerzas para: 
cualquier velocidad dada, los valores representados por los vectores en estos - 
polígonos habrán de ser multiplicados por w?. . 


12-2. Igual que el Prob. 12-1, excepto que la solución deberá completarse 
por medio de dos pares de polígonos. 

12-3. Igual que el Prob. 12-1, debiendo completarse la solución con la 
aplicación del método analítico. 

12-4. Igual que el Prob. 12-1, combinando la masa Mm, que será M, = 20, 
R, = 5 y Ry = 6. 

12-5. Igual que el 12-4, completando la solución por medio de dos pares de 
polígonos. . 
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12-6. Igual que el 12-4, utilizando el método analítico. 


12-7. El cigiieñal de un motor horizontal de gas, estacionario, de cigúeñal 
central lleva dos volantes de inercia, 4 y B, cuyos planos de revolución están 
separados 1,117 m. El plano de revolución del codo del cigúeñal está a 0,457 m del 
plano del volante A. El peso equivalente del brazo de manivela (codo) está a 
una distancia radial de 0,254 m del cigieñal y en el plano de revolución de la 
manivela, siendo igual a 49,940 kg. La manivela deberá equilibrarse por pesos 
colocados a una distancia radial de 610 mm del cigieñal, uno en cada volante. 
Determinar las magnitudes de dichos pesos. Dibújese un diagrama de la dispo- 
sición de conjunto a escala 1: 8. Punto de partida, con el eje del cigieñal en 
el punto de coordenadas, (38, 150). : 

12-8. Un rotor está desequilibrado, según se especifica por las masas mos- 
tradas en la Fig. P12-8. 

a. Determinar y señalar en las figuras dos masas en los planos de referencia 
designados a 20 plg de radio, que completarán el equilibrado del rotor. 


[a leey 


Fig. P12-8 


b. Supuesto que no se ha hecho nada para corregir el desequilibrio. ¿Cuáles 
serían las fuerzas actuantes sobre los cojinetes B, y B, a las velocidades del 
rotor de 3.000 y 6.000 r.p.m. (además de las fuerzas resultantes del peso del rotor) ? 
Para el dibujo, situar el punto C en (7, 5*/,) (plg) (papel apaisado); escala 1 : 10. 

12-9. En un rotor de 3 pies de longitud, existen masas sin equilibrar, 
distribuidas en la forma siguiente: (1) en un plano transversal por el extremo 
izquierdo del rotor, 4 plg-oz a 30° a derechas desde la vertical (visto desde 
el extremo izquierdo del rotor); (2) en un plano, situado a 1 pie del extremo 
izquierdo, 5 plg-oz a 1809 de la vertical; (3) en un plano a 2 pies del extremo 
izquierdo, 2 plg-oz a 270%, a derechas, desde la vertical (desde el mismo punto 
de vista). 

,a, Determinar los dos desequilibrios equivalentes y sus direcciones en 
los planos extremos del rotor, a aplicar para corrección. (¿Serían estos desequi- 
librios los indicados por una máquina de equilibrado?) 

b. ¡Determinar y señalar en un esquema la magnitud y situación de los 
pesos adecuados do equilibrado si éstos han de añadirse a un radio de 6 plg. 


12-10. Un motor horizontal do gas, monocilíndrico, gira a una velocidad 
de 260 rpm. Longitud de manivola = 260 mm. Longitud do biola == 1,300 mo- 
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tros. Distancia desde el centro de gravedad. de la biela hasta el extremo de la 
manivela = 0,5 m. Peso de desequilibrio equivalente de la manivela a 
260 mm = 72 kg. Peso del émbolo = 106 kg. Peso de la biela = 114 kg. Peso 
equivalente del contrapeso a 260 mm de radio = 237 kg. Dibujar el esquema 
del mecanismo a escala, 1:10, indicando sobre él los pesos y dimensiones. 
0,(38, 216). 

Poner todos los cálculos en esa misma hoja. Utilizando los métodos descritos 
en el Art. 12-14, dibujar a escala, 1 cm = 500 kg (sobre otra hoja), los siguientes 
diagramas de fuerzas de inercia. o(110, 130). 

a. Suponiendo que no se utiliza contrapeso. 

b. Suponiendo que se utiliza un contrapeso, que es igual a la suma de 
todo el peso giratorio concentrado en el codo del cigüeñal y todo el peso alter- 
nativo concentrado en el émbolo, habiendo de situarse el contrapeso opuesto 
a la manivela y a una distancia igual al radio de la manivela (codo del cigúeñal). 

c. Para las condiciones existentes en este motor, esto es, cuando se utiliza 
el contrapeso dado. 


12-11. Un motor horizontal, monocilindro, de combustible líquido, gira 
a 250 r.p.m. La longitud de manivela es de 230 mm; la de la biela, 1,205 m; la 
distancia desde el c.d.g. de la biela hasta el extremo de la manivela = 400 mm; peso 
desequilibrado equivalente de la manivela a 230 mm de radio = 68 kg; peso del 
émbolo = 90 kg; peso de la biela = 88,5 kg; peso equivalente del contrapeso a 230 
mm de radio = 186 kg. Dibujar el esquema del mecanismo a escala 1 : 8, indican- 
do sobre él los pesos y dimensiones. 0,(185, 216). Poner todos los cálculos en esta 
hoja. Utilizando los métodos descritos en el Art. 12-14, dibujar a escala 1 em = 
= 500 kilogramos (sobre esta hoja) los siguientes diagramas de fuerzas de inercia. 

a. Suponiendo que no se utiliza contrapeso. o(115, 130). 

b. Suponiendo que el contrapeso utilizado es igual a la suma del peso 
giratorio concentrado en el codo del cigúeñal y el peso alternativo concentrado 
en el émbolo; el peso del contrapeso estará situado opuesto a la manivela y 
a una distancia igual al radio de dicha manivela (codo del cigiseñal). 

c. Para las condiciones existentes en el motor, o sea cuando se utiliza el 

contrapeso dado. 
+ 12-12. Un motor diesel vertical de dos cilindros de 80 HP, que gira a 
327 r.p.m., tiene los dos codos del cigúeñal en el mismo plano axial, al mismo 
codo del eje. Longitud de manivela = 174 mm; longitud de biela = 806 mm; dis- 
tancia desde'el extremo de la manivela al centro de gravedad de la bie- 
la = 287 mm; peso equivalente desequilibrado de una manivela a 174 mm = 
60,3 kg; peso del émbolo = 88 kg; peso de la biela = 66,5 kg; peso equivalente 
de contraequilibrio, opuesto a cada manivela a 174 mm de radio = 97,5 kg. 

Dibujar el esquema del motor a escala 1 : 6, indicando sobre él los pesos y 
dimensiones 0,(50, 38). Eje de simetría vertical. Sentido de giro, a derechas. 
Dibujar la manivela a 45% en el primer cuadrante. Escribir todos los cálculos 
en esta hoja. 

Utilizando los métodos descritos en el Art. 12-14, dibujar a escala 
l cm = 500 kg (en otra hoja), los siguientes diagramas de fuerzas de inercia 
por cilindro (utilizar intervalos de manivela de 309). 

a. ¡Suponiendo que no se utilizan contrapesos. o(110, 120). 

b. Suponiendo que se utiliza un contrapeso igual a la suma del peso gira- 
torio concentrado en el codo del cigiieñal y el peso alternativo concentrado en 
el émbolo, colocándose el contrapeso en oposición a la manivela y a una dis- 
tancia igual al radio de dicha manivela. 

c. Para las condiciones existentes en el motor, o sea, cuando el contrapeso 
es el dado. 
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12-13. Un motor monocilíndro vertical de combustible líquido, gira a 
720 r.p.m. Longitud de manivela (codo del cigüeñal) = 63,5 mm. Longitud de 
biela = 330 mm. Distancia del centro de gravedad de la biela al extremo del 
codo del cigüeñal = 100 mm. Peso equivalente desequilibrado del cigúeñal 
a 63,5 mm de radio = 4 kg; peso del émbolo = 6 kg; peso de la biela = 7,5 kg; 
peso equivalente del contrapeso a 63,5 mm de radio = 13,6 kg. 

Dibujar el esquema del motor a escala 1 : 2 e indicar en él las dimensiones 
y pesos, 0:(65, 50). Suponer que el giro del cigiteñal es a derechas y dibujarlo 
a 450 de la vertical. Escribir todos los cáleulos sobre esta hoja. 

Utilizando los métodos descritos en el Art. 12-14, representar a escala 
de 1 cm = 100 kg (sobre otra hoja) los siguientes diagramas de fuerzas de inercia. 

a. Suponiendo que no se utiliza contrapeso, O(110, 125). 

b. Suponiendo que se utiliza contrapeso de peso igual a la suma del peso 
giratorio concentrado en el codo del cigiieñal y el peso alternativo concentrado 
en el émbolo, debiendo situarse el contrapeso opuesto al codo del cigúeñal y 
a una distancia igual al radio de manivela. 

c. Para las condiciones existentes en el motor, o sea, cuando se usa el con- 
trapeso dado. 


12-14. La disposición del cigúeñal en un ocho cilindros de 16 x 20 (diá- 
metro por carrera), vertical, diesel, se muestra esquemáticamente en la 
Fig. P12-14, con el codo 1 formando un ángulo 6, con la vertical. 

a. Suponiendo que las cantidades mRæ? y,las distancias entre codos son 
cada una igual a la unidad, determinar por los métodos descritos en los 
Arts. 12-15 a 12-21 qué fuerzas o pares están desequilibrados. 


8 0 

T | 

$] 

q 
3 oz] 
6 © RP 
5 a 
Fra. P12-14 


b. Las r.p.m. de este motor son 300. Longitud de biela = 54 plg. Peso total 
alternativo por cilindro = 984 lb. La distancia entre codos es de 30 plg. Deter- 
minar la magnitud del par desequilibrado para las posiciones de 0, = 0, 30, 60, 
etcétera, hasta 360% y representar en un gráfico las variaciones de magnitud. 
Escala de ordenadas, 1 plg = 25.000 lb-pie. (Disponer los datos en la hoja en 
forma tabulada, y mostrar un ejemplo de cálculo para 0, = 60%.) ` 


12-15. La disposición del cigúeñal en un motor 8-V a 90° es la representada 
enla Fig. 12-31. 1l motor gira e 2.400 r.p.m. Kl peso total alternativo, por cilin- 
dro, os de 3 lb. La longitud del codo (radio do manivela) os do 2 1/, plg. La longi- 
tud de la hiela es de 10 plg. Lo distancia entro codos, 5 pig, Dibujar un esquema 
del motor, similar al mostrado on la Fig, 012.14, oon el codo 1, formando un 
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ángulo 6, (a derechas) con el eje del bloque de cilindros izquierdo, visto en la 
dirección del eje del cigüeñal. 

a. Suponiendo que las cantidades mRw? y las distancias entre codos son 
iguales a la unidad, determinar por los métodos descritos en los Art. 12-15 
a 12-21, qué fuerzas y pares están sin equilibrar. 

b. Determinar la magnitud del par resultante desequilibrado para las 
posiciones de 0, desde 0 a 360% en intervalos de 30%, y desde el centro O del ci- 
gúeñal en el esquema del motor, dibujar a la escala de 1 plg = 10.000 lb-plg, el 
diagrama polar representado por los extremos de los vectores pares resultantes. 

c. ¿Hasta qué punto puede este par desequilibrado ser eliminado por equi- 
librado? Explicarlo. (Disponer los datos tabulados y mostrar un ejemplo de 
cálculo para 0, = 30°.) 3 

12-16. En el motor 8-V, a 90° de la Fig. 12-13, considerar que la biela 
ha sido remplazada por un sistema cinéticamente equivalente (aproximado). 
La masa total alternativa resultante en cada cilindro es mp, y la masa total gira- 
toria equivalente, con radio igual al de manivela, es mc. Esto incluye la masa 
equivalente'de la manivela en su radio, más las partes giratorias de las dos bielas 
acopladas. Los cilindros y las muñequillas de los codos están espaciados uni- 
formemente una distancia a. 

a. Por análisis (como en los Arts. 12-15 a 12-21) de equilibrio de un bloque 
de cilindros, determinar las fuerzas y pares desequilibrados. 

b. Determinar las magnitudes y colocaciones de las masas equilibradoras 
(en función de mp y Mc) si cada una de las masas giratorias y fuerzas de inercia 
alternativas primarias ha de ser equilibrada en el plano de su manivela. Mos- 
trarlo en un esquema. 

c. Hacer lo mismo, suponiendo que cada masa giratoria ha de ser equili- - 
brada en su propio plano y que las fuerzas alternativas han de ser equilibradas 
por dos masas solamente, una en cada uno de los planos extremos (planos de 
los codos 1 y 4). 

d. Idem, pero suponiendo que, en total, se han de usar sólo dos. masas 
equilibradoras, una en cada uno de los planos extremos. 


. 12-17. La Fig. 12-32 representa un motor de aviación en estrella de 5 
cilindros. Se pide un análisis de fuerzas de inercia del motor, con objeto' de 
determinar su grado de equilibrio y, si no está equilibrado, hasta qué punto 
puede equilibrarse. Puede demostrarse que las aceleraciones de los émbolos 
de las bielas articuladas no son muy diferentes de las de la biela maestra. 
Este hecho justifica el procedimiento usual simplificado de suponer las bielas 
articuladas de la misma longitud que la biela maestra y que sus codos estén 
agrupados con el de la biela maestra en el mismo eje de muñequilla. 

Dibujar el mecanismo a escala */, plg = 1 plg con el émbolo 1 en el extremo 
superior (manivela vertical). Situación del eje del cigieñal (4 1/4, 5 */,). Lon- 
gitud de manivela = 2 */, plg. Longitud de bielas = 11 plg. 

Las r.p.m. del motor son 2.000. Los pesos de las bielas se suponen distribuidos 
en la muñequilla del codo y en los bulones de los cilindros, en la forma acos- 
tumbrada (ver Art. 12-13), de tal manera que el peso total giratorio estimado en 
la muñequilla es de 10 lb, y el peso total alternativo en cada émbolo, de 4 lb. 
Hallar la resultante de las fuerzas de inercia secundarias para la posición de 
biela de 30%, Escala 1 plg = 200 lb. o(3, 1). ¿Están en equilibrio las fuerzas 
secundarias para todas las posiciones de la manivela? Hallar la resultante de 
las fuerzas de inercia primarias de giro y alternativas, para las posiciones 
de 0-30-60 y 90% de la manivela. (Calcular la magnitud de cada vector; y, 
partiendo con el origen del vector de fuerza de inercia de giro en el eje del 
cigúeñal, determinar el vector resultanto,) Escala de fuerzas 1 plg == 2.000 lb. 
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¿Hasta qué punto está equilibrado el motor? ¿Hasta qué punto puede ser equi- 
librado si no lo está? 


12-18. Los datos que a continuación se relacionan corresponden a un 
motor de gasolina de 6 cilindros, del tipo usado en automóviles. Se realizará 
un completo análisis de fuerzas de este motor, de acuerdo con el método des- 
arrollado en el Cap. 13. 


Dimensiones 


r.p.m. a la potencia máxima = 3.300. 

Número de cilindros, 6 

Diámetro de los cilindros, 84,13 mm. 

Carrera, 101,6 mm. 

Longitud de biela, de centro a centro, 190,5 mm. 

Distancia entre el c.d.g. de la biela al centro de la cabeza, 60,3 mm. 

Diámetro del bulón, 25,4 mm. 

Diámetro de la muñequilla del codo del cigúeñal, 53,9 mm. 

Diámetro del cojinete principal, 55,56 mm. 

Distancia desde el centro de gravedad del peso giratorio sin equilibrar de 
cada codo hasta el eje del cigüeñal, 50,8 mm. 

Tiempo necesario para 50 oscilaciones completas (ida y vuelta constituye 
una oscilación completa) de la biela alrededor dol centro del bulón, 
43 segundos. 


Pesos 


Biela completa {incluyendo casquillos), 0,903 kg. 

Embolo completo (incluyendo bulón, segmentos, etc.), 1,070 kg. 

Peso estimado desequilibrado de cada codo (cuando éstos no están equi- 
librados), 1,020 kg. 


Tiempos 
La válvula de admisión se abre 4 grados antes del punto muerto superior. 
La válvula de admisión se cierra 34 grados después del punto muerto 
inferior. 
La válvula de escape se abre 47 grados antes del punto muerto inferior. 
La válvula de escape se cierra 4 grados después del punto muerto superior. 


Diagrama indicador 


Volumen de compresión, 22,5 % de la cilindrada. 

Máxima presión de explosión, 26,4 kg/cm? (abs.). 

La presión máxima se alcanza al 2 % de la carrera. 

El desarrollo.de la curva de expansión comienza al 5 % de la carrera. 
Presión media de aspiración, 0,84 kg/cm? (abs.). 

Presión media de escape, 1,12 kg/cm» (abs.). 

Presión al comienzo de la compresión, 0,84 kg/cm? (abs.). 
Exponente de la curva de expansión, 1,3. 

Idem, compresión, 1,3. 

Prosión atmosfórica, 1,033 kg/cm* (abs.). 


12.19. Los datos quo a continuación so relacionan corresponden a un 
motor de automóvil, de gasolina, con 8 cilindros en línea, Se pide un análisis 
completo de fuerzan de osto motor, de acuerdo con el método descrito en el 
capítulo 13, 
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Dimensiones 


.r.p.m., 3.000. 

Número de cilindros, 8. 

Diámetro de los cilindros, 80,96 mm. 

Carrera, 88,90 mm. 

Longitud de biela, de centro a centro, 195,25 mm. 

Distancia desde el c. d. g. de la biela al eje de la muñequilla del codo, 
44,45 mm. 

Diámetro del bulón, 23,80 mm. 

Diámetro de la muñequilla del codo del cigiteñal, 50,80 mm. 

Diámetro del cojinete principal, 58,75 mm. 

Distancia desde el c. d. g. del peso giratorio desequilibrado de cada codo, 
hasta el eje del cigúeñal, 44,45 mm. 

El tiempo necesario para 50 oscilaciones completas de la biela (ida y vuelta 


constituye una oscilación completa) alrededor del centro del bulón, 
es de 42 segundos. 


Pesos 


Biela, completa, incluyendo casquillos, 0,920 kg. 
Embolo completo, incluyendo bulones, segmentos, etc., 0,965 kg. 
Peso estimado desequilibrado de cada codo del cigiteñal (cuando no están 
equilibrados), 0,907 kg. 


Tiempos 
La válvula de admisión se abre 5 grados después del punto muerto 
superior. 
La válvula de admisión se cierra 39 grados después del punto muerto 
inferior. 


La válvula de escape se abre 45 grados antes del punto muerto inferior. 
La válvula de escape se cierra 15 grados después del punto muerto superior. 


Diagrama indicador 


Volumen de compresión, 21,2 % de la cilindrada. 

Presión máxima de explosión, 26,4 kg/cm? (abs.). 

La presión máxima se alcanza al 2 % de la carrera. 

El desarrollo de la curva de expansión empieza en el 5 % de la carrera. 
Presión media de admisión, 0,84 kg/cm: (abs.). 

Presión media de escape, 1,12 kg/cm? (abs.). 

Presión al comienzo de la compresión, 0,84 kg/cm: (abs.). 

Exponente de la curva de expansión, 1,3. 

Exponente de la curva de compresión, 1,3. 

Presión atmosférica, 1,033 kg/cm? (abs.). 


12-20. Los datos siguientes corresponden a un motor diesel vertical de dos 
tiempos y ocho cilindros. Se pide un análisis de fuerzas, completo, de este motor 
de acuerdo con el método desarrollado en el Cap. 13. 


Dimensiones: 


r.p.m., 300. 

Número de cilindros, 8. 
Diámetro de los cilindros, 16 plg. 
Carrera, 20 plg. 


D 
Q 
[e] 


Presiones de émbolo 1b/plg? 
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Longitud de biela, de centro a centro, 54 plg. 

Distancia desde el c. d. g. de la biela hasta el eje de la muñequilla, 21,6 plg. 

Diámetro del bulón, 7 plg. 

Diámetro de la muñequilla del codo, 11 plg. 

Diámetro del cojinete principal, 11 plg. 

Distancia desde el c.d.g. del peso giratorio desequilibrado del codo hasta 
el eje del cigüeñal, 8,85 plg. 

Tiempo necesario para 50 oscilaciones completas (definidas como en los 
problemas anteriores), 111,5 seg. 


Pesos 


Biela completa, incluyendo casquillos, 590 Ib. 
Embolo, con bulón y segmentos, 748 Ib. 
Peso estimado desequilibrado de manivela, 525 lb. 


Tiempos (dos-tiempos) 


La lumbrera de escape se abre 60 grados antes del punto muerto inferior. 
La lumbrera de escape se cierra 60 grados después del punto muerto 
inferior. 


Diagrama indicador 
El gráfico indicador, dibujo a escala, se da en la Fig. P12-20. 
Volumen libre, 6,83 % de la cilindrada. 


Angulos (codos del cigúeñal), carrera de trabajo 
015 _30 35 60 75 90 105 120 135 150165180 


Diagrama indicador 


motor diesel ocho 
600 cilindros-16"x20" 
dos tiempos 
PMA =77,63 Ib/plg? 
500 PME=-=57,45 1b/plg? 


360 315 300 285 240 
345 Angulos de los codos del cigüeña! en grados, carrera de compresión 
` Fra. P12-20 


12-21. Kl objeto de este problema es determinar el volante necesario para 


un motor horizontal de gas monocilíndrico, Se trata de un motor de cuatro 
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tiempos, con dos volantes, uno en cada extremo del cigúeñal y con el codo del 
cigúeñal a la mitad de distancia entre ambos. Se supone que el motor se uti- 
liza en trabajos normales, funcionando con carga constante. Las especificaciones 
del motor son las siguientes: 


Diámetro del émbolo, 12 plg. 

Carrera, 20 */, plg. 

r.p.m., 250. 

Longitud de biela, 51 1/4 plg. 

Relación de compresión, 4,57/1. 

Velocidad de la corona del volante: 75 pies/seg. 
Coeficiente de fluctuación: 0,033. 


En la Fig. P12-21 se muestra la disposición general que deberá adoptar el 
estudiante, utilizando un formato de papel 18”” x 24”” (similar métrico, 
DIN o UNE A2). Con objeto de economizar tiempo, los datos que deberían 
ser obtenidos de tal esquema, se dan en la Fig. P12-21, debiendo el estudiante 

„realizar los cálculos necesarios para la determinación de las dimensiones y 
pesos del volante. 

La realización de los diagramas se puede describir brevemente en la forma 
siguiente: En primer lugar, el círculo de manivela se divide en 24 partes iguales, 
dibujándose el mecanismo motor O AB en una de tales posiciones. Después se 
representan el diagrama indicador teórico y el diagrama de fuerzas de inercia. 
Se acostumbra a construir el diagrama de esfuerzos tangenciales a partir del 
gráfico que se obtendría para el motor en su carga normal o específicada y supo- 
niendo que el trabajo es constante y con un par uniforme. El diagrama de fuerzas 
de inercia incluye el efecto total de inercia del émbolo y la fracción alternativa 
de la biela. Se considera que un tercio del peso de la biela está concentrado 
en el bulón. Se puede demostrar que en este problema los efectos de inercia 
de las masas alternativas no afectan de manera apreciable los resultados, 
pudiendo ser, por lo tanto, despreciados. El diagrama de fuerzas de inercia se 
da aquí como interesante con objeto de comparar las magnitudes relativas de las 
fuerzas de inercia y las producidas por la combustión del gas. Todos los diagramas 
se han construido a una escala de 1 plg = 200 lb /plg? del área del émbolo. En el 
diagrama indicador las líneas de escape y admisión están tan próximas a la 
línea atmosférica, que no se han dibujado. 

A continuación se construye el diagrama de esfuerzos tanmgencial-radial. 
Puede tomarse, por ejemplo, la fuerza éfectiva GH, sobre el bulón para cualquier 
posición de éste y llevarla a la posición OM a lo largo de la manivela. Desde 
el punto M se traza una paralela a la biela, dando la línea vertical ON, que 
representa el esfuerzo de giro para esta posición del cigúeñal. El vector ON se 
traslada entonces a la posición AK, dando K, punto del diagrama de esfuerzos 
tangenciales. 

Este método gráfico de determinar el vector esfuerzo giratorio, puede expli- 
carse de la forma siguiente: En el Art. 9-9 se vio que el triángulo OAB de la 
Fig. P12-21 representa el polígono de velocidades girado 90% respecto a su 
verdadera posición, representando OA la velocidad V4 del extremo del codo 
del cigúeñal, y OB la velocidad Vg del émbolo B. Puesto que el trabajo realizado 
en A es igual al trabajo realizado en B, despreciando el rozamiento, tenemos 


Fax Va = Fg x Vg 
siendo F4 y Fg las fuerzas que actúan en A y B, respectivamente. Por tanto: 
Fg Va OM 
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El diagrama de esfuerzos tangencial-radial muestra en qué forma varía la fuerza 
tangencial durante el ciclo energético. Debe notarse que en este problema 
el ciclo de energía se completa en dos revoluciones de manivela (o cigiteñal). 
Para determinar cómo varía la energía durante el ciclo es necesario rectificar 
el diagrama radial; esto es, las ordenadas del diagrama radial se llevan 
sobre una línea recta de base, de una longitud conveniente, representativa 
de la longitud del camino descrito por la muñequilla del codo del cigijeñal 
en el ciclo. El área por debajo del diagrama rectificado será proporcional a la 
energía suministrada al cigúeñal durante el ciclo de energía. La ordenada media 
del diagrama rectificado será la distancia desde la línea base a la línea recta que 
representa el diagrama de carga. Para obtener esta ordenada media puede apli- 
carse la regla de Durand o utilizar un planímetro. Con la curva de carga super- 
puesta el diagrama rectificado de esfuerzos tangenciales, es posible determinar 
cuándo y en cuánto son mayores o menores los suministros de energía que su 
demanda. El área rayada por encima de la línea de carga constante, representa 
el exceso de energía que debe ser almacenada en el volante, con objeto de 
compensar las deficiencias de energía representadas por el área por debajo de 
la línea de carga constante. 

Las magnitudes, en pulgadas cuadradas, del área en exceso, determinadas 
por medio del planímetro, se han escrito sobre el dibujo. Estas áreas determi- 
narán el peso del volante. Por lo tanto, para calcular éste, será necesario deter- 
minar cuántos libras-pies de energía representa este área. Sabiendo la energía 
que debe ser almacenada por el volante y conocida la fluctuación de velocidad 
permisible, puede ser calculado el peso a partir de la conocida ecuación de la 
energía de una masa giratoria (ver Art. 13-11). En ensayos de velocidades 
críticas de rotura de volantes, se ha visto que los volantes de fundición de hierro 
tienen como velocidad límite de seguridad, aproximadamente, unos 100 pies-seg. 
El coeficiente de fluctuación para volantes ha podido ser perfectamente esta- 
blecido, gracias a la experiencia conseguida en el proyecto y funcionamiento 
de varias clases de maquinaria. Estos coeficientes pueden encontrarse en los 
manuales y textos de proyecto de máquinas. Existe una amplia gama de valores. 
Para motores de gas, éste va desde 1/50 para cargas constantes, tales como para 
mover un generador de corriente alterna, hasta 1/30 para trabajos de tipo 
general. 

Disponiendo de los datos contenidos en la Fig. P12-21, los cálculos para este 
problema comprenderán los apartados siguientes. (Estos cálculos se harán en 
forma limpia y ordenada y precisamente en el orden que se establece.) 

a. Hp, a partir del gráfico indicador. 

b. Hp, a partir del diagrama de esfuerzos tangenciales. - 

c. Energía total en libras-pies representadas por una pulgada cuadrada 
del diagrama rectificado de esfuerzos tangenciales. 

d. Variación total máxima de energía por ciclo. 

e. Par máximo, en lb-plg, sobre el cigieñal, del diagrama rectificado de 
esfuerzos tangenciales. 

f. Peso de la llanta o corona del volante. 

g. Diámetro medio del volante. 

h. Dimensiones de la sección de la llanta, suponiendo, a estos efectos, que 
dicha sección es cuadrada. 


Capítulo 14. Vibraciones y velocidades críticas en árboles 


Nota: En la solución de estos problemas se desprecia el peso del árbol. 
14-1. Un árbol horizontal gira apoyado sobre dos cojinetes extremon, 
pudiendo ser considerado como apoyado libremente en dichos extremos. En ol 
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centro (entre ambos cojinetes) hay un disco enchavetado, cuyo peso es de 
113,400 kg, pero la distancia del centro de la masa del disco al eje del árbol 
es de 0,254 mm. En un ensayo para determinar la constante k del muelle, una 
fuerza estática de 725,760 kg aplicada en el centro (entre cojinetes) originó 
una flexión, cuya flecha era 3,81 mm. Calcular la velocidad crítica de giro. 


14-2. Determinar la velocidad crítica en rpm del sistema representado en 
la Fig. 14-4, en la que el disco es de acero, con un diámetro de 152,4 mm y un 
espesor de 25,4 mm. La longitud total del árbol de acero, entre cojinetes, es 
de 508 mm y su diámetro de 12,7 mm. Suponer que el árbol está apoyado 
libremente en los extremos. 

14-3. Igual que el Prob. 14-2, pero con el disco colocado exactamente * 
a 203,2 mm del cojinete izquierdo. 

14-4. Un árbol giratorio de 76,2 mm de diámetro y 1,219 m de longitud, 
arrastra una carga de 181,440 kg, situada a 0,305 m del cojinete izquierdo 
y otra de 362,880 kg a 0,457 m del cojinete derecho. Calcular la velocidad 
crítica en r.p.m., considerando el árbol como apoyado libremente en sus extremos. 


14-5. Igual que el Prob. 14-4, con la excepción de que el diámetro del 
árbol, entre las dos cargas ha sido aumentado a 88,9 mm. 


14-6. Un árbol giratorio de 0,457 m de longitud está formado por una 
sección de 38,1 mm de diámetro y 0,203 m de longitud y otra de 25,4 mm de 
diámetro y 0,254 m de longitud. En el punto de cambio de sección hay una carga 
de 136,080 kg. Considerando el árbol como apoyado libremente en los extremos, 
calcular la velocidad crítica en r.p.m. 

14-7. Un árbol, fijo por un extremo, tiene en el otro un disco sólido cilín- 
drico, cuyo momento de inercia es I = 8 lb-plg-seg. Para producir una torsión 
de un radián, es preciso aplicar al disco un par de 120 lb-plg. ¿Cuál es la fre- 
cuencia natural del sistema en ciclos por minutos? 


14-8. Un árbol de acero de .50,8 mm de diámetro y 1,829 m de longitud 
está fijo por un extremo, soportando en el otro un disco de acero de 0,305 m do 
diámetro y 50,8 mm de espesor. ¿Cuál es la frecuencia natural de vibración 
de torsión del sistema ? 

14-9. Un motor diesel, cuyo volante y otros elementos giratorios (repre- 
sentados por el disco f,, Fig. 14-8) tienen un momento de inercia combinado 
de 7.200 lb-plg-seg*, moviendo a un generador cuyo rotor (representado por f,) 
tiene un momento de inercia de 1.200 lb-plg-seg?.- El árbol de acero, que une el 
motor al generador es de 4 plg de diámetro y 5 pies de longitud. Suponiendo que 
el módulo de elasticidad a esfuerzo cortante es de 12.000.000 lb-plg?. Calcular 
la frecuencia natural de la vibración de torsión del sistema. 


14-10. El árbol de la hélice de una canoa (Fig. 14-8) tiene una longitud 
de 3,658 m y un diámetro de 101,6 mm. En un extremo del eje va el rotor de 
una turbina de vapor, cuyo peso es 907,200 kg 
y su rádio de giro es 762 mm. En el otro extre- ¡SS 
mo está la hélice, con un peso de 453,600 kg y Posición del equitibrio 
un radio de giro de 508 mm. El módulo de elas- — estático a 
ticidad a torsión del acero es de 84,36 x 10: y 
kg/cm?. Determinar la frecuencia natural de la 
vibración de torsión del sistema. 


14-11. Una masa soportada por muelles, Fic. P14-11 
según indica la ig. P14-11, representa esque- 
máticamento una máquina sobre un soporte elástico. El equilibrio de fuerzas 
on dirección vertical, on cualquier instante duranto cl movimiento vibratorio 
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vertical, da la ecuación m(d?x/dt?) = — kx, que es la misma Ec. (14-1). Por 
lo tanto, las soluciones (14-10) y (14-11) son aplicables. Si la masa es de 4,536 kg 
y la constante combinada de los muelles es de 1,43 kg/mm. (a) ¿Cuál es la defor- 
mación estática 4? y (b) ¿qué frecuencia de la perturbación vertical aplicada a la 
masa, resultará en resonancia con la frecuencia natural? Suponer que el mo- 
vimiento tiene lugar exclusivamente en dirección vertical. 


14-12. Si la masa del problema anterior es un motor eléctrico, que no está 
perfectamente equilibrado, ¿qué deformaciones estáticas y correspondientes 
constantes de muelle será preciso evitar para las velocidades del motor de 
(a) 1.200 r.p.m., (b) 1.725 r.p.m., (c) 3.600 r.p.m.? 


14-13. Se supone que se aplica a la masa m de la Fig. P14-11 una pertur- 
bación vertical de variación armónica Fo cos œt. (La fuerza centrífuga de un 
pequeño desequilibrio del rotor de una bomba podría producir tal perturbación, 
o bien la aceleración periódica del émbolo de un motor.) El equilibrio de fuerzas 
en dirección vertical da la ecuación m(d?%x/dt2) = — kæ + Fo cos œt. 

a. Comprobar que una solución de esta ecuación es 


Fo 1 


t 1—(0/07)* cos wt 


x= 


siendo œn = (27) (frecuencia natural) = vV k/[m. (Substituir la solución en la 
ecuación diferencial.) 

b. ¿Qué deberá verificarse en la relación (w/w, de la frecuencia perturbadora 
a la frecuencia natural, para que la amplitud de la vibración x sea pequeña? 

c. Interpretar el significado del cambio de signo de x, cuando w/w, varía 
desde un valor menor que 1 a un valor mayor que 1. Interpretar también el 
significado de F,/k. 

d. Representar la curva de 1/[1—(w/0,)*], usualmente denominado 
«factor de amplificación», para valores de w/w, entre 0 y 4. 

e. De la curva de (d), sacar conclusiones en relación con el proyecto de 
montajes flexibles para reducir la amplitud de vibración. (Nótese que cuando 
se aumenta la velocidad de la máquina, es preciso pasar rápidamente por la 
frecuencia de resonancia para evitar una vibración excesiva durante el período 
de transición.) 


14-14. Una parte importante que es preciso considerar en los montajes 
elásticos para una máquina vibratoria, es la trepidación sufrida por la cimenta- 
ción que la soporta. En la Fig. P14-11, la fuerza de trepidación es la fuerza del 
muelle, que es kx. La relación de esta fuerza a la perturbadora, que es Fo cos wt, 
en cualquier instante, da la fracción de la fuerza perturbadora que se transmite 
a la cimentación, y se denomina «transmisibilidad». 

a. Representar la transmisibilidad para «w/w, entre 0 y 4. 

b. Sacar las conclusiones aplicables al proyecto de montajes flexibles con 
objeto de reducir al mínimo la fuerza de trepidación sufrida por la cimentación 
de una máquina. 

Capítulo 15. Fuerzas giroscópicas 


15-1. Un giróscopo, dispuesto como el de la Fig. 15-8 está formado por una 
llanta circular de 600 mm de diámetro y un peso de 5 kg, soportada por radios 
o brazos de peso despreciable. La distancia L es de 1 m. Si el volante gira alre- 
dedor de su eje, con una velocidad de 600 r.p.m., a derechas, si se mira en la di- 
rección del eje desde el pivote O, ¿en qué sentido tendrá lugar el movimiento 
de precesión y con qué velocidad angular ? 
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15-2. Describir la acción girostática del volante de un motor de auto- 
móvil en una curva (a) a la derecha, (b) a la izquierda. El giro es a izquierdas, 
visto desde el puente trasero. 


15-3. Si un avión que pica según un ángulo muy agudo (con la vertical), 
cambia de dirección, ganando, con una curva muy cerrada, la horizontal, 
¿cuál será la acción giroscópica si la hélice gira a derechas, vista desde atrás ? 


15-4. El volante de un motor de un barco pesa 2,268 Tm y tiene un radio 
de giro de 1,143 m. Está montado en un árbol horizontal, que es paralelo al 
eje longitudinal del barco, y tiene una velocidad de 400 r.p.m., a derechas, visto 
desde la transmisión. Determinar el par giroscópico cuando el barco vira a la 
izquierda con una velocidad angular de 0,1 rad/seg. ¿Cuáles son las fuerzas 
totales que actúan sobre los cojinetes, si la distancia entre los centros de los 
cojinetes es de 1,219 m? 


15-5. El inducido del motor de un vehículo eléctrico pesa 272,180 kg, gi- 
rando en sentido opuesto a las ruedas del coche. La distancia entre cojinetes 
es de 610 mm, y su radio de giro, de 152,4 mm. El motor da cuatro revoluciones 
por cada una de las ruedas, cuyo diámetro es de 838 mm. Si el vehículo se mueve 
hacia adelante a lo largo de una curva de 30,480 m con una velocidad de 
6,1 m/seg, ¿cuáles serán las fuerzas totales y sus direcciones, sobre los cojinetes 
del motor, si el centro de la curva está a la derecha ? 


_ 15-6. En un giróscopo estabilizador, similar al mostrado en la Fig. 15-11a, 
una precesión forzada adelante o atrás, mediante un ángulo dado alrededor del 
eje BB, proporciona un par variable que se opone al momento de balanceo 
debido en cualquier momento a una sucesión de olas. El momento de balanceo 
en un instante dado es de 3.000 ton-pies, a derechas, mirando desde atrás. 
El rotor pesa 100 tons y gira a 900 r.p.m., a derechas, visto desde arriba. El 
radio de giro del volante alrededor de su eje es de 4 */, pies. 

a. Calcular la velocidad angular de precesión necesaria para mantener el 
barco en posición vertical. 
b. ¿Cuál es el sentido de precesión ? 


15-7. Una locomotora que corre a la velocidad de 40 millas por hora toma 
una curva de radio = 183 m. El diámetro de las ruedas motrices es de 2,134 m, y 
par de ruedas y su eje tienen un momento de inercia, alrededor de su eje de 
giro, de 4.068 kg/m*. ¿Cuál es la magnitud del par introducido por el movi, 
miénto de precesión del par de ruedas y en qué sentido actúa? ¿Tiende a volcar 


la locomotora hacia dentro o hacia afuera? 


15-8. El rotor de un motor a reacción gira a izquierdas, visto desde la proa 
del avión en que va montado. ¿En qué dirección tiende la acción giroscópica a 
mover el avión cuando éste ejecuta cada una de las siguientes maniobras: (a) viraje 
a la derecha con el eje del rotor siempre en un plano horizontal, (b) viraje similar 
a la izquierda, (c) balanceo del avión alrededor de un eje coincidente con la 
línea de vuelo, (d) ascenso durante el cual el rotor cambie de dirección desde la 
horizontal a la vertical, (e) simultáneamente, subida y viraje a la derecha. 


15-9. El rotor de un helicóptero gira a derechas, en un plano horizontal, 
visto desde arriba, cuando el helicóptero está despegando. El rotor se inclina 
hacia adelante, con objeto de inducir el vuelo hacia adelante. Describir el efecto 
de la acción giroscópica sobre el helicóptero. 

15-10. Un motociclista se acerca a una curva peraltada hacia la derecha. 
Describir la acción giroscópica de la rueda delantera originada por el peralte 
(no la curva) cuando la motocicleta se inclina a la derecha. ¿Resulta afectado 
el mecanismo de dirección? 


1-7. 


1-3. 


1-9. 


2-13. 


2-14. 


2-15. 


RESULTADOS DE PROBLEMAS 


235,6 m/seg u 848 km /h; 740,223 
km/seg? 

(a) 1,19; (b) 2,38; (c) 3,57 

(d) 4.270 m; 8.540 m; 13.115 m 
15,71 m/seg ó 56,54 km/h; 
4.935 m/seg? 


. 3,33 cm; 26,67 cm/seg; 33,34 


cm/seg? 


. (a) Diámetros de las poleas con- 


ductoras: 12; 13,9 y 16,1 cm. 
Idem conducidas: 18,9; 17 y 
14,75 cm 

(b) L = 132,18 cm 

(a) Diámetros de las conducto- 
ras: 12, 14 y 16,2 em. Conduci- 
das: 18,9; 17,1 y 14,8 cm 

(b) L = 132,78 cm 

(a) Diámetros en el eje conduc- 
tor: 15; 11,82; 8,3 y 5,22 cm. 


En el conducido: 5,52; 8,7; 


12,22 y 15,3 cm 

(b) L = 225,29 cm 

(a) Diámetros en el eje conduc- 
tor: 15; 11,86; 8,2 y 5,135 cm 
En el conducido: 5,52; 8,71; 
12,07 y 15,12 em 

(b) L = 224,25 em 


. Ventaja mecánica = 5 
. (a) Ventaja mecánica = 22 


(b) 0,013 m/seg 


. (a) 22,62 m/seg; 8.518 m/seg? 


(b) 436,7 kg 


. 54,9 pies/seg; 2.010 pies/seg?; 


62,4 lb 


. 30 rpm 
. 154,9 grados 
. A 609:1,2 m/seg, ó m/seg?; 


a 800: 1,03 m/seg, —56,4 m/seg? 


. (a) 30; 45; 60 grados 


(b) 91,4 m/seg?; 45,7 m/seg? 


. (a) 60s; (b) Omitir el término 


en ¿* 
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JA 


00 00 00 00 00 00 00 00 


3-23. (a) A = C/3 + O, 


V = C4/12 + Ct + Cs. 
æ = Ct5/60 + C.t2/2 + Cat 
+ Ca 
(b) Especificar C. Calcular las 
otras constantes a partir de las 
condiciones iniciales 


(e) 24 grados; (f) 15, 24, 0 gra- 
dos; (g) 1,3 ; 

(e) 21 grados; (f) 21, 18, 0 gra- 
dos; (g) 1,3 


. No hay interferencia; (f) 18, 14, 


0 grados; (g) 1,42 


(a) 7,37 revoluciones; (b) hacia 
abajo 

(a) 32,1 carreras/minuto 

(b) 13,4 pies/minuto; (c) b = 32 
dientes; c = 48 dientes 
(a) 27,4 a 1; (b) 65,7 rpm; 
(c) SÍ 

(a) 10,74; (b) 33,52 m 

n= [1 — (ac /bd)]n, + (ac/bdyn, 
(a) naMe = 0,363 /1 

(b) na [ne = —0,25/1 

(c) Todos los engranajes blo- 
queados juntos 

(a) nafna = 2/1; (b) Cero - 

(c) Nafna = 1/1; (d) 75 rpm 

a = 64 dientes; b = 48 dientes 
1.397 rpm 


. 0,70 

. (a) Na = 64; kı = 0,375, 
ka = 1,75; (b) = —145 rpm 
Ve = 47,8 mm 
Vo = 58,6 mm 


Vr = 9,65 mm 
Vp = 0,59 m/seg 
Vp = 225 pies/min 


. Ve = 15,36 m/min 
. Vc = 16,64 m/min 
. Va = 7 mm 


pepe 
NSN 


con 
pul pui O 
m D ' 


9-14. 
9-15. 
9-16. 
9-17. 
9-18. 
9-19, 


. (e) 


RESULTADOS DE PROBLEMAS 
. Vp = 0,58 m/seg 


. Ve = 32,9 m/min 
. Ve = 0,63 pulgadas 
. Vg = 63,5 mm 


Escala de velocidades, 
l cm = 2,61 m/seg 


. Velocidad de deslizamiento = 


V44, = 80,5 m/min 


. (a) 49,5 pulg /seg; (b) 4,5 rad /seg 


(a derechas) 


. (a) 358 mm/seg, hacia arriba 


(b) 724 mm j/seg 


. (a) 409 mm/seg; (b) 68 rad /seg 


(a izquierdas) 


. 60,9 mm/seg 
. 1,346 m/seg, hacia arriba 
. (a) 20 grados; 


103,6 m/seg; 
(b) 103,6 m/seg; 289,5 m/seg 
(c) 0,40 m 


3,6 m/seg? 

(a) œw = 20x rad/seg; a = 27 
rad /seg?; (b) ap = 607? m/seg? 
ap = 0,3x m/seg?; (c) Igual 
que ap 

(c) Va = 2,3 m/seg; ag = 134 
m/seg? 

(c) ac = 22,5 m/seg? 

ag = 60,9 m/seg? 

ag = 60,9 m/seg? 

ag = 315 m/seg? 

(a) vc = 0,85 m/seg 

(b) ac = 8,8 m/seg* 


ac = 70,4 m/seg? 

. ac = 70,4 m/seg? 

. (a) vr = 0,7 pies/seg 
(b) ar = 2,63 pies /seg? 

. (c) ac = 40 pies/seg* 

. (a) vc = 8,54 m/seg 
(b) ac = 91,5 m/seg? 
(c) ac = 91,5 m/seg? 


(c) vp = 0,59 m/seg 


ap = 0,35 m/seg? 


(c) 160 m/seg? 

(a) 4,14 m/seg; (b) 54 m/seg? 
(a) 23,3 m/seg 

(b) ac = 495 m/seg? 

(a) vp = 2,28 m/seg 

(b) ap = 176,7 m/seg? 

(b) ep == 0,91 m/sog 

(0) ap = 12,8 1n/sog* 

(b) ve = 81m/seg 

(d), de = 74,07 m/nog! 


9-22. 


9-23. 


9-24. 


9-25. 
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9-36. 


9-37. 


10-1. 
10-2. 
10-3. 
10-4. 
19-7. 
10-8. 


10-9. 


11-1. 


. Ap = 
. 190*”/min; 380'””/min? 

. 4,54 m/seg?, hacia arriba 

. 37,84 m/seg*, hacia arriba 

. 360 rad/seg?, a izquierdas; 
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(b) vg = 11,59 m/seg 

vp = 15,86 m/seg 
(c) ag = 2.135 m/seg? 

ap = 1.525 m/seg? 
a, = 11.380 rad/seg? (a dere- 
chas) 
(6) Escala de velocidades 
l cm = 5,87 m/seg 
Escala de aceleraciones, 
1 cm = 1.720 m/seg? 
(c) va = 14,21 

44 = 3.705 m/seg? 
Escala de velocidades, 1 em =: 
2,62 m/seg 
Escala de aceleraciones, 
l1 cm = 683 m/seg? 
ag a 00 = 4.666 m/seg? 
ag a 1800 = —-2.735 m/seg? 
(f) Escala de velocidades, 
1 plg = 21,8 pies/seg 
(t) Escala de aceleraciones, 
I plg = 5.692 pies /seg? 


. ag = 271 rad/seg 
. ap = 118,95 m/seg? 


1,60 m/seg? 
12,44 m/seg* 


ac = 


13,10 pulgadas/seg? 


. 5,2 rad/seg (a derechas); 


190 rad/ seg (a izquierdas); 
1,11 m/seg; 23,48 m/səg? 
0,518 m/seg, hacia abajo; 
2,07 m/seg?, hacia arriba; 
0,82 m/seg; 0,305 m/seg? 
0,065 m/seg?, al Este 


Fi, = 36,3 mm 


P = 28 mm 

P = 87,6 mm 
Fis = 31,7 mm 
P = 0,257 


P (sin rozamiento) = 0,10” 
P (con rozamiento) = 0,25” 
(a) Total, F = 6.078 kg 

(b) 3.969 kg, 1.326 kg 


Fuerza de trepidación resul- 
tante, S = 51,710 kg; momen- 
to del par de aceleración en 
O, = 304 kg-cm 
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11-2. 


11-25. 


12-1. 
12-2. 
12-3. 
12-4. 
12-5. 
12-6. 


12-7. 


RESULTADOS DE PROBLEMAS 


Fuerza de trepidación resultan- 
te, S = 285 lb; momento del 
par de aceleración en O, = 530 
lb-pulgada, a izquierdas 

Fuerza de trepidación resul- 
tante, S = 143 kg; momento 
del. par de aceleración en 
O, = 553 kg-cm, a izquierdas 


F,, = 480 lb; F,, = 1.620 lb 
F, = 520 1b; F32 = 394 lb 
F., = 490 lb; F, = 1.630 lb 
F, = 535 lb; Fi, = 396 Ib 
Fa, = 480 lb; Fia = 525 lb 
Py = 525; Fi, = 400 lb 
. (a) 123,6 rpm; (b) 138,6 r.p.m. 


. Carga inicial = 90,720 kg; 


Carga final = 104,300 kg 
Constante del muelle = 42,8 
kg/cm. 


. 11,5 kg, oeste 
. 1,19; 2,38; 4,76; para el giro en 


30*”, dos veces estos valores 


. (a) 0, 235 seg; (b) 5,17 seg 


(c) Mayor 


. 82,4 m/seg?; 8,4 g 

. 0,155 slug. pie? 

. 61,8 slug. pie? 

. 173 kg/m; 31,57 cm , 

. (a) En el punto medio, 222,7 kg; 


en los extremos de la carrera, 
las fuerzas laterales son nulas 
(b) En el punto medio 222,7 kg, 
hacia el centro de la mesa; en 
la posición: más próxima del 
centro de la mesa, 55,8 kg, del 
ceritro hacia afuera; en la posi- 
ción extrema exterior, 499,8 kg, 
hacia el centro 

1,41 hr /día 


mM y R yA = 955 unidades; * 
MoRo = 167 unidades 
MyR ¿ay = 955 unidades; 
moR yb. = 1.340 unidades 
my R oytoy = 955 unidades; 
moR by = 1.340 unidades 
MwR yA = 975 unidades; 
moR y = 137,5 unidades 
MywR ¿49 = 975 unidades; 
mo R bj = 1.100 unidades 
Mo+R y4 7 = 975 unidades; 
MoR bo = 1.100 unidados 
Wa = 12,8 kg; Wp = 8,530 kg 


12-8. 


(a) En RP, añadir 1,905 oz a 
269 grados; en RP», añadir 
1,625 oz a 150 grados; (b) a 
3.000 r.p.m., sobre el cojinete 


` B, 399 lb, a 78 grados para la, 


12-9. 


12-14. 


12-15. 


12-16. 


12-17. 
12-21. 


14-1. 
14-2. 
14-3. 
14-7. 


posición mostrada; sobre B,, 
393 lb a 354 grados. A 6:000 
rpm, cuatro veces estos valores 
de las fuerzas 

(b) En el extremo izquierdo, 
añadir 0,223 oz a 264 */, gra- 
dos, a derechas, desde la ver- 
tical (contestación solamente 
parcial) 

mRo* = 25,100 lb; 

Cp = 17.050 lb-pie 

(b) 19.200 lb-pulg. (constante) 
(c) Completamente, por rota- 
ción 

(a) Están dosequilibrados so- 
lamente los pares primarios 
(b) Se necesita mc + Mp en el 
radio de manivela, opuesto a 
cada codo; (c) mc en el radio de 
manivela, opuesto a cada codo; 
además, en el plano 1, */¿ mp 
con el radio de manivela, a 900 
a izquierdas desde el codo 1 
y mp con el radio de manivela, 
opuesto al codo. En el plano 4, 
igual que en el 1, pero lás masas 
diametralmente opuestas a las 
del plano en 1. Pueden, desde 
luego, hallarse las resultantes. 
(d) En el plano 1, (*/¿ mp + Mc) 
a 90°, a izquierdas desde el 
codo, además de: (mp + Mc) 
opuestos al codo (masas con 
radio igual al de la manivela). 
En el plano 4, igual, pero to- 
das las masas diametralmente 
opuestas a las del plano 1. 
Ver Art. 12-23 

(a) 72,7; (b) 75,4; (c) 20.300 
(d) 19.450; (e) 190.000; 

(f) 3.000 Ib (total para dos vo- 
lantes ó 1.500 lb para cada uno) 
(g) 5,73 pies; (h) 5,17' por 5,17 
pulgadas 


1.225 r.p.m. 
1.536 r.p.m. 
1.586 rpm. ` : 
30,9 opi ) 


14-8. 
14-9. 
14-10. 
14-11. 
14-12. 


15-1. 


15-2. 


15-3. 


RESULTADOS DE PROBLEMAS 


816 cpm 15-4. 

666 cpm 

476,4 cpm 15-5. 

(a) A = 3,17 mm; (b) 531 cpm 

(a) 0,62 mm; 7,30 kg/mm 15-6. 

(b) 0,30 mm; 15,10 kg/mm 

(c) 0,069 mm; 65,73 kg/mm 

A izquierdas, visto desde arriba. 15-7. 

wp = 3,48 rad /seg 

Presión mayor en el cojinete 15-8. 

trasero en el primer caso y en 

el delantero, en el segundo 

El aeroplano tenderá a girar a 15-10. 

la derecha ` 
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En cojinete trasero, 2.172 kg. 
En el delantero, 96,162 kg 

En cojinete izquierdo, 123,8 kg 
En el derecho, 148,3 kg 

(a) 0,506 rad/seg; (b) A dere- 
chas, visto desde el lado iz- 
quierdo 

681 kg/m, tiende a volcar la 
locomotora hacia afuera 

(a) Tiende a hacer picar al avión; 
(c) Sin efecto; (d) Tiende a girar 
hacia la derecha del piloto 

El volante tiende a girar a la 
derecha 


